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$m$ 個の命題変数 $p_{1},$ $\cdots,p_{m}$ に対し、論理記号く, V, $\supset,$ $\urcorner$の他に、異なる $n$ 人に対する “know” 記号
$\mathrm{K}_{1}$ , $\cdot$ . . , $\mathrm{K}_{n}$ を用いてうる知識論理式全体を $\mathcal{L}$ とする。そのうち know 記号の operate の深さが $k$ のもの

を $L^{(k)}$ とする 1 。
演繹体系 $\mathrm{K}$ は言語 $\mathcal{L}$ について、次の公理と推論からなる。

$\mathrm{a}0$ トートロジー論理式
al $\mathrm{K}_{\dot{*}}(A)\supset A$

a2 $\mathrm{K}_{i}(A)\supset \mathrm{K}_{:}(\mathrm{K}_{i}(A))$

a3 $\neg \mathrm{K}_{i}(A)\supset \mathrm{K}_{i}(\neg \mathrm{K}\dot{*}(A))$

a4 $\mathrm{K}_{i}(A)\wedge \mathrm{K}_{i}(B)\supset \mathrm{K}_{:}(A\wedge B)$

a5 $\mathrm{K}_{i}(A\supset B)\supset(\mathrm{K}_{i}(A)\supset \mathrm{K}_{i}(B))$

$\frac{AA\supset B}{B}$ ( $\mathrm{M}\mathrm{P}$-rule) $\frac{A}{\mathrm{K}_{i}(A)}$ ( $\mathrm{K}_{i}$ -rule)

この体系 $\mathrm{K}$ で論理式 $A$ が証明可能なことを十 $A$” で表わす。
以下 “strictly know” なる概念に対応する記号 $\mathrm{K}_{i}[]$ とこれにもとつ $\langle$ world なる式を導入し、 さらに

論理式 $A$ に対する–種の $\wedge-$ 標準形展開を意味する world の集合 $\mathrm{W}_{A}$ を定義する。その上で $\mathrm{W}_{A}$ を用

いて十 $A$” を判定する 1つのシンタクテイカルなアルゴリズムを提起する (定理 17) 。

定義 1 $\mathrm{W}^{(k)}$ : degree $k$ の world の集合

$\mathrm{W}^{(0)}$
$=$ $\{p_{1}^{\delta_{1}}\wedge\cdots\wedge p_{m^{m}}^{\delta}|\delta_{1},$

$\cdots,$ $\delta_{m}\in\{0,1\}\}$ , $p^{\delta}=\{$
$p$ $(\delta=1)$

$\neg p$ $(\delta=0)$

$\mathrm{W}^{(k+1)}$ $=$ $\{<g,$ $>|g\in^{\mathrm{w}^{(k}}),$ $\mathrm{U}_{1},$
$\cdots,$

$\mathrm{U}_{n}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}\}$

E法 $f=<g,$ $>\in \mathrm{W}^{(k+1)}$ に対し $g=f^{<}k+1$ , $\mathrm{U}_{i}=f_{i}^{()}k+1$ とおく

定義 2strictly know $\mathrm{K}_{i}[]$ 等の論理的意味付け $”*$ ”

. $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、

$*\mathrm{K}_{i}[\mathrm{U}]=^{\mathrm{e}}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{U})\wedge\wedge\neg \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{g}\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(}k))$
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. $\mathrm{U}=\{g_{1}, \cdots, gd\}$ のとき. $*\mathrm{U}^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}_{*\mathrm{v}}}=g_{1}\mathrm{v}\cdots*gd$

. $f=<g,$ $>$ に対し、 $*f^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{c}\mathrm{f}_{*}}g \wedge\bigwedge_{i=1^{*}}^{n}\mathrm{K}:[\mathrm{U}:]$

補助定理 $0\mathrm{U},\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、

$\vdash*\mathrm{K}_{1}.[\mathrm{U}]\wedge \mathrm{K}i(*\mathrm{v})\equiv 1$ $*\mathrm{K}_{i},[\mathrm{U}\approx\subset]\backslash$ $\mathrm{i}.\mathrm{f}\mathrm{U}\wedge--\subseteq \mathrm{V}arrow\veearrow$ $(1)\sim$

–. $\mathrm{L}^{-}\mathrm{j}^{-.--}\cdot\backslash$ $-/-$ [ \perp (矛盾) $\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{U}\not\subset \mathrm{V}$ (2)

補助定理 1 $\mathrm{U},\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、 $\mathrm{U}\neq \mathrm{V}\Rightarrow\vdash(^{*}\mathrm{K}_{i}[\mathrm{U}]\wedge*\mathrm{K}_{i}[\mathrm{V}]\equiv\perp)$

補助定理 2 $f,$ $g\in \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、
$f\neq g\Rightarrow\vdash*f\wedge^{*}g\equiv\perp$

但し、 $\mathrm{U}=\mathrm{V}$ は集合の等号、 $f=g$ は式としての等号。

補助定理 3 $\mathrm{U},\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、 $\mathrm{U}\cap \mathrm{V}=\phi\Rightarrow\vdash*\mathrm{U}\wedge*\mathrm{v}\equiv\perp$

補助定理 4 $\mathrm{U},\mathrm{V}$ に対し、 $\vdash*(\mathrm{U}\cap \mathrm{V})\equiv*\mathrm{U}\wedge*\mathrm{v}$

定理 5 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、
$\vdash*\mathrm{K}_{i}[\mathrm{U}]\equiv \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{U})\wedge$ $\wedge$ $\neg \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{v})$

$\mathrm{V}_{\neq}^{\mathrm{c}}\mathrm{U}$

定理 6 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し、

$\vdash \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{U})\equiv$ ${ }$ $*\mathrm{K}_{i}[\mathrm{V}]$ [定理 5を用いる]
$\mathrm{V}\subseteq \mathrm{U}$

定理 $7\vdash*\mathrm{w}^{(k)}$ [定理 6を用いる]

定義 3 $\deg(A)=A$ 内の $\mathrm{K}_{1}$ , $\cdot$ .. , $\mathrm{K}_{n}$ 演算の深さの最大値

$\mathcal{L}^{(k)}=\{A\in \mathcal{L}|\deg(A)=k\}$

定義 4world の集りの “ 条件なし拡張” と “ 限定”

$\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ $\iota_{}*\backslash \iota \text{し}$ $\mathrm{U}’=\{<f,$ $>|f\in \mathrm{U},$ $\mathrm{U}_{1},$
$\cdots,$

$\mathrm{U}_{n}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}\}$

$\mathrm{K}_{n}[\mathrm{U}_{n}]\mathit{4}$

$(\mathrm{K}_{1}[\mathrm{U}_{1}]$

$\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(k+1)}$ $\#’arrow*\backslash \iota \text{し}$ ’V
$=1^{g}|^{<g}’>\in \mathrm{V}$

, for $\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{U}_{1},$

$\cdots,$
$\mathrm{U}_{n}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$

定義 5 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ $l\geq k$ に対し
$\mathrm{U}<\iota>^{\mathrm{d}\mathrm{f}}=^{\mathrm{e}}\mathrm{U}\text{共}$

補助定理 8 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し $’(\mathrm{U}^{l}.)=\mathrm{U}$
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補助定理 9 $\mathrm{U},\mathrm{V}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し

$(\mathrm{U}\cap \mathrm{V})’$ $=$
$\mathrm{U}’’\cap \mathrm{V}$ (1)

(UUV)’ $=$
$\mathrm{U}’\mathrm{U}\mathrm{V}$

’ (2)

$(\mathrm{w}^{(k)}-\mathrm{U})’$ $=$
$\mathrm{W}(k+1)-\mathrm{U}$

; (3)

補助定理 10 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ に対し $\vdash*(\mathrm{U}’)\equiv*\mathrm{U}$

補助定理 11 $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{W}^{(k)},$ $l\geq k$ に対し $\vdash*(\mathrm{U}^{<l>})\equiv*\mathrm{U}$

定義 6論理式 $A$ に対する world の集合 $\mathrm{W}_{A}$ (–種の $\wedge-$ 標準系展開)

$\mathrm{W}_{\mathrm{p}\mathrm{j}}$ $=$
$\{p_{1}^{\delta_{1}}\wedge\cdots\wedge p_{j-1}^{\delta}\mathrm{j}-1\wedge p_{j^{\wedge}}p^{\delta}j+1\wedge \mathrm{j}+1\ldots\wedge p^{\delta_{m}}m|\delta_{1},$ $\cdots,$ $\delta_{j-1},$ $\delta_{j}+1,$ $\cdots,$

$\delta m\in\{\mathrm{o}, 1\}\}$ (4)

$\mathrm{W}_{B\wedge C}$ $=$ $\mathrm{W}_{B}^{<k>}\cap \mathrm{W}_{C}^{<k}>$ $k=\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(\deg(B), \deg(C))$ (5)

WBVC $=$ $\mathrm{W}_{B}<k.>\cup \mathrm{W}_{C}<k>$ $k= \max(\deg(B), \deg(C))$ (6)

$\mathrm{W}_{\neg B}$ $=$
$\mathrm{W}^{(k)}-\mathrm{w}B$ $k=\deg(B)$ (7)

$\mathrm{w}_{\mathrm{K}_{:(B})}$
$=$ $\{f\in \mathrm{w}^{(k+1})|f^{\mathrm{t}k+}i1)\subseteq \mathrm{W}_{B}\}$ , 但し $f=<f^{<}k+1,$ $>$ (8)

また $B\supset C:\neg B\vee C$ または $\mathrm{w}_{B\supset c=}(\mathrm{W}^{(k)}-\mathrm{W}^{<\cdot>}\kappa)B\cup \mathrm{w}_{c}<k>,$ $k=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}(\deg(B), \deg(C^{\dagger}))$

定理 12

$\vdash A\equiv W_{A}*$

[付録参照]

定義 $7\vdash A$ を規定するため world の部分集合 $\mathrm{S}^{\langle k\rangle}\subseteq \mathrm{W}^{(k)}$ を導入する。

$\mathrm{S}^{(0)}$

$=$
$\mathrm{W}^{\langle 0)}$ (9)

$\mathrm{S}^{(1)}$

$=$ $\{<g,$ $>|0)1)$ $\forall i(g\in \mathrm{U}i\subseteq \mathrm{s}^{(0)}g\in s^{(0)})\}$ (10)

$\mathrm{S}^{(k+2)}$
$=$ $\{<g,$ $>|0)2)1)3)$ $\forall i.(,g\in.\mathrm{U}|.\subseteq.\cdot \mathrm{S}(k+.1))g\in^{\mathrm{s}}\forall i(\forall f\in \mathrm{U}|\Rightarrow f_{\dot{*}}=g^{(}i\forall i(\mathrm{u}i=g_{*})(k+1.)(\mathrm{t}+1)(k+1)k+1))\}(k\geq 0)$ (11)

但し $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{S}^{(l)}$ に対し tU $\mathrm{g}\mathrm{f}$

$\{f^{<l}|f\in \mathrm{U}\}$ (restrictions of U)

補助定理 13 $\forall k(f\in \mathrm{W}^{(k)}-s(\kappa)\Rightarrow.\vdash*f\equiv\perp)$
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定理 14 $\forall k(\vdash*\mathrm{s}^{(k)})$

$|$

従って定理

$7^{*}*\mathrm{w}**((\cup^{*}(\mathrm{W}^{(}s_{\text{よ}}k\mathrm{v}\mathrm{S}k\perp()\text{り}\vdash*\mathrm{s}^{(k)}\mathrm{v}(\mathrm{w}(k)-S(k))k)-s^{()}\lambda\cdot))$

補助定理 13

補助定理 15 $A$ が $\mathrm{a}\mathrm{O}\sim \mathrm{a}5$ の公理のとき

$\deg(A)=k\Rightarrow \mathrm{w}_{A}\mathrm{n}s^{(k})=\mathrm{s}(k)$

補助定理 16

(1) 推論 $\frac{AA\supset B}{B}(\mathrm{M}.\mathrm{P}.)$ に関して、 $\deg(A)=d,$ $\mathrm{d}\mathrm{c}\mathrm{g}(B)=l,$ $\mathrm{m}\mathrm{a}\wedge\backslash (d, l)=k$ のとき、

$\mathrm{W}_{A}\cap S^{(d})=\mathrm{s}(d)$ , $\mathrm{w}_{A\supset B^{\cap}}\mathrm{S}^{(k)}=\mathrm{S}^{(k)}\Rightarrow W_{B}\cap \mathrm{S}(\iota)=S^{()}\iota$

(2) 推論 $\frac{A}{\mathrm{K}_{i}(A)}(\mathrm{K}_{i})$ に関して、 $\mathrm{d}\mathrm{t}^{\iota_{\mathrm{b}(.)}}’ 4=k$ のとき、

$W_{A}\cap$. $\mathrm{S}^{(k)}=\mathrm{S}^{(k)}.\Rightarrow \mathrm{w}_{\mathrm{K}_{:(A)^{\cap}}}s^{(}k+1$
) $=\mathrm{S}^{(k)}+1$

[付録参照]

定理 17 $\deg(A)=k$ のとき
$\vdash A$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{W}_{A}\cap \mathrm{S}^{(k)}=\mathrm{S}^{(k)}$

$[\Leftrightarrow S^{(k)}\subseteq W_{A}]$

$”\Rightarrow \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}$
” は補助定理 15と補助定理 16から、

$”\Leftarrow_{\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{r}}}\mathrm{t}$ ”:
$W_{A}\cap S^{(k)}=\mathrm{S}^{(k)}\Rightarrow*s^{(k)}$

$\equiv$ $*(W_{A}\cap s^{(}k))$

$\equiv$ $*\mathrm{w}_{4}.\wedge*s^{(k)}$ 補助定理 4
$\equiv$ $*W_{A}$ 定理 14
$\equiv$ $A$ 定理 12

従って、再び定理 14から $\vdash A$
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付録
定理 12の証明:
$A$ 内の論理記号または $\mathrm{K}_{i}$ 記号の個数に関する帰納法を用いる。 $\wedge,$ $,$ $\neg,$

$\supset$ に関しては省略。
$A=\mathrm{K}_{i}(B)$ の場合: $\deg(\mathrm{K}_{i}(B))=k(\geq 1)$ とおく

$\mathrm{K}_{i}(B)$ $\equiv$ $\mathrm{K}_{\dot{\iota}}(^{*}\mathrm{W}B)$ (帰納法の{反定)
$\equiv$ $*\mathrm{w}^{(k)}\wedge \mathrm{K}_{i}(^{*}W_{B})$ 補助定理 7

$\equiv$ $(f\in*f)\mathrm{W}(k)\wedge \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{W}B)$

$\equiv$ ${ }$ $(^{*}f\wedge \mathrm{K}_{1}.(^{*}\mathrm{W}_{B}))$

$f\in W(k)$

$\equiv$ ${ }$ $(^{*}f\wedge \mathrm{K}_{i}(^{*}\mathrm{W}_{B}))$ $(^{*}f\wedge \mathrm{K}_{i}(^{*\mathrm{w}_{B}}))$

$f_{i}^{k}\subseteq Wf\in \mathrm{W}^{(k)}B-|_{-}$ $(f^{k}‘ \mathrm{g}W_{B}f\in \mathrm{W}^{(k})1^{f_{i}^{(k)}}\not\subset \mathrm{W}_{B}$ と補助定理 $0-(^{\underline{9}})$ から

–
$\mathrm{K}_{j}[f_{i}^{(}]\wedge \mathrm{K}_{i(}k)*\mathrm{w}_{B})\equiv 1$

$*f^{<k}$
$\wedge\bigwedge_{j^{-}1}^{n}*\mathrm{K}_{j}1f_{j}^{()}1k$

$\wedge^{*}\mathrm{K}_{i[f_{:}^{(}1}k)$ $\wedge \mathrm{K}_{1}.(^{*\mathrm{w}_{B}})$

$\equiv \mathrm{K}_{i}[f_{i}^{(k}])$ $f_{i}^{(k)}\subseteq W_{B}$ と補助定理 $0-(1)$ から

$\equiv$ ${ }$ $*f$

$\equiv$ $*\{f\in \mathrm{W}^{(k})|fi(k)\subseteq W_{B}\}$

$\equiv$
$*\mathrm{w}_{\mathrm{K}_{i(B})}$

補助定理 16の証明:

(1) $\frac{AA\supset B}{B}$MP について $\deg(A)=d,$ $\deg(B)=l,$ $\max(d, \iota)=k$ のとき

$\mathrm{w}_{A}\cap \mathrm{s}^{(d})=\mathrm{S}^{(d)},$ $\mathrm{W}_{A\supset B}\cap s^{(k)}=\mathrm{S}(k)$ $\Rightarrow$

$\wedge k-d$ $.\wedge^{k-l}$

$S^{(k)}$ $=$ $((\mathrm{w}^{(k})-\mathrm{W}_{\acute{A}} .)\cup \mathrm{W}_{\acute{B}}$ $.)\cap \mathrm{S}^{(k)}$

$k-d$

$=$

$(( \mathrm{w}^{(k)}\cap \mathrm{S}(k))-(\mathrm{w}^{\prime\cdots\prime}\cap \mathrm{S}^{(k}))\bigwedge_{A})\cup(\mathrm{W}_{B} \cap S^{(\lambda)}.)$

$,..\wedge^{k-l}.$,

$\mathrm{S}^{(d)}\subseteq \mathrm{W}_{A}$ ,
$\mathrm{S}^{(k)}\subseteq S^{(d)}\text{叉}$ ,$.. \bigwedge_{\prime}^{k-d}$.

$\subseteq \mathrm{W}_{A}$ であるから

$,..\wedge^{k-l}.$,
$=$ $(( \mathrm{S}^{(k)}. - \underline{S^{(k)}} )\cup(\mathrm{W}_{B} \cap S^{(t\cdot)})$

$=$ $W_{B}’\ldots,$

$\mathrm{n}\mathrm{s}^{(k})\wedge k-\iota$

6
即ち $S^{(k)}=\mathrm{W}_{B}$

$\cap \mathrm{S}^{(k)}$ 従って
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た-z
$\wedge k-l$ $\wedge k-l$

$\text{ノ},.\text{ヘ}$. .,
$\mathrm{S}^{(k)}$

$=$
$\wedge^{\prime\cdots\prime}k-\iota(\mathrm{W}\ldots \mathrm{n}\mathrm{S}\wedge^{B}\wedge^{-l}J\prime k-\iota(k)k)$

$=$
$’\cdots’(\mathrm{w}_{B}^{\prime\cdots\prime})\cap’$

.
$\text{り_{}\mathrm{S}^{1\lambda}}\cdot$ )

よよっってて $\mathrm{S}^{(l)}=\mathrm{W}_{B}\cap S^{(l)}$

(2) $\frac{A}{\mathrm{K}_{i}(A)}(\mathrm{K}_{i})$ ににつついいてて deg(A) $=k$ ののとときき

$\mathrm{W}_{A}\cap s^{(k)}=s^{(k)}$ 即ち $\mathrm{S}^{(k)}\subseteq \mathrm{W}_{A}$ を仮定

$\mathrm{W}_{\mathrm{K}(A)}\dot{‘}\cap \mathrm{s}^{()}k+1$ $=$

$\cap$

$=$

$\{$

$\{<f$ , $>|f\in \mathrm{W}^{(k)}$ , $\mathrm{U}_{i}\subseteq \mathrm{W}_{A}$ , $\mathrm{U}_{1},$ $\cdots$ , $\mathrm{U}_{1},\subseteq \mathrm{W}^{(k)}\}$

$\{<f,$ $>|f\in S^{(k)}$ , $\mathrm{U}_{1},$
$\cdots,$

$\mathrm{U}_{n}\subseteq \mathrm{S}^{(k)}\}$

$<f,$

$>|_{f}\in \mathrm{S}^{(k)}$

, $(\underline{\mathrm{U}_{i}\subseteq \mathrm{W}_{A}\ r\mathrm{U}i\subseteq \mathrm{s}(k)}),$ $\mathrm{U}_{1},$
$\cdots,$

$\mathrm{U}_{n}\subseteq \mathrm{S}^{(k)}$

$\Uparrow$ 仮定より

$\mathrm{S}[_{(k+1)}$

$(\mathrm{K}_{n}[\mathrm{U}_{n}])$ $|$

$\mathrm{U}_{i}\subseteq \mathrm{S}_{(k)}$
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