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位数 2の素体 F2 $=\{0,1\}$ 上の $n$ 次元双曲型空間 $V$ 上の直交群 $O_{n}(V)$ の 2元生
成につき考察する。
まず $V$ と $O_{n}(V)$ の定義及びそれらの基本的性質、主定理、そしてその証明の順に

述べる。
F2を $K$ と書く。 $V$ は 2次写像 (quadratic map) $q$ : $Varrow K$を付与されている $I\iota’$

上の $n$ 次元ベクトル空間とする。即ち $q$ は

$q(ax)=a^{2}q(x)$ , $a\in I\mathrm{e}’$ , $x\in V$

を満たし、 $B:V\cross Varrow K$ を $q$ を用いて、

$B(x, y)=q(x+y)-q(X)-q(y)$

により定義すれば $B$ は対称双 1次形式 (symmetric bilinear form) である。 以後簡
単のため $B(x, y)$ を $xy$ と書く。 $V$ を $I\acute{\mathrm{t}}$ 上の 2次空間 (quadratic space) と言い、
一般線型群 (general linear group) $GL_{n}(V)$ の部分群

$O_{n}(V)=\{\sigma\in GL_{n}(V)|q(x)=q(\sigma x)\}$

を $V$ 上の直交群 (orthogonal grouP) と言う $0$

$V$ の部分集合 $U$ に対し、 $U^{\perp},=\{x\in V|xU=0\}$ を $U$ の $V$ における直交補と
$\mathrm{D}=$ う。

$V$ の部分空間 $U_{\text{、}}W$ に対し、 $V=U\oplus W$ かつ $UW=0$ のとき $V=U\perp W$ で

示し $V$ は $U$ と $W$ の直交和であると言う。
$V$ の任意の元 $x\neq 0$ に対し、 $V$ の元 $y$ で $xy\neq 0$ となるものが存在する時 $V$ を

非退化と言う。
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$V$ の元 $x\neq 0$ は $q(x)=0$ の時 isotropic と言い $q(x)\neq 0$ の時 anisotropic と言
う。 又 $V$ の部分空間 $U$ は isotropic な元を含む時 isotropic 含まない時 anisotropic
と言う。

$V$ の 2回 $x,$ $y$ が $x^{2}=y^{2}=0$ かつ $xy=1$ をみたす時 $x,$ $y$ を双曲面 (hyperbohic
pair) と言い $x,$ $y$を基底 (base) とする 2次元部分空間 $H=Kx\oplus Ky$ を双曲型平面
(hyperbolic plane) と言う。
体 $I\mathrm{t}^{\nearrow}$の丁数が 2であるから $V$ の任意の元 $x$ に対し、常に $x^{2}=2q(x)=0$ が成り

立つ。従って $xy=1$ をみたせば $x,$ $y$ は hyperbolic pair である。 又、$K$ の標数
が 2である事から $n$ は偶数となる、そこで $n=2m$ とおくと $V$は次のように分解さ
れる。

$V=H_{1}\perp H_{2}\perp\cdots\perp H_{m}$

ここで $H_{1},$ $H_{2},$ $\cdots,$ $H_{m-1}$ は hyperbolic plane であり、 $H_{m}$ は hypoerbolic か
anisotropic である。本講においては $H_{m}$ が hyperbolic plane -. 従って、 $V$ が $m$

個の hyperbolic plane $H_{1},$ $H_{2},$ $\cdots,$ $H_{m}$ の直交和になる場合、即ち $V$ が双轡型空間
(hyperbolic space) となる場合のみを扱う事にする。
次に各 $H_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $m$ の hyperbolic base $\{X_{2j-1}, X_{2}j\}$ をとり固定する。この

とき $X=\{x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{2m-1}, X_{2m}\}$ は $V$ の basis であるが、これを $V$ の hyperbolic
base と呼ぶ。
又、簡単のため、 $u=x_{1},$ $v=x_{2},$ $H=H_{1}$ とおく。 ここで $O_{n}(V)$ の生成に用い

られる特別な元をいくつか定義する。 .

まず、 $q(x)\neq 0$ なる $V$ の元 $x$ に対し $\tau_{x}$ を

$\tau_{x}z=z+zX\cdot X$ , $z\in V$.

で定義し、又 $L$ の元 $x$ に対し $E(u, x)$ を

$E(u, x)z=z+zx\cdot u+zu\cdot x+zu\cdot q(X)\cdot u$ , $z\in V$.

と定義すれば、 これらはいずれも $O_{n}(V)$ の元である。
更に、 $\triangle$ : $u\Leftrightarrow v$ かつ $\triangle=1$ on $L$ なる $V$ の線型写像はやはり $O_{n}(V)$ の

元であり, 従って $E(v, x)=\triangle E(u, x)\triangle$ も $O_{n}(V)$ の元である。 $\tau_{x}$ を symmetry
$,E(u, X),E(v, x)$ を Eichler transformation と言う。
次の定理が成り立つ。

定理. F2 $=\{0,1\}$ を位数 2の素体、 $V$ を F2上の $n$ 次元 hyperbolic $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}_{\text{、}}$

$O_{n}(V)$ を $V$ 上の直交群とすると、 $n$ は偶数であり、 $n=2m\geq 4$ ならば $O_{n}(V)$ は
位数 4の元 $\sigma$ と位数 $2(m-1)$ の元 $\rho$ とにより生成される。

(注意) . $O_{n}(V)$ は $V$ が isotropic ならば $S_{2}$ に、 anisotropic ならば $S_{3}$ と同型に
なる。 従って、 $O_{2}(V)$ は位数 2の 1元又は 2元で生成される。

定理の証明. $L$ の subset $M$ に対し、 $E(u, M)=\{E(u, x)|x\in M\},$ $E(v, M)=$
$\{E(v, x)| x\in M\}$ と定義する。 我々は [l,Lemma 2.1] より次が成り立つ事を知っ
ている。
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$(^{*})$ もし $O_{n}(V)$ の部分群 $G$ が $E(u, L)$ と $E(v, L)$ を含み、更に $O_{n}+(V)$ の元
$\delta$ を含めば $G=O_{n}(V)$ である。

ここで $O_{n}+(V)$ は Dickson invariant $0$ の $O_{n}(V)$ の元全体から成る指数 2の部分
群である。
さて、 そこで $Y=\{x_{3}, x_{4}, \cdots, X2m-1, x2m\}$ に対し、

$E_{0}=E(u, Y)\cup E(v, \mathrm{Y})$ の偶数個の元の積の全体

$E_{1}=E(u, Y)\cup E(v, \mathrm{Y})$ の奇数個の元の積の全体

とおき、
$E=E_{0}\cup E_{1}$

とおけば、明らかに、 $E_{1}$ の任意の元 $\gamma$ に対し $E_{1}=\gamma E_{0}$ である。 又、 $[1,(2,5)]$ よ

り $E(u, L)\cup E(v, L)\subseteq E$ であるから $(^{*})$ より

$(^{**})\forall\in E_{1},$ $\forall\grave{\delta}\not\in O_{n}+(V)$ に対し、 $O_{n}(V)=<E_{0},$ $\gamma,$
$\delta>$

を得る。
この事から我々は次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす $\delta,$

$\rho$ を求めればよい事になる。

(i) $\delta\not\in O_{n}+(V)$

(ii) ある $\gamma\in E_{1}$に対し、 $E_{0}\cup\{\gamma\}\subseteq<\overline{\delta},$ $\rho>$ .

ここで $O_{n}(V)$ の 2元 $\triangle^{l},$ $\theta$ を\triangle ’ : $x_{3}\Leftrightarrow x_{4}$ かつ $\triangle’=1$ on $H_{2^{\perp}\text{、}又}\theta$ : $x_{3}.arrow$

$x_{5}arrow\cdotsarrow x_{2m-1}arrow x_{3},$ $x_{4}arrow x_{6}arrow\cdot:\cdotarrow x_{2m}arrow x_{4}$ かつ $\theta=1$ on $H$ により定義
し、 これらに対し $\delta,$ $p$ を

$\delta=\triangle E(u, x_{3})$

$\rho=\{$

$\triangle’\theta$ ( $m$ が奇数のとき)

$\triangle’\theta\triangle$ ( $m$ が偶数のとき)

と定義すれば、明らかに $\delta.\not\in O_{n}+(V)$ であるから (i) が成り立つ。 従って (ii) を示
せばよい。

$G=<\triangle,$ $\rho>$ とおくと、 $\hat{\delta}^{3}=\triangle E(v, x_{3})\in G$ であるから、 $\overline{\delta}$ と $\tilde{\delta}^{3}$ を $\rho$ で繰り返
し変換すれば、即ち、 $\rho\overline{\delta}p^{-12},$$\rho\delta p-2,$ $\cdots$ 及び $\rho\hat{\delta}^{3}\rho^{-1},$ $p\delta^{32}2\neg\rho^{-},$ $\cdots$ を作ると、

$\triangle E(u, \mathrm{Y})\cup\triangle E(v, \mathrm{Y})\subseteq G$
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を得る。–方 $E_{0}$ の任意の元 $\sigma$ は

$\sigma=E(w_{1}, y_{1})\cdots E(w_{2}y_{2r}r’)$ with $w_{i}\in‘\{u, v\}$ and $y_{i}\in Y$

と表せるから、 これを変形すると、

$\sigma=\triangle E(\triangle w_{1}, y1)\triangle E(x2, y_{2})\cdot$ ‘ $\cdot\triangle E(\triangle w2r-1, y_{2r}-1)\triangle E(w2r’ y2_{\Gamma})$ ,

と成り、 $\sigma$ は $G$ に含まれる事がわかる。即ち

$(a)$ $E_{0}\subseteq G’$

である。 従って $G$ の元 $\gamma$ で $E_{1}$ に含まれるものがある事を示せばよい。まず、

$\triangle\triangle’=E(u, x_{4})E(u, x_{3})E(v, x_{4})E(v, x_{3})E(u, x4)E(v, xs)$

より、
$(b)$ $\triangle\triangle^{l}\in E_{0}$

である。次に、 1 $\leq h<k\leq m$ に対し、 $O_{n}(V)$ の元 $\pi_{hk}$ を $x_{2h-1}\Leftrightarrow x_{2k-1}$ ,
$x_{2h}\Leftrightarrow x_{2k}$ かつ $\pi_{hk}$. $=1$ on $(H_{h}\perp H_{k})^{\perp}$ と定義すれば、

$\pi_{hk}=\pi_{1h}\pi_{1k}\pi_{1h}$ ,

$\pi_{1r}=E(u, X_{2r})E(v, x2r-1)E(u, x_{2}\Gamma)$ for $1<r\leq m$ ,

$\theta=\pi_{23}\pi_{3}4\ldots\pi_{(-1)}mm$ .

従って、

$(c)$ $\uparrow n$ が偶数のとき\theta $\in E\mathit{0}$であり、$m$ が奇数のとき\theta \in $E_{1}$である。

を得る。 これら $(\mathrm{a}),(\mathrm{b}),(\mathrm{C})$ から $\gamma$ の存在を知る事が出来る。 実際、 もし $m$ が偶数
なら

$\gamma=\delta\rho=\triangle E(u, x_{3})\triangle’\theta=\triangle\triangle’\theta E(u, \theta^{-}1\triangle/_{x_{3}})\in \mathrm{E}_{1}\cap G$

であり、 もし $m$ が奇数なら

$\gamma\cdot=\theta=\triangle\theta\triangle=\triangle\triangle’\rho\in \mathrm{E}\mathrm{l}\mathrm{n}G$

である。故に、 $G=\mathrm{o}_{n}(\mathrm{v})_{\text{、}}$ 又 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\delta=4_{\text{、}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\rho=2(m-1)$ であるから、定理
の証明は完結する。
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