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1 はじめに

高次精度の差分公式については, 今まで多くの研究がなされてきた [1], [3], [9], [10]
[15], [17], [21]. 特に, 流体解析の分野では現在も盛んに研究されている [4], [11], [16].
一般に, 高次精度の差分公式の導出は, 方程式の離散化のときに使う格子点の数を増
やして精度を向上させる, という考え方に基づいて行なわれるものが多い. このよう
にして導き出された高次精度の差分公式は, 差分公式を構成する格子点数を増加させ
ればさせる程必然的に精度は高くなる –方で, 左辺の係数行列の非零要素が増えるに
したがって演算量が増加し, さらに領域の境界付近の点の取り扱いが非常に煩雑にな
るなど実際的でない点も多い.

方, ポアソン方程式に対して, 左辺の離散化で用いる格子点の数を出来るだけ少
なくして差分公式の精度を上げる方法を $\mathrm{R}.\mathrm{E}$ . Lynch が文献 [13] で提唱した. 具体的

には, 2次元の $x$ , y方向の格子間隔が等しい場合に, 周囲の 8点を使う 4次精度の差分
公式の剰余項に着目し, そして方程式の右辺項を利用してそれを消去し, 精度を 6次
まで高めるという方法である. この元となる 4次精度の差分公式自体は, 文献 [8] に
記述が見られるように古くから知られ, いろいろな文献 [6], [17], [18] で取り上げられ
てきた. したがって, Lynch の発想自体は特別新しいものではない.
しかし, Lynch (文献 [12], [13], [14]) の考え方の真価は, 格子点と格子点の間に位置

する補助的な点を使って, 従来の公式になかった簡潔な形の高次精度の公式を考案し
た点にある. これにより領域の境界近傍の点が非常に簡単に処理できるようになった.
また, これらの差分公式は, HODIE method( $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$ Order Difference approximation via
Identity Expansions の略) という名称で上に列記した多くの文献で引用されその有用
さは広く知られている. ただし, 上の Lynch の文献では, $(\mathrm{i})3$ 次元の 4次精度, 6次
精度の差分公式がそれぞれ–つだけしか記述されていないこと, $(\mathrm{i}\mathrm{i})8$ 次精度の差分公
式に対する考察が不足していること, (iii) 計算機による実験が少なく計算機への実装
に対する考察が不十分であること, など明らかにすべき事柄も多く, 研究はその後も
行なわれている [5], [20].
そこで, 本研究の目的は, 3次元ポアソン方程式の右辺項を利用して精度を高める

Lynch流の差分公式の (a) 種々のバリエーションを研究/評価し, (b) ベクトル計算機向
きの差分公式を提案することにある. さらに, (c)Lynch流の考え方で到達できる最高
次数は 6次精度までで, 8次精度の差分公式は理論的にできないことを明らかにする.
本論文は以下のような構成になっている. まず, 第 2章では, 3次元の 4次および

6次精度の差分公式を導出する. 第 3章では, 8次精度の差分公式の導出が不可能なこ
とを理論的に明らかにする. そして第 4章では, 本研究で得られた差分公式に対する
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数値実験結果を報告し, 新しく提案した 4次精度の差分公式がベクトル計算機向きの
公式であることを確かめる. 最後に簡単なまとめをおこなう.

2 ポアソン方程式に対する 2次,4次,6次精度の差分公式

2.1 問題設定

本研究では, 単位立方体 :I $(=[0,1]^{3})$ におけるポアソン方程式を扱う. すなわち,

I の内部 $(=(0,1)^{3})$ およびその境界 $\partial \mathrm{I}$ において, 次のような境界値問題を考える。

$\Delta u$ $=$ $f$ inI(2.1)
$u$ $=g$ on $\partial \mathrm{I}$ (2.2)

ここで, \Delta 1は $u_{xx}+u_{yy}+u_{zz}(= \frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}u}{\partial y^{2}}+\frac{\partial^{2}u}{\partial z^{2}})$ を表す.

2.2 解析領域の分割と格子について

本研究では, 単位超立方体 :I $(=[0,1]^{3})$ 上の各辺を $h=1/N$ 刻みで N等分した
格子を用いる. そのとき, I の内部 $(=(0,1)^{3})$ の格子点の座標は, $(ih,j.h, kh),$ $(1\leq$

$i,j,$ $k\leq N-1)$ と書ける

2.3 シングルセルと差分公式

ここでは, $\text{シングルセル}[9_{1}$内の 27個の格子点を使って差分公式を構成する. ここ

でシングルセルとは, Fig. 1に示した領域 : $[(i-1)h, (i+1)h]\cross[(j-1)h, (j+1)h]\cross$

$[(k-1)h, (k+1)h]$ をさす. また, 本論文を通して $u(ih,ih, kh)=u,$ $f(ih,i^{h,kh})=f$

と略記する. 以下のように, 中心点 $(ih,jh, kh)$ からの距離が$\sqrt$mh $(m=1,2,3)$ であ
る点における関数 $u$ の和を $\Sigma_{\sqrt{m}}u$ という記法で表す. すなわち,

$\Sigma_{1}u$ $=$ $\Sigma_{\pm}u(ih\pm h,jh, kh)+\Sigma_{\pm}u(ih,jh\pm h, kh)$

$+ \sum_{\pm}u(ih,jh,‘ kh\pm h),$ . (2.3)
$\Sigma_{\sqrt{2}}u$ $=$ $\Sigma_{\pm}u(ih\pm h,jh\pm h, kh)+\Sigma_{\pm}u(ih,jh\pm h, kh\pm h)$

$+\Sigma_{\pm}u(ih\pm h,jh, kh\pm h)$ , (2.4)
$\Sigma_{\sqrt{3}}u$ $=$ $\Sigma_{\pm}u(ih\pm h,jh\pm h, kh\pm h)$ (2.5)

と定義する. ここで, 記法: $\sum_{\pm}$ は, 式中に現れる記号士について, 符合が+のときの
式と同じく符合が一のときの式の和をとることを意味する. また, 記法: $\sum_{\sqrt{m}}u$ と同
じ意味で, ポアソン方程式の右辺項 $f$についても, 記法: $\sum_{1}f,$ $\sum_{\sqrt{2}}f,$ $\sum_{\sqrt{3}}f$を使う.
Fig. 1に, $\sum_{1},$ $\sum_{\sqrt{2}},$ $\sum_{\sqrt{3}^{\text{で使}}用する格子点をそれぞれ}0\text{印}$ , $\bullet$印そして印で示す.
$\sum_{1}u,$ $\sum_{\sqrt{2}}u,$ $\sum\sqrt{3}u$ で使用する格子点数はそれぞれ 6点, 12点, 8点になる.
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Fig. 1 Three groups of gridpoints at a distance of $\sqrt{m}h(m=1,2,3)$

from the central point $(ih,jh, kh)$ in a single cell.

2.4 Taylor 展開による $\Sigma mu$ の近似式

ここでは, Taylor $\text{展開を利用して}\sum\sqrt{m}u(m=1,2,3)$ に対する近似式を求める.
まず, 点 $(\dot{i}h,jh, kh)$ を中心とする Taylor展開から, .

$u(ih\pm h,jh, kh)=u$ $+$ $\frac{h}{1!}(\pm\frac{\partial}{\partial x})u+\cdots$

$+$ $\frac{h^{m}}{m!}(\pm\frac{\partial}{\partial x})^{m}u+O(h^{m+1})$ , (2.6)

$u(ih\pm h,jh\pm h, kh)=u$ $+$ $\frac{h}{1!}(\pm\frac{\partial}{\partial x}\pm\frac{\partial}{\partial y})u+\cdots$

$+$ $\frac{h^{m}}{m!}(\pm\frac{\partial}{\partial x}\pm\frac{\partial}{\partial y}1^{u}.’.+O(h^{m+1})$ , (27)

$u(ih\pm h,jh\pm h, kh\pm h)=u$ $+$ $\frac{h}{1!}(\pm\frac{\partial}{\partial x}\pm\frac{\partial}{\partial y}\pm\frac{\partial}{\partial z})u+\cdots$

$+$ $\frac{h^{m}}{m!}(\pm\frac{\partial}{\partial x}\pm\frac{\partial}{\partial y}\pm\frac{\partial}{\partial z})mu+O(h^{m+1})(2.8)$

が得られる. これらの公式を使うと, $\sum_{\sqrt{m}}u(m=1,2,3)$ に対する 10次精度の近似
式が次のように導ける (以下では, 式の簡素化のため $X=xx,$ $\mathrm{Y}=yy,$ $Z=zz$と略記

する).

$\Sigma_{1}u$ $=$ $6u+h^{2}(u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{12}(u_{XX}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+u_{zz})$

$+ \frac{h^{6}}{360}(u_{\mathrm{x}}X\mathrm{x}+u_{\mathrm{Y}}\mathrm{Y}Y+u_{zzZ})$
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$+ \frac{h^{8}}{20160}(u_{\mathrm{x}XXX}+u\mathrm{Y}\mathrm{Y}YY+uzZzZ)+O(h^{10})$ , (2.9)

$\Sigma_{\sqrt{2}}u$ $=$ $12u+4h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz})$

$+h^{4}(u_{\mathrm{x}Y}+u_{\mathrm{Y}z}+u_{Z}X)+ \frac{h^{6}}{90}(u\mathrm{x}XX+u_{Y}\mathrm{Y}\mathrm{Y}+uZZz)$

$+ \frac{h^{6}}{12}(u_{\mathrm{x}xY}+uXYY+u_{Y}YZ+u_{\mathrm{Y}zz}+u_{z}xX+u_{zzX})$

$+ \frac{h^{8}}{5040}(u_{\mathrm{x}X\mathrm{x}}X+u\mathrm{Y}YY\mathrm{Y}+uZzZZ)$

$+ \frac{h^{8}}{360}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}\mathrm{x}}Y+u_{X}YYY+uYYYZ+u_{\mathrm{Y}ZZz}+u_{Z}zzX+uZ\mathrm{x}XX)$

$+ \frac{h^{8}}{144}(u_{x}XYY+u_{YYZZ}+u_{ZZXX})+O(h^{10})$ , (2.10)

$\sum_{\sqrt{3}}u$ $=$ $8u+4h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{\mathrm{Y}Y}+u_{ZZ})$

+2$h^{4}(u_{X\mathrm{Y}}+u_{\mathrm{Y}Z}+uzX)+ \frac{h^{6}}{90}(u\mathrm{x}XX+u_{\mathrm{Y}}YY+uZZz)$

$+ \frac{h^{6}}{6}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}Y} \dagger u_{xYY}+uYYZ+u_{YZz}+u_{zx}X+uZZX)+h6u_{x}\mathrm{Y}z$

$+ \frac{h^{8}}{5040}(u_{\mathrm{x}xX}X+u_{Y\mathrm{Y}Y}Y+u_{ZZzZ})$

$+ \frac{h^{8}}{180}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}}XY+uXY\mathrm{Y}\mathrm{Y}+uYY\mathrm{Y}z+u_{Y}zZz+u_{ZzzX}+uzxXx)$

$+ \frac{h^{8}}{72}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}Y}\mathrm{Y}+u\mathrm{Y}YZz+uzZXX)$

$+ \frac{h^{8}}{12}(u_{\mathrm{x}}XYZ+u_{YYZX}+u_{ZZXY})+O(h^{10})$ . (2.11)

2.5 ポアソン方程式に対する 2次精度差分公式の導出

ポアソン方程式\Delta u $=f$に対する 2次精度差分公式を, $\sum_{\sqrt{m}}u(m=1,2,3)$ に対す

る次の 4次精度の近似式を使って導く. これらの近似式は前節の (2.9), (2.10), (2.11)
式より得られる.

$\Sigma_{1}u$ $=$ $6u+h^{2}(u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{Z})+O(h^{4})$

$=$ $6u+h^{2}\Delta u+O(h^{4})$ , (2.12)

$\sum_{\sqrt{2}}u$ $=$ $12u+4h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{z})+O(h^{4})$

$=$ $12u+4h^{2}\Delta u+O(h^{4})$ , (2.13)

$\Sigma_{\sqrt{3}}u$ $=$ $8u+4h^{2}(u_{\mathrm{x}}+u_{Y}+u_{z})+O(h^{4})$

$=$ $8u+4h^{2}\Delta u+O(h^{4})$ . (2.14)
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ここで, 関係式 $u_{X}+u_{Y}+u_{Z}=f$を使い, $u$ に関する項を左辺に移行すると, ポアソ
ン方程式\Delta u $=f$に対するよく知られた次の 2次精度差分公式が得られる.

$\frac{1}{h^{2}}(\sum_{1}u-6u)$ $=$ $f+O(h^{2})$ , (2.15)

$\frac{1}{h^{2}}(\sum_{\sqrt{2}}u-12u)$ $=$ $4f+O(h^{2})$ , (2.16)

$\frac{1}{h^{2}}(\sum_{\sqrt{3}}u-8u\mathrm{I}$ $=$ $4f+O(h^{2})$ . (2.17)

各々の公式において, 左辺の離散化で使用する格子点数は, (2.15) 式が 7点, (2.16) 式
が 13点, (2.17) 式が 9点であり, 右辺の離散化で使用する格子点数はただ 1点である.

2.6 ポアソン方程式に対する 4次精度差分公式の導出

ポアソン方程式\Delta u $=f$に対する 4次精度差分公式を, $\sum_{\sqrt{m}}u(m=1,2,3)$ に対する
次の 6次精度の近似式を使って導く. これらの近似式は, 同様に (2.9), (2.10), (2.11)
式より得られる.

$\Sigma_{1}u$ $=$ $6u+h^{2}(u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{Z})+ \frac{h^{4}}{12}(u_{XX}+u_{Y\mathrm{Y}}+u_{zz})+O(h^{6})$, (2.18)

$\Sigma_{\sqrt{2}}u$ $=$ $12u+4h^{2}(u_{\mathrm{x}}+u_{Y}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz})$

$+h^{4}(u_{X\mathrm{Y}}+u_{\mathrm{Y}Z}+u_{ZX})+O(h^{6})$ , (2.19)

$\Sigma_{\sqrt{3}}u$ $=$ $8u+4h^{2}(u_{\mathrm{x}}+u_{\mathrm{Y}}+u_{Z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{Y\mathrm{Y}}+u_{zz})$

$+2h^{4}(u_{XY}+u_{YZ}+u_{ZX})+O(h^{6})$ . (2.20)

ポアソン方程式に対する差分公式を導くためには, 右辺に現れる $u$ の偏微分の項を, $u$

と $f$に関する関係式を使って消去しなければならない. 具体的にはポアソン方程式か
ら導かれる次の関係式を使う.

$u_{X}+u_{Y}+u_{z}$ $=$ $f$ , (2.21)
$u_{XX}+u_{YY}+u_{zz}+2u_{X\mathrm{Y}}+2u_{YZ}+2u_{ZX}$ $=$ $f_{X}+f_{\mathrm{Y}}+f_{Z}$ . (2.22)

(2.18), (2.19), (2.20) 式のうち二つの式を組み合わせて, (2.22) 式の左辺の形が現れ
るようにする. ここでは, 次の三つの場合に分けて考える.

(a) 近似式 $(2.18),(2.19)$ を使った場合.

$2 \sum_{1}u+\sum_{\sqrt{2}}u$ $=$ $24u+6h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{z})$

$+ \frac{h^{4}}{2}(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz}+2u_{XY}+2u_{YZ}+2u_{ZX})+O(h^{6})$ .

(b) 近似式 $(2.18),(2.20)$ を使った場合.

$8 \sum_{1}u+\sum_{\sqrt{3}}u$ $=$ $56u+12h^{2}(u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{z})$

$+h^{4}(u_{x}X+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+u_{zz}+2u_{X\mathrm{Y}}+2u_{YZ}+2u_{ZX})+O(h^{6})$ .
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(c) 近似式 $(2.19),(2.20)$ を使った場合.

$4 \sum_{\sqrt{2}}u-\sum_{\sqrt{3}}u$ $=$ $40u+12h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{z})$

$+h^{4}(u_{XX}+u_{YY}+u_{ZZ}+2u_{XY}+2u_{\mathrm{Y}Z}+2u_{ZX})+O(h^{6})$ .

これらの式に対して, (2.21), (2.22) 式および $f_{X}+f_{\mathrm{Y}}+f_{z}$の 2次精度の近似式である

$f_{X}+f_{Y}+f_{z}= \frac{1}{h^{2}}(\sum_{1}f-6f)+O(h^{2})$ (2.23)

を使えば, ポアソン方程式\Delta u $=f$に対する次の 4次精度差分公式が得られる.

(a) 近似式 $(2.18),(2.19)$ を使った場合 (Lynch の文献 [13] による).

$\frac{1}{3h^{2}}(2\sum_{1}u+\sum_{\sqrt{2}}u-24u)=f+\frac{1}{6}\sum_{1}f+O(h^{4})$ . (2.24)

(b) 近似式 $(2.18),(2.20)$ を使った場合.

$\frac{1}{6h^{2}}(8\sum_{1}u+\sum_{\sqrt{3}}u-56u)=f+\frac{1}{6}\sum_{1}f+O(h^{4})$ . (2.25)

(c) 近似式 $(2.19),(2..20)$ を使つた場合.

$\frac{1}{6h^{2}}(4\sum_{\sqrt{2}}u-\sum_{\sqrt{3}}u-40_{u})=f+\frac{1}{6}\sum_{1}f+O(h^{4})$ . (2.26)

それぞれの公式において, 左辺の離散化で使用する格子点数は, (2.24) 式が 19点,

(2.25) 式が 15点, (2.26) 式が 21点になる. -方, 右辺の離散化で使う格子点数は .1
点だけでなくいずれも 7点使っている. これらの公式をベクトル計算機で使うときは,
後述の第 28章 [ $\mathrm{I}\mathrm{C}$ 分解のベクトル化について] を参照のこと.

2.7 ポアソン方程式に対する 6次精度差分公式の導出

ポアソン方程式\Delta u $=f$に対する 6次精度差分公式を, $\sum_{\sqrt{m}}u(m=1,2,3)$ に対する
次の 8次精度の近似式を使って導く. これらの近似式は, 同様に (2.9), (2.10), (2.11)
式より得られる.

$\Sigma_{1}u$ $=$ $6u+h^{2}(u_{X}+u_{Y}+u_{Z})+ \frac{h^{4}}{12}(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz})$

$+ \frac{h^{6}}{360}(u_{Xxx}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}Y}+u_{zzz})+O(h^{8})$, (2.27)

$\sum_{\sqrt{2}}u$ $=$ $12u+4h^{2}(u_{\mathrm{x}}+u_{\mathrm{Y}}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{YY}+u_{ZZ})$

$+h^{4}(u_{XY}+u_{YZ}+u_{ZX})+ \frac{h^{6}}{90}(u_{XXX}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}Y}+u_{ZZZ})$

$+ \frac{h^{6}}{12}(u_{XXY}+u_{X\mathrm{Y}Y}+u_{\mathrm{Y}YZ}+u_{\mathrm{Y}ZZ}+u_{ZXX}+u_{ZZX})+O(h^{8}),$ $(2.28)$
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$\Sigma_{\sqrt{3}}u$ $=$ $8u+4h^{2}(u_{\mathrm{x}}+u_{\mathrm{Y}}+u_{z})+ \frac{h^{4}}{3}(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz})$

$+2h^{4}(u_{X\mathrm{Y}}+u_{YZ}+u_{ZX})+ \frac{h^{6}}{90}(u_{XXX}+u_{YYY}+u_{ZZZ})$

$+ \frac{h^{6}}{6}(u_{x\mathrm{x}}Y+uXY\mathrm{Y}+u_{Y}\mathrm{Y}Z+u_{YzZ}+u_{Z}\mathrm{x}X+u_{z}ZX)$

$+h^{6}u_{\mathrm{x}}\mathrm{Y}z+O(h^{8})$ . (2.29)

ポアソン方程式に対する差分公式を導くためには, 前節で 4次精度差分公式を導いた
ときと同じように, 右辺に現れる $u$ の偏微分の項を関係式 $u_{X}+u_{Y}+u_{Z}=f$を使って
消去しなければならない.
ここでは, $u$ の偏微分の項を消去するための必要十分条件を求める. そのため,

(2.27), (2.28), (2.29) 式にそれぞれ $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$なる重みをつけた次式を考える.

$\alpha\sum_{1}u+\beta\sum_{\sqrt{2}}u+\gamma\sum_{\sqrt{3}}u=$

$(6\alpha+12\beta+8\gamma)u+h^{2}(\alpha+4\beta+4\gamma)(u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{Z})$

$+h^{4}( \frac{\alpha}{12}+\frac{\beta}{3}+\frac{\gamma}{3})(u_{XX}+u_{YY}+u_{zz})+h^{4}(\beta+2\gamma)(u_{\mathrm{x}Y}+u_{YZ}+u_{ZX})$

$+h^{6}( \frac{\alpha}{360}+\frac{\beta}{90}+\frac{\gamma}{90}\mathrm{I}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}}\mathrm{x}. +u_{\mathrm{Y}}\mathrm{Y}\mathrm{Y}+u_{zzZ})$

$+h^{6}( \frac{\beta}{12}+.\frac{\gamma}{6})(u_{XX\mathrm{Y}}+u_{X\mathrm{Y}Y}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}Z}+u_{\mathrm{Y}ZZ}+u_{ZXX}+u_{ZZX})$

$+h^{6}\gamma u_{X\mathrm{Y}}Z+O(h^{8})$ . (2.30)

まず, (2.30) 式の右辺の第 2項の $u$ の 2階偏微分の項は (2.21) 式を使って消去可能で
ある. 次に, 第 3, 4項の $u$ の 4階偏微分の項を (2.22) 式を使って消去するためには,

2 $( \frac{\alpha}{12}+\frac{\beta}{3}+\frac{\gamma}{3})=\beta+2\gamma$ (2.31)

が必要条件となる. 仮に, 第 5, 6, 7項の $u$ の 6階偏微分の項が (2.21) 式を使って消
去できたとすると, $X,$ $\mathrm{Y},$ $Z$に対する対称性により, 変数 $a,$

$b$ を使って次のように置
くことが出来る.

$( \frac{\alpha}{360}+\frac{\beta}{90}+\frac{\gamma}{90})(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}\mathrm{x}}+u_{Y}\mathrm{Y}\mathrm{Y}+u_{zzz})$

$+( \frac{\beta}{12}+\frac{\gamma}{6})(u_{xXY}+uXYY+u_{Y}\mathrm{Y}Z+u_{\mathrm{Y}zz}+u_{z}\mathrm{x}X+uzz\mathrm{x})+\gamma ux\mathrm{Y}Z$

$=a(f_{\mathrm{x}x}+f_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+f_{Zz})+b(f_{\mathrm{x}Y}+f\mathrm{Y}Z+f_{zX})$ . (2.32)

この (2.32) 式の右辺は, (2.21) 式を使うと,

$a(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}x}+u_{Y}YY+u_{ZZz})$

$+(a+b)(u_{XX\mathrm{Y}}+u_{XYY}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}Z}+u_{\mathrm{Y}ZZ}+u_{zxx}+u_{ZZX})+3bu_{X\mathrm{Y}Z}$ (2.33)
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となる. これより, 次の関係式が導かれる.

$a$ $=$ $\frac{\alpha}{360}+\frac{\beta}{90}+\frac{\gamma}{90}$ , (2.34)

$a+b=$ $\frac{\beta}{12}+\frac{\gamma}{6}$ , (2.35)

$3b=$ $\gamma$ . (2.36)

(2.31), (2.34), (2.35), (2.36) 式の四つの式が, (2.30) 式の右辺に現れた $u$ の偏微分の
項を全て消去するための必要十分条件である. これらの四つの式を $\alpha,$

$\beta,$
$\gamma$に関して

連立して解くと, $t$ を $0$ 以外の任意のパラメータとして次の解が得られる.

$\alpha=14t,$ $\beta=3t,$ $\gamma=t$ .
これより, ポアソン方程式の 6次精度の差分公式では, シングルセル内の 27個の格子
点すべてが左辺の離散化で必要になることがわかる. ここで, $t=1$ とおいて (2.30) 式
の右辺の $u$ を消去した式を計算すると,

$14\Sigma_{1}u+3\Sigma_{\sqrt{2}}u+\Sigma_{\sqrt{3}}u$

$=128u+30h^{2}f+ \frac{5}{2}h^{4}(fX+f_{Y}+f_{z})$

$+ \frac{1}{12}h^{6}(f_{\mathrm{x}}X+f_{Y}Y+fZz)+\frac{1}{3}h^{6}(f_{\mathrm{x}}Y+fYZ+f_{zX})+O(h^{8})$ (2.37)

となり, ポアソン方程式に対する次の 6次精度の差分近似式が得られる.

$\frac{1}{30h^{2}}(14\sum_{1}u+3\sum_{\sqrt{2}}u+\sum_{\sqrt{3}}u-128u)$

$=f+ \frac{h^{2}}{12}(f\mathrm{x}+f\mathrm{Y}+fz)+\frac{h^{4}}{360}(fxX+f_{\mathrm{Y}Y}+f_{zz})$

$+ \frac{h^{4}}{90}(fX\mathrm{Y}+f\mathrm{Y}Z+f_{zx})+O(h^{6})$ . (2.38)

271 中間点の $f$を使った 6次精度差分公式の実現

さて, ポアソン方程式の 6次精度の差分公式を得るためには, (2.38) 式の右辺項を
6次精度で離散化しなければならない. そのためには, シングルセル内の 27個の格子
点における関数 fの値だけでは不可能であり, 格子点以外での関数 fの値が必要であ
る. そこで, シングルセル内のいま考えている対象点からの距離が $h,$ $\sqrt{2}h,$ $\sqrt{3}h$ とな

る 27個の格子点の外に, 格子点と格子点の中間の点 $( \text{対象点から_{の}距離が}\frac{1}{2}h,$ $c_{2}2h,$ $c3h2$

となる) での関数 $f$の値を使った公式を導く. 格子点と格子点の中間の点における $f$の

値に対しても, 格子点での fの値の場合と同じく次のような記法を用いる.

$\sum\frac{1}{2}f$
$=$ $\sum_{\pm}f(ih\pm\frac{1}{2}h,jh, kh)+\Sigma_{\pm}f(ih,jh\pm\frac{1}{2}h, kh)$

$+ \sum_{\pm}f(ih,jh, kh\pm\frac{1}{2}h)$ , (2.39)

$\sum \mathrm{g}_{2}f$
$=$ $\sum_{\pm}f(ih\pm\frac{1}{2}h,jh\pm\frac{1}{2}h, kh)+\sum_{\pm}f(ih,jh\pm\frac{1}{2}h, kh\pm\frac{1}{2}h)$

$+ \Sigma_{\pm}f(ih\pm\frac{1}{2}h,jh, kh\pm\frac{1}{2}h)$ , (2.40)

$\Sigma 2^{f}$
$=$ $\Sigma_{\pm}f$ ( $ih \pm\frac{1}{2}h,jh$ 坊ん, $kh \pm\frac{1}{2}h$ ). (2.41)
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(2.38) 式の右辺の離散化のために, 次の式を用いる.

$\sum_{1}f$ $=$ $6f+h^{2}(f_{X}+f_{Y}+f_{z})+ \frac{h^{4}}{12}(f_{\mathrm{x}x}+f_{YY}+f_{zz})+O(h^{6})$, (2.42)

$\sum_{\sqrt{2}}f$ $=$ 12$f+4h^{2}(fx+f_{\mathrm{Y}}+f_{z})$

$+ \frac{\text{ん^{}4}}{3}(f_{xx}+f_{\mathrm{Y}Y}+f_{zZ})+\text{ん}4(f_{X}\mathrm{Y}+fYz+fzx)+O(h^{6})$ , (2.43)

$\Sigma_{\sqrt{3}}f$ $=$ $8f+4h^{2}(fx+f_{\mathrm{Y}}+f_{z})$

$+ \frac{\text{ん^{}4}}{3}(f_{x}x+f\mathrm{Y}Y+fzZ)+2\text{ん^{}4}(f_{XY}+f_{Y}z+f_{zX})+O(h^{6})$ , (2.44)

$\sum_{\frac{1}{2}}f$ $=$ $6f+ \frac{\text{ん^{}2}}{4}(f\mathrm{x}+f\mathrm{Y}+f_{z})+\frac{\text{ん^{}4}}{192}(f\mathrm{x}X+f_{Y\mathrm{Y}}+fZZ)+O(\text{ん^{}6})$, (2.45)

$\sum_{\mathrm{E},2}f$
$=$ 12$f+h^{2}(fx+f\mathrm{Y}+f_{z})$

$+ \frac{h^{4}}{48}(f_{\mathrm{x}}X+f_{\mathrm{Y}Y}+f_{zz})+\frac{h^{4}}{16}(f_{XY}+f_{\mathrm{Y}Z}+f_{ZX})+O(h^{6})$ , (2.46)

$\Sigma_{\mathrm{L}s,2}f$
$=$ $8f+\text{ん^{}2}(f_{x}+f_{Y}+f_{z})$

$+ \frac{\text{ん^{}4}}{48}(f_{xx}+fY\mathrm{Y}+f_{ZZ})+\frac{\text{ん^{}4}}{8}(fX\mathrm{Y}+fYZ+f_{z\mathrm{x}})+O(\text{ん^{}6})$ . (2.47)

(2.42) $\sim(2.47)$ 式のうち (2.42), (2.43), (2.44) 式の中から二つの式と (2.45), (2.46),
(2.47) 式の中から –つの式を選んだ 9通りの組み合わせにより, 3次元ポアソン方程
式に対する 9通りの公式が導出できる. それぞれの公式はいろいろな応用分野で幅広
い使い道があると思われる [16]. Table 1に 9通りの差分公式を示す. ただし, 心中の

$\mathrm{a}_{1},$
$\cdots$ , a7の欄は, 差分公式を

.

$\frac{1}{30h^{2}}(14\sum_{1}u+3\sum_{\sqrt{2}}u+\sum_{\sqrt{3}}u-128u)$

$=a_{1} \sum_{1}f+a_{2}\sum_{\sqrt{2}}f+a_{3}\sum_{\sqrt{3}}f+a_{4}\sum\frac{1}{2}f+a_{5}\sum\sum_{2}f+a_{6}\sum_{\mathrm{L}_{2}\}f+a_{7}f(2.48)$

と表わしたときの係数の値を表す.

Table 1. Coefficients of the right-hand side of discretized equation: (2.48).

差分公式 係数 (格子点) 係数 (中間点)
$a_{1}$ $a_{2}$ $a_{3}$ $a_{4}$ $a_{5}$ $a_{6}$ $a_{7}$

(i) $- \frac{1}{36}$ $\frac{1}{90}$ $\frac{4}{15}$ $- \frac{17}{30}$

(ii) $- \frac{1}{90}$ $\frac{1}{144}$ $\frac{1}{15}$ $\frac{11}{60}$

(iii) $\frac{1}{180}$ $\frac{1}{360}$ $\frac{1}{15}$ $\frac{2}{5}$

Lynch (iv) $- \frac{1}{180}$ $\frac{1}{180}$ $\frac{4}{15}$ $- \frac{11}{18}$

(v) $\frac{1}{360}$ $\frac{1}{288}$ $\frac{1}{15}$
エ

(vi)
$90$

$\frac{1}{720}$ $\frac{1}{15}$ $\text{エ_{}8}$

(vii) $- \frac{1}{360}$ $\frac{1}{144}$ $\frac{4}{15}$ $- \frac{28}{45}$

(viii) $\frac{1}{720}$ $\frac{1}{360}$ $\frac{1}{15}$ $\frac{29}{180}$

(ix) $\frac{1}{180}$ $- \frac{1}{720}$ $\frac{1}{15}$ $\frac{37}{90}$
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2.8 $\mathrm{I}\mathrm{C}$ 分解のベクトル化について

ICCG 法で連立 1次方程式を解くとき, $\mathrm{I}\mathrm{C}$ 分解のベクトル化はいわゆる超平面法
で行なった [7]. そこで, 計算効率を考えるために, 三つの 4次精度差分公式:(224),
(2.25), (2.26) および 6次精度差分公式:(248) において, 方程式の左辺の離散化で使わ
れる格子点数および超平面の数を下のようにまとめた.

差分公式 左辺の格子点数 超平面の数

(2.24) 式 19点 $6N-5$

(2.25) 式 15点 $5N-4$

(2.26) 式 21点 $7N-6$

6次精度公式 27点 $7N-6$

これからわかるように, 4次精度公式の中で (2.26) 式は, (2.24), (2.25) 式に比べ
て, 左辺の離散化で使う格子点数も超平面の数も多いので効率がよくないと予想され
る. 事実, 実際の数値実験でも他の二つに比べて効率がよ \langle なかった. また, 次節で
示す通り, (2.26) 式は, (2.24), (2.25) 式に比べて, 係数行列の条件数が大き $\langle$ , 数値
的に解きにくいことが予想される. したがって, 第 4章の表から (2.26) 式の数値実験
結果は省略した.

2.9 係数行列の条件数について

ここでは, 前節でとりあげた四つの精度公式について, その係数行列の理論的な性
質を調べる. 具体的には, 連立–次方程式の解き易さの指針となる, 係数行列の条件
数を求めた [19]. 下に, それぞれの公式の係数行列の条件数, $Narrow\infty$ のときの評価
式, $N=100$ のときの条件数を示す. なお, 公式 (2.26) の場合は, 最小固有値が負と
なり, $\cos\frac{\pi}{N}$ を使った式では表すことができない.

差分公式 条件数 $Narrow\infty$ $N=100$

(2.24) a $\frac{6+\cos\frac{\pi}{N}+\cos^{l}\frac{\pi}{N}}{6-3\cos\frac{\pi}{*\mathrm{r}}-3\cos^{2}\frac{\pi}{\mathrm{n}\mathrm{r}}}$ $\sim\frac{16N^{l}}{9\pi^{2}}$ 1801

(2.25) 式 $\frac{7+6\cos\frac{\pi}{N}+\cos^{s_{\frac{\pi}{N}}}}{7-6\cos\frac{\pi}{N}-\cos^{3}\frac{\pi}{N}}$
$\sim\frac{28N^{\mathrm{z}}}{9\pi^{2}}$ 3152

(2.26) 式 38205

6次精度公式 $\frac{32+21\cos\frac{\pi}{N}-9\cos z\frac{\pi}{N}+2\cos s\frac{\pi}{N}}{32-21\cos\frac{\pi}{N}-9\cos^{2_{\frac{\pi}{N}-}}2\cos 3\frac{\pi}{N}}$
$\sim\frac{92N^{2}}{45\pi^{2}}$ 2072

38次精度差分公式の実現性の検討

ここでは, ポアソン方程式に対する 8次精度差分公式の実現について検討する. 8
次精度差分公式を得るためには, $\Sigma_{\sqrt{m}}u(m=1,2,3)$ に対する 10次精度の近似式であ
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る (2.9), (2.10), (2.11) 式を使う必要がある. 以下では, 前章のときと同様に, (2.38)
式において, 左辺を 8次の項まで展開した次の式を考える.

$\frac{1}{30h^{2}}(14\Sigma_{1}u+3\Sigma_{\sqrt{2}}u+\Sigma_{\sqrt{3}}u-128u)$

$=f+ \frac{h^{2}}{12}(fX+f\mathrm{Y}+f_{Z})+\frac{h^{4}}{360}(fxX+f_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+fZZ)$

$+ \frac{h^{4}}{90}(f_{x}\mathrm{Y}+f\mathrm{Y}z+f_{zX})$

$+ \frac{h^{6}}{20160}(u_{xX\mathrm{x}}X+uY\mathrm{Y}YY+u_{ZzZZ})$

$+ \frac{h^{6}}{2160}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}}X\mathrm{Y}+u_{X\mathrm{Y}\mathrm{Y}Y}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}\mathrm{Y}Z}+u_{YZZZ}+u_{ZZZX}+u_{ZXXx})$

$+ \frac{h^{6}}{864}(u_{\mathrm{x}\mathrm{x}Y}\mathrm{Y}+uYYZz+u_{Z}ZXX)$

$+ \frac{h^{6}}{360}(u_{XX\mathrm{Y}}z+u_{YYZX}+u_{ZZXY})+O(h^{8})$. (3.49)

ポアソン方程式に対する 8次精度差分公式を得るためには, 上の式の右辺の $u$ の偏微
分に関する項を, 関係式 $u_{X}+u_{\mathrm{Y}}+u_{Z}=f$を使って全て消去しなければならない. 消
去した後の式は, $X,$ $\mathrm{Y},$ $Z$の対称性より変数 $a,$ $b,$ $c$ を使って次のように書ける.

$\frac{1}{20160}(u_{XXX}X+u_{\mathrm{Y}Y}Y\mathrm{Y}+u_{Z}zzz)$

$+ \frac{1}{2160}(u_{x\mathrm{x}\mathrm{x}}\mathrm{Y}+u_{X\mathrm{Y}\mathrm{Y}Y}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}\mathrm{Y}Z}+u_{\mathrm{Y}ZZZ}+u_{ZZZX}+u_{ZXX\mathrm{x}})$

$+ \frac{1}{864}(u_{xX\mathrm{Y}}\mathrm{Y}+u\mathrm{Y}YZz+uzZ\mathrm{x}X)+\frac{1}{360}(uXXY\mathrm{Y}+u_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}ZZ}+uzZXX)$

$=a(f_{XX\mathrm{x}}+f_{\mathrm{Y}\mathrm{Y}Y}+f_{ZzZ})$

$+b(f_{\mathrm{x}\mathrm{x}\mathrm{Y}}+f_{X}\mathrm{Y}Y+f_{\mathrm{Y}}YZ+f_{\mathrm{Y}ZZ} \dagger fZx\mathrm{x}+fzz\mathrm{X})+cf_{X}YZ$

$=a(u_{\mathrm{x}Xx}X+u\mathrm{Y}Y\mathrm{Y}\mathrm{Y}+uzZzz)$

$+(a+b)(u_{\mathrm{x}x}x\mathrm{Y}+u_{X\mathrm{Y}\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+u_{Y\mathrm{Y}YZ}+u_{YZZZ}+u_{ZZZX}+u_{z\mathrm{x}XX})$

$+2b(u_{XX\mathrm{Y}\mathrm{Y}}+uY\mathrm{Y}zZ+u_{zZ\mathrm{x}}x)$

$+(2b+c)(u_{Xx}\mathrm{Y}z+u_{Y\mathrm{Y}ZX}+u_{ZZX\mathrm{Y}})$ . (3.50)

これより,

$a=\underline{1}$

’
$a+b=\underline{1}$ $2b=\underline{1}$

$2b+c= \frac{1}{360}$

20160 ’2160 ’864 ’

なる四つの式が得られるが, これは解を持たない. したがって, Lynch流の右辺項を
修正し精度を上げる方法では, 3次元ポアソン方程式に対する 8次精度差分公式の導
出が不可能であることがわかった.
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4 数値実験

4.1 4次精度差分公式の性能評価

ここでは, ポアソン方程式: $\Delta u=f$を離散化して得られる連立 1次方程式を ICCG
法で解いた. また, 不完全 Cholesky分解のベクトル化は超平面法で行なった. 反復計算
の収束判定は相対残差 $L_{2}$ノルムが 10-12以下で行ない, 計算は全て倍精度演算で行なっ
た. 右辺項 $f$は下に示す厳密解か $u_{1}$ または $u_{2}$になるように定めた. 解析領域と格子間隔
は, $(\mathrm{i})N=N=Nxyz$のときは単位立方体 $[0,1]^{3}$ で格子間隔は $h= \frac{1}{N_{x}-1}=\frac{1}{N_{y}-1}=\frac{1}{N_{z}-1}$

とした. (ii) それ以外のときは, 格子間隔はすべて同じ–319とし, 解析領域は大きさが
$\infty_{39}\cross N\underline{-1}\frac{N_{y}-1}{39}\cross\sim_{9}N13^{-}$の直方体にした. ここで, $N_{x},$ $N_{y},$ $N_{z}$はそれぞれ $x,y$ , z方向の格子
点数を表す. 境界条件は全周 Dirichlet条件を課した. 使用計算機は, ドイツ Karlsruhe
大学 Numerikforschung f\"ur Supercomputer の Siemens S-600( $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{j}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}\mathrm{u}$ VP-2600) であ
る. 4次精度の差分公式は本研究で求めた (2.25) 式および Lynch による (2.24) 式の性
能を評価した. 以下の Table 2から Table 4では, 15点の欄は (2.25) 式の結果を,

19点 Lynchの欄は (2.24) 式の結果をそれぞれ表している.

厳密解 $u_{1}$ : $u_{1}(x,y, z)$ $=$ $\sin(\pi x)+\sin(\pi y)+\sin(\pi Z)$

厳密解 $u_{2}$ : $u_{2}\cdot(x,y, z)$ $=$ $e^{x+y+z}$

.
Table 2に通常の 2次精度および 4次精度の各差分公式の最大誤差を示す. 厳密解

は $u_{1}$ とする. 各行の下段の括弧内の数字は最上段の結果を 1.0としたときの比率であ
る. 格子間隔が 1/2になるにしたがって誤差がそれぞれおよそ g $=$

.
$( \frac{1}{2})^{2},$ $\frac{1}{16}=(\frac{1}{2})^{4}$ に

なっていることがわかる.

Table 2. Maximum errors of the $2\mathrm{n}\mathrm{d}$-order and $4\mathrm{t}\mathrm{h}$-order difference schemes for the
equations with the exact solution $u_{1}$ .

格子

点数

格子

間隔

2次精度 4次精度

通常の 7点 15点 19点 Lynch

$5^{3}$
$\frac{1}{4}$ $6.77\cross 10-2$

$(1.0)$

$2.26\cross 10^{-3} 2.28\cross 10^{-3}$

$(1.0) (1.0)$
$9^{3}$

$\frac{1}{8}$ $1.77\cross 10-2$

$( \frac{1}{3.83})$

$1.39\cross 10^{-4} 1.39\cross 10^{-4}$

(古) $( \frac{1}{16.40})$

$17^{3}$ $\frac{1}{16}$ $4.47\cross 10^{-3}$

$( \frac{1}{3.89})^{2}$

$8.66\cross 10^{-6} 8.66\cross 10^{-6}$

(磁)2 (論)2

Table $3(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ に通常の 2次精度の差分公式および 4次精度の差分公式の最大誤差
と L2ノルムでの誤差を示す. 本研究で提案した 15点差分公式の誤差は, Lynch の 19

点差分公式のそれと同程度であることがわかる.
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Table $3(\mathrm{a})$ . Maximum errors of the $2\mathrm{n}\mathrm{d}$-order and $4\mathrm{t}\mathrm{h}$-order difference schemes
when the equation is solved by the ICCG method.

$N_{x}\cross N_{u^{\cross}}Nz$ 厳密解

2次精度 4次精度

通常の 7点差分 15点 19点 Lyn$\mathrm{c}h$

$40\cross 40\cross 40$ $u_{1}$

$u_{2}$

$7.53\cross 10^{-4}$

$4.79\mathrm{x}10^{-5}$

$2.45\cross 10^{-7} 2.45\cross 10^{-7}$

$1.42\cross 10^{-8} 369\cross 10^{-9}$

$80\cross 40\cross 20$ $u_{1}$

$u_{2}$

$3.37\cross 10^{-4}$

$4.97\cross 10^{-}\mathrm{s}$

$1.09\cross 10^{-7} 1.09\cross 10^{-7}$

$1.48\cross 10^{-8} 384\cross 10^{-9}$

$160\cross 40\cross 10$ $u_{1}$

$u_{2}$

$7.91 \cross 10^{-5}$

$1.13\cross 10-4$

$2.57\cross 10^{-8} 257\cross 10^{-8}$

$3.34\cross 10^{-8} 868 \cross 10^{-9}$

Table $3(\mathrm{b})$ . Error measured in $\mathrm{L}_{2}$-norm of the $2\mathrm{n}\mathrm{d}$-order and $4\mathrm{t}\mathrm{h}$-order difference
schemes when the equation is solved by the ICCG method.

$N_{x}\mathrm{x}N_{v}\cross N_{z}$ 厳密解

2次精度 4次精度

通常の 7点 15点 19点 Lynch

$40 \mathrm{X}40\cross 40$ $u_{1}$

$u_{2}$

$3.56\cross 10^{-4}$

$1.95\cross 10^{-5}$

$9.74\cross 10-8 9.74\cross 10-8$

$5.78\cross 10^{-9} 1.50\cross 10^{-9}$

$80\cross 40\mathrm{X}20$ $u_{1}$

$u_{2}$

$1.14\cross 10^{-4}$

$1.67\cross 10^{-}5$

$3.70\cross 10^{-8} 3.70\cross 10^{-8}$

$4.96\cross 10^{-9} 1.29\cross 10^{-9}$

$160\cross 40\cross 10$ $u_{1}$

$u_{2}$

$2.70\cross 10-5$

$2.40\cross 10^{-}5$

$8.76\cross 10^{-9} 8.76\cross 10^{-9}$

$7.10\cross 10^{-9} 1.84\cross 10^{-9}$

Table 4に収束までに要した ICCG 法の反復回数と CPU 時間 $(\sec)$ を示す. この
表から, 4次精度の 15点および 19点差分公式に対する ICCG 法の反復回数は 7点
差分のときとほとんど変わらないこと, そして新たに提案した $(\mathrm{a})15$ 点差分公式の方
が (b)Lynch による 19点差分公式より計算効率がよいことがわかる. この理由は, (a)
の方が (b) よりも (i) 左辺の離散化で使う点が少ないこと, そして (ii) 超平面法でベ
クトル化したときベクトル長が長いためである. Table 4に示した例では, 格子点数
$(N_{x}, N_{y}, N_{z})$ がそれぞれ $(40, 40, 40),$ $(80,40,20),$ $(160,40,10)$ のとき, (a) の場合の
ベクトル長はそれぞれ 320, 356, 278となり, (b) の場合のベクトル長 267, 291, 237よ

り長い.

Table 4. Iteration counts and CPU time (in seconds) of the ICCG method.
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$N_{x}$ dNy\times Nし 厳密解

2次精度 4次精度

通常の 7点 15点 19点 L

$40\cross 40\cross 40$ $u_{1}$

$u_{2}$

57回 (.508)

64回 (.510)

56回 (.712) 58回 (.831)

64回 (.768) 63回 (.948)

$80\cross 40\cross 20$ $u_{1}$

$u_{2}$

68回 (606)

71回 (.511)

62回 (.673) 59回 (811)

64回 (.732) 62回 (.831)

$160\cross 40\mathrm{x}10$ $u_{1}$

$u_{2}$

43回 (.397)

43回 (.352)

39回 (.370) 37回 (.541)

40回 (.483) 38回 (.514)

4.2 $|6$ 次精度差分公式の性能評価

Table 5に通常の 2次精度および 6次精度の各差分公式の最大誤差を示す. 厳密
解は $u_{1}$ とする. 差分公式は, Table 1の中の Lynch による公式 (vi) と提案した公式
(ii) の二つを表に載せた. 各行の下段の括弧内の数字は最上段の結果を 1.0としたと
きの比率である. 格子間隔が 1/2になるにしたがって誤差がそれぞれおよそM $=( \frac{1}{2})^{2}$ ,

$\frac{1}{64}=(\frac{1}{2})^{6}$ になっていることがわかる.

Table 5. Maximum errors of the $2\mathrm{n}\mathrm{d}$-order and $6\mathrm{t}\mathrm{h}$-order difference schemes
for the equations with the exact solution $u_{1}$ .

格乱

点数

格子

間隔

2次精度 6次精度

通常の 7点 公式 (ii) 公式 $(\mathrm{v}\mathrm{i})Lynch$

$5^{3}$
$\frac{1}{4}$ $6.77\cross 10^{-2}$

$(1.0)$

$2.79\cross 10^{-6} 2.79\cross 10^{-6}$

$(10) (10)$
$9^{3}$

$\frac{1}{8}$ $1.77\cross 10-2$

$( \frac{1}{3.83})$

$4.26\cross 10^{-8} 4.26\cross 10^{-8}$

$( \frac{1}{65.5}) (\frac{1}{65.5})$

$17^{3}$
$\frac{1}{16}$ $4.47\cross 10-3$

$( \frac{1}{3.89})^{2}$

$6.63\cross 10^{-10} 6.63\cross 10^{-10}$

$( \frac{1}{64.9})^{2} (\frac{1}{64.9})^{2}$

提案した公式 (ii) と Lynch による公式 ( $\mathrm{v}\mathrm{i}\rangle$ の最大誤差と $\mathrm{L}_{2}$ノルムでの誤差を Table
6に示す. 下線を付けたところは公式 (vi) と比較して値が違うところである. また,
表中の数字にすべて $10^{-12}$を掛けたものが実際の誤差である. その他の公式について
も, Lynch の公式 (vi) の結果を 1.0としたとき, 厳密解 $u_{1},$ $u_{2}$のどちらの場合も, 最
大誤差は 0.9933\sim 10084, $L_{2}$ ノルムでの誤差は 0.99997\sim 100012の範囲内に入って
いた. 以上のことから, 新しく提案した差分公式の誤差は Lynch の公式 (vi) と同程
度であることがわかる. ただし, 格子点数は $40^{3}$とする.

Table 6. Maximum and $\mathrm{L}_{2}$-norm errors of the $6\mathrm{t}\mathrm{h}$-order difference schemes
when $N_{x}=N_{y^{=}}N_{z}=40$ .
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差分公式

厳密解: $u_{1}$ 厳密解: $u_{2}$

${\rm Max}$ $\mathrm{L}_{2}$ -norm ${\rm Max}$ $\mathrm{L}_{2}$-norm
公式 $(_{\mathrm{V}\mathrm{i}})^{Ln}ych$

公式 (ii)

$7.6195 1.79931$

$7.619\underline{2} 1.7993\underline{4}$

$594 17317$
$59 .\underline{3} 17.317$

$(\mathrm{x}10-12)$

Table 7に収束までに要した ICCG 法の反復回数と CPU 時間 $(\sec)$ を示す. 格子
点数は Table 6と同じである. この表から, 6次精度の差分公式を使ったときの ICCG
法の反復回数は 7点差分のそれと同程度かわずかに少ないこと, そして本提案の公式
(ii) は Lynch による公式 (vi) と計算効率が同じであることがわかる. なお, Table 1
の残りの 7種類の差分公式についてもほとんど同じ結果が得られた. この結果, 用途
に応じた差分公式の選択が可能になった.

Table 7. Iteration counts and CPU time of the ICCG method for the $6\mathrm{t}\mathrm{h}$-order
difference schemes.

$N_{x}\cross N_{y}\mathrm{x}N_{z}$ 厳密解

2次精度 6次精度

通常の 7点 公式 (ii) 公式 $(\mathrm{v}\mathrm{i})^{Lyn\mathrm{C}h}$

$20\cross 20\cross 20$ $u_{1}$

$u_{2}$

31回 (.144)

36回 (.179)

31回 (.203) 31回 (.203)

33回 (.214) 33回 (.214)
$40\cross 40\cross 40$ $u_{1}$

$u_{2}$

59回 (.422)

66回 (.435)

59回 (.963) 59回 (.963)

60回 (1.03) 60回 (1.03)
$80\cross 40\cross 20$ $u_{1}$

$u_{2}$

68回 (.454)

64回 (.429)

61回 (1.23) 61回 (1.23)

56回 (1.14) 56回 (1.14)

5 まとめ

3次元ポアソン方程式に対する高次精度の差分公式について研究をおこなった. そ
の結果, 従来は 4次精度, 6次精度それぞれ–つしか知られていなかった Lynch 流の
差分公式を複数導出することができ, 応用面で拡張ができた. また, 4次精度の 15点
差分公式はベクトル計算機向きの差分公式であることを数値実験で検証した. さらに,
Lynch の方法では 8次精度の差分公式はできないことを明らかにした.
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