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1 序

結晶構造を持つ物質に–様な電場を加えたとき、この摂動が Bloch 状態にあった伝導電
子に与える影響について、multiple-scales 法を用いて準古典解析した。 Stark-Wannier 局
在と呼ばれる共鳴状態について、 自分なりに理解したいというのがもともとの動機である。
ここでは周期的ポテンシャルを持つ–次元 Schr\"odinger 方程式の中でも最も簡単な band
構造を持つ Lame 方程式を対象とした。一般に Buslaev の方法に従って漸近解を構成する
と、 その初項には Berry phase に似た幾何的位相因子が自然に現れる。 この幾何的位相因
子を具体的に計算したのでこれらの結果について述べたい。

2 Lame 方程式の band 構造

この節では Lam\’e 方程式に関するいくつかの基本的事項について述べる。
正の実数 $\omega_{1}$ と $Im(\omega_{3})\geq 0$ なる純虚数 $\omega_{3}$ に対し、 lattice $\Omega$ を

$\Omega=\{\omega|\omega=2m\omega_{1}+2n\omega_{3}, m, n\in Z\}$

で定め、 それから原点だけを除いた集合を $\Omega’$ で表す。 このとき $2\omega_{1},2\omega_{3}$ を–組の基本周

期とする Weierstrass の楕円関数 $\wp(u)$ は

$\wp(u)=\frac{1}{u^{2}}+\sum_{\omega\in\Omega’}\{\frac{1}{(u-\omega)^{2}}-\frac{1}{\omega^{2}}\}$

であり、Weierstrass の $\zeta$ 関数と $\sigma$ 関数はそれぞれ

$\zeta(u)$ $=$ $\frac{1}{u}+\sum_{\omega\in\Omega’}\mathrm{t}\frac{1}{u-\omega}+\frac{1}{\omega}+\frac{u}{\omega^{2}}\}$ ,

$\sigma(u)$ $=$ $u \prod_{\omega\in\Omega’}(1-\frac{u}{\omega})e\frac{u}{\omega}+\frac{u}{2\omega}2\tau$
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で与えられる。 $\sigma$ 関数は lattice $\Omega$ のすべての点を–位の零点に持つ整関数であり

$\zeta(u)=\frac{d}{du}\log\sigma(u)$ , $\wp(u)=-\frac{d^{2}}{du^{2}}\log\sigma(u)$

を満たす。 これよりこれらの関数を用いて、 次の Lam\’e 方程式

$- \frac{d^{2}}{du^{2}}\psi_{+2}\wp(u+\omega 3)\psi=E\psi$ (1)

の Bloch 解と band構造を求めることにする。
まず $E=E(z)=-\wp(\mathcal{Z})$ を満たすパラメーター $z$ を用いて

$\chi=\zeta(u+\omega 3+z)-((u+\omega 3)-\zeta(_{Z)}$

と置く。次の加法定理

$\zeta(u_{1}+u_{2})-\zeta(u_{1})-\zeta(u2)$ $=$ $\frac{1}{2}(\frac{\wp’(u_{1})-\wp(\prime u_{2})}{\wp(u_{1})-\wp(u_{2})})$ ,

$\wp(u_{1}+u_{2})+\wp(u_{1})+\wp(u_{2})$ $=$ $\frac{1}{4}(\frac{\wp’(u_{1})-\wp(\prime u_{2})}{\wp(u_{1})-\wp(u_{2})})^{2}$

を使うと、 関数 $\chi$ が Riccati 方程式

$\chi^{2}+\frac{d\chi}{du}-2\wp(u+\omega 3)+E=0$

を満たすことが確かめられる。従って微分作用素として次の因数分解がなりたつ。

$\frac{d^{2}}{du^{2}}-2\wp(u+\omega 3)+E=(\frac{d}{du}+x)(\frac{d}{du}-x)$ .

さてここで

$\psi(u, z)=e^{-(()u}z$ . $\frac{\sigma(u+\omega_{3}+z)}{\sigma(u+\omega_{3})}$

と置くと、 関数 $\psi(u, z)$ は–階の微分方程式

$\frac{d}{du}\log\psi(u, z)$ $=$ $\chi$

$=$ $\zeta(u+\omega_{3}+z)-\zeta(u+\omega 3)-\zeta(_{\mathcal{Z})}$

を満たす。従って、 関数 $\psi(u, z)$ は Lam\’e 方程式 (1) の解である。楕円関数 $\wp(u)$ が偶関数
であり $\zeta(u)$ 関数が奇関数であることから、 関数 $\psi(u, -z)$ も同じ Lam\’e方程式を満たすこ
とがわかる。

今、 $e_{1}=\wp(\omega_{1}),$ $e3=\wp(\omega 3),$ $e_{2}=\wp(\omega 1+\omega_{3})$ と置くと

$\wp’(z)^{2}=4(\wp(\mathcal{Z})-e_{1})(\wp(z)-e_{2})(\wp(Z)-e_{3})$
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が成り立つが、関数 $\psi(u, z)$ と $\psi(u, -z)$ の Wronski行列式は $-\sigma^{2}(z)\wp’(\mathcal{Z})$ である。従って

関数 $\psi(u, z)$ と $\psi(u, -z)$ は $E\neq-e_{1},$ $-e_{2},$ $-e_{3}$ のとき、 Lam\’e 方程式 (1) の–次独立な

解となる。
さて、 Weierstrass の $\sigma$ 関数は $\sigma(u+2\omega_{1})=-e2\zeta(\omega_{1})(u+\omega 1)\sigma(u)$ を満たすので

$\psi(u+2\omega 1, Z)=e^{-}\psi 2((z)\omega_{1}+2((\omega_{1})z(u, z)$

が成り立つ。 この式に注目して

$k=k(_{Z})= \frac{i}{\omega_{1}}(\zeta(Z)\omega 1-\zeta(\omega_{1})z)$ (2)

$-^{\underline{\zeta(\omega_{1})}_{zu}}$ . $\frac{\sigma(u+\omega_{3}+z)}{\sigma(u+\omega_{3})}$$b(u, z)=e$ $\omega_{1}$ (3)

と定める。関数 $b(u, z)$ は、 変数鱈こついて、周期 $2\omega_{1}$ を持つ周期関数である。関数 $\psi(u, z)$

はこの関数 $b(u, z)$ を用いて
$\psi(u, z)=eikub(.u, z)$

と表すことができる。固体物理学の用語に従って関数 $\psi(u, z)$ のことを Lam\’e方程式 (1)
の Bloch解と呼ぶ事にする。また $k$ を波数ベクトルあるいは結晶運動量と呼び、関数 $b(u, z)$

のことを Bloch 因子と呼ぶことにする。
今

$I_{1}$ $=$ $\{z=x+iy|0\leq x\leq\omega_{1}, y=0\}$ ,
$I_{2}$ $=$ $\{z=X+iy|0\leq x\leq\omega_{1y},=Sm\omega_{3}\}\alpha$ ,

$J_{1}$ $=$ $\{z=x+iy|x=\omega_{1},0\leq y\leq^{\alpha}Sm\omega \mathrm{s}\}$ ,
$J_{2}$ $=$ $\{z=x+iy|x=0,0\leq y\leq S^{\alpha_{m\omega_{3}\}}}$

と置くと
$\wp(I_{1})=(-\infty, -e_{1}]$ , $\wp(I_{2})=[-e_{2}, -e_{3}]$ ,

$\wp(J_{1})=(-e1, -e_{2})$ , $\wp(J_{2})=(-e_{3}, \infty)$

が成り立つ。例えば $z\in I_{1}$ のとき -2\mbox{\boldmath $\zeta$}(z)\mbox{\boldmath $\omega$}l+2\mbox{\boldmath $\zeta$}(\mbox{\boldmath $\omega$}l)zは実数となるから、 $\psi(u)$ は有界で

ないので、 区間 $(-\infty, -e_{1}]$ は禁止帯である。 また $z\in I_{2}$ のときは

$\zeta(x+\omega_{3})$ $=$ $\zeta(x)+\zeta(\omega 3)+\frac{1}{2}(\frac{\wp’(X)-\wp(\prime\omega_{3})}{\wp(x)-\wp(\omega_{3})})$

$=$ $\zeta(x)+\zeta(\omega 3)+\frac{1}{2}(\frac{\wp’(_{X)}}{\wp(x)-\wp(\omega_{3})})$
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を使って計算すると

$-2 \zeta(X+\omega_{3})\omega_{1}+2\zeta(\omega_{1})(x+\omega_{3})=2(\zeta(\omega_{3})\omega_{1^{-}}((\omega_{1})\omega 3)+2((x)\omega_{1^{-}}2\zeta(\omega_{1})_{X}+\frac{\wp’(x)}{\wp(x)-\wp(\omega_{\mathrm{s})}}\omega_{1}$

を得る。 ここで Legendre の関係式を用いれば

$e^{2(((\omega_{3})\omega_{1}-}=((\omega 1)\omega 3)e=-\pi i1$

となり、 他方

$2 \zeta(x)\omega 1-2\zeta(\omega_{1})X+\frac{\wp’(_{X)}}{\wp(x)-\wp(\omega 3)}\omega 1$

は実数に値を持つ。 これらのことから $z\in I_{2}$ に対応する区間、 すなわち $[-e_{2}, -e_{3}]$ も禁止
帯である事が確かめられる。同様にして、 区間 $(-e_{1}, -e_{2})$ と $(-e_{3}, \infty)$ は安定帯であるこ
とがしめせる。
逆に、 周期ポテンシャルをもつ–次元 Schr\"odinger 方程式でこの様な band 構造を持つ
ものは Lam\’e方程式に限る ([23]) 。

3 Buslaev の方法

Buslaev は 1984年の論文 [11.] に於いて perturbed Hill 方程式に対し multiple scaled 法
を適用し漸近解析の理論を展巴した。この節では Buslaev の方法を用いながら Lam\’e 方程
式 (1) に摂動項を加えた次の方程式を解析する。

$(- \frac{d^{2}}{du^{2}}+2\wp(u+\omega_{3})+\epsilon u-E\mathrm{o})\emptyset(u, \epsilon)=0$ (4)

摂動項 $\epsilon u$ の係数 $\epsilon>0$ は $2\omega_{1}\epsilon=0$ と見なせるぐらい十分小さいと仮定する。 しかし

変数嫁よ $-\infty$ から $+\infty$ まで動くので、方程式 (4) の解の大域的性質を調べる際は摂動項
$\epsilon u$ の影響を無視することは全くできない。そこで $r=\epsilon u$ をスケールの異なる独立変数と
見なし、 更に $f(u, r, \epsilon)|r=\mathcal{E}u=\phi(u, \in)$ を満たす未知関数 $f(u, r, \mathcal{E})$ を導入する。未知関数
$f(u, r,\epsilon)$ は次の偏微分方程式をみたす。

$(-( \frac{\partial}{\partial u}+\epsilon\frac{\partial}{\partial r})^{2}+2\wp(u+\omega_{3})+r-E_{0}\mathrm{I}f(u, r, \epsilon)=0$ . (5)

この偏微分方程式の解として次の様な形式解を考える。

$f(u, r,\epsilon)=e^{\frac{i}{\epsilon}S(r)}a(u, r,\epsilon)$ (6)

但し $a(u, r, \epsilon)=a_{o()}u,$$r+\epsilon a_{1}(u, r)+\epsilon^{2}a_{2}(u, r)+\cdots$ であり各 $a_{j}(u, r)$ 達は変数 $u$ につい

て周期 $2\omega_{1}$ を持つ周期関数であるとする。形式的級数 $a(u, r, \epsilon)$ のみたす偏微分方程式と
して次をえる。

$(L_{0}+\epsilon L_{1}+\epsilon^{2}L_{2})a(u, r, \epsilon)=0$ (7)
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但し

$L_{0}$ $=$
$- \frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}-2i\frac{\partial S}{\partial r}\frac{\partial}{\partial u}+(\frac{\partial S}{\partial r})^{2}+2\wp(u+\omega_{3})+r-E_{0}$ , (8)

$L_{1}$ $=$
$-2 \frac{\partial^{2}}{\partial u\partial r}-2i\frac{\partial S}{\partial r}\frac{\partial}{\partial r}-i\frac{\partial^{2}S}{\partial r^{2}}$ , (9)

$L_{2}$ $=$
$- \frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}$ (10)

である o ここで $a(u, r, \epsilon)=a_{0}(u, r)+\epsilon a_{1}(u,.r)+\epsilon^{2}a_{2}(u, r)+\cdots$ を方程式 (7) に代入し、 $\epsilon$

について整理し直すと次の様な方程式系を得る

$L_{0}a_{0}(u, r)$ $=$ $0$ ,
$L_{0}a_{1}(u, r)$ $=$ $-L_{1}a_{0}(u, \Gamma)$ ,

$L_{0^{a_{j\dagger 2}}}(u, r)$ $=$ $-L_{1}aj+1(u, r)-L2aj(u, r)$ . $j\geq 0$ .

さて $a_{0}(u, r)$ の満たす方程式と、 Lame 方程式 (1) の Bloch 解 $\psi(u, z)=e^{iku}b(u, z)$ の

Bloch 因子 $b(u, z)$ の満たす方程式とを比較してみる。

$(- \frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}-2i\frac{\partial S}{\partial r}\frac{\partial}{\partial u}+(\frac{\partial S}{\partial r})^{2}+2\wp(u+\omega 3)+r-E0)a_{\mathrm{o}(u},$ $r)=0$ ,

$(- \frac{d^{2}}{du^{2}}-2ik(_{Z})\frac{d}{du}+k2(z)+2\wp(u+\omega_{3})-E(z))b(u, z)=0$ .

ここで $r=r(Z)=E0^{-}E(z)$ とし

$k(z)= \frac{\partial S}{\partial r}(\Gamma)$

を満たすものとして関数 $S(r(z))$ をさだめると

$L_{0}=- \frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}-2ik(Z)\frac{\partial}{\partial u}+k^{2}(_{Z)+\wp(u}2+\omega_{3})-E(\mathcal{Z})$

となる。そこで $u,$ $z$ を独立変数とする形式的級数 $b(u, z, \epsilon)=b_{\mathit{0}}(u, Z)+6b1(u, Z)+\epsilon b2(2u, \mathcal{Z})+$

... $\text{を}$

$b(u, \mathcal{Z}, \epsilon)=a(u, E_{0^{-}}E(_{Z}),$ $\epsilon)$

によりさだめる。

$M_{0}$ $=$ $- \frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}-2ik(_{Z})^{2}\frac{\partial}{\partial u}+k(z)^{2}+2\wp(u+\omega 3)-E(\mathcal{Z})$ ,

$M_{1}$ $=$ $( \frac{\partial r}{\partial z})^{-1}(-2\frac{\partial^{2}}{\partial u\partial z}-2ik(Z)\frac{\partial}{\partial z}-i\frac{\partial k}{\partial z}(\mathcal{Z}))$
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と置くと $b_{\mathit{0}}(u, z),$ $b1(u, Z)$ は次の方程式を満たす。

$M_{0}(b_{0}(u, z))=0$ , $M_{0}(b_{1}(u, z))=-M_{1}(b_{0}(u, z))$ . (11)

さて $z$ を独立変数とする任意の関数 $N(z)$ と Bloch 因子 $b(u, z)$ の積 $N(z)b(u, z)$ をとり

$b_{0}(u, Z)=N(Z)b(u, Z)$

と置くと、 $b_{0}(u, z)$ は明かに $M_{0}(b_{0}(u, Z))=0$ を満たす。次に方程式

$M_{0}(b_{1}(u, z))=-M_{1}(b_{0}(u, z))$

に注目する。 この方程式が周期関数解 $b_{1}(u, Z)$ を持つ必要十分条件は

$\int_{0}^{2\omega_{1}}b(u, -Z)M_{1}(N(\mathcal{Z})b(u, Z))du=0$ (12)

である。実際 $E=E(z)$ と置いた Lam\’e 方程式 (1) に対応する偏微分作用素を

$P=- \frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}+2\wp(u+\omega 3)-E(Z)$

と置くと、作用素として $e^{ik(z)u}Peik(z)u=M_{0}$ を満たすので注目している方程式は

$P(e^{ik(z)}bu1(u, Z))=-e^{ik(z)}M_{1}u(N(Z)b(u, z))$

と表すことができる。この方程式が境界条件を満たす解を持つ必要十分条件は Fredholm
の交代定理により

$\int_{0}^{2\omega_{1}}\psi(u, -Z)eMik(z)u1(N(Z)b(u, \mathcal{Z}))du=0$

となるが $\psi(u, z)=e^{-}ik(z)ub(u, -z)$ であるのでさきほど述べた必要十分条件 (12)

$\int_{0}^{2\omega}1ub(, -Z)M_{1}(N(Z)b(u, Z))du=0$

を得る。 Buslaev の論文 [11] にある計算と同じ計算をすれば条件式 (12) は $N(z)$ に関する
次の–階の微分方程式と同じであることが確かめられる。

$\frac{\partial N}{\partial z}(z)+(\frac{\langle b(u,-z),\frac{\partial b}{\partial z}(u,z)\rangle}{\langle b(u,-z),b(u,z)\rangle}+\frac{1}{2}(\frac{\frac{\partial^{2}E}{\partial z^{2}}}{\frac{\partial E}{\partial z}}-\frac{\frac{\partial^{2}k}{\partial z^{2}}}{\frac{\partial k}{\partial z}}))N(Z)=0$ (13)

但し

$<f,g>= \int_{0}^{2\omega_{1}}f(u)g(u)du$

なる記号を用いた。

$\frac{\partial}{\partial z}(\frac{\frac{\partial E}{\partial z}}{\frac{\partial k}{\partial z}})^{-=}2=-\frac{1}{2}(\frac{\frac{\partial E}{\partial z}}{\frac{\partial k}{\partial z}})^{-_{\overline{2}}}$

.
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に注意して

$N(Z)= \frac{\partial}{\partial z}(\frac{\frac{\partial E}{\partial z}}{\frac{\partial k}{\partial z}}\mathrm{I}^{-\frac{1}{2}}U(\mathcal{Z})$

と置き
$\theta(z)=-i\frac{\langle b(u,-z),\frac{\partial b}{\partial z}(u,z)\rangle}{\langle b(u,-z),b(u,\mathcal{Z})\rangle}$

と定める。次の結果を得る。

Theorem 1関数 $U(z)$ は次の方程式を満たす。

$\frac{dU}{dz}(z)+i\theta(\mathcal{Z})U(Z)=0$ .

4 Geometric Phase の計算

この節では Lam\’e 課程式 (1) に摂動項を加えた方程式 (4)

$(- \frac{d^{2}}{du^{2}}+2\wp(u+\omega 3)+\epsilon u-E_{0}\mathrm{I}^{\phi}(u, \epsilon)=0$

の漸近解に現れる幾何的位相因子

$U(z)=e^{i} \int(\theta(z)dz$

に関する具体的計算結果について述べる。
楕円関数 $\wp$ の公式

$\wp(u_{1})-\wp(u_{2})=-\frac{\sigma(u1-u_{2})\sigma(u1+u2)}{\sigma^{2}(u_{1})\sigma^{2}(u2)}$

を Bloch 因子
$b(u, z)=e- \frac{\zeta(\omega_{1})}{\omega_{1}}zu$ . $\frac{\sigma(u+\omega_{3}+z)}{\sigma(u+\omega_{3})}$

に使えば
$b(u, -z)b(u, Z)=-\sigma(2)z(\wp(u+\omega_{3})-\wp(z))$ (14)

となるので

$<b(u, -z),$ $b(u, z)>$ $=$ $\int_{0}^{2\omega}1ub(, -Z)b(u, z)du$

$=$ $- \sigma^{2}(z)\int_{0}^{2\omega_{1}}(\wp(u+\omega_{3})-\wp(z))du$

$=$ $-\sigma^{2}(z)[\zeta(u+\omega 3)]^{u}u=0+\sigma(_{Z}=2\omega_{1}2)2\omega 1\wp(_{\mathcal{Z}})$

$=$ $\sigma^{2}(z)\{\zeta(\omega_{3}+2\omega 1)-\zeta(\omega_{3})+2\omega_{1}\wp(z)\}$

$=$ $2\sigma^{2}(\mathcal{Z})(\zeta(\omega 1)+\omega 1\wp(_{\mathcal{Z}}))$
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を得る。次に

$b(u, -z) \frac{\partial}{\partial z}b(u, Z)=-\sigma(2)z$ $- \frac{\zeta(\omega_{1})}{\omega_{1}}u+\zeta(u+\omega_{3}+Z))(\wp(u+\omega_{3})-\wp(z))$ . (15)

を使って
$\int_{0}^{2\omega_{1}}b(u, -z)\frac{\partial b}{\partial z}(u, z)du$

の計算をする。
定積分の等式

$\int_{0}^{2\omega}1u\wp(u+\omega_{3})du$ $=$ $\int_{0}^{2\omega_{1}}\zeta(u+\omega_{3})du-2\omega_{1}\zeta(2\omega_{1}+\omega_{3})$ ,

$\int_{0}^{2\omega}13\zeta(u+\omega 3)\wp(u+\omega)du$ $=$ $-((\omega_{1})(\zeta(2\omega_{1}+\omega_{3})+\zeta(\omega 3))$ ,

$\int_{0}^{2\omega_{1}}\zeta(u+\omega_{3})du$ $=$ $2\omega_{1}(\zeta(\omega_{1})+\zeta(\omega_{3}))+2\pi i$

と公式

$\zeta(u+\omega_{3}+\chi)=\zeta(u+\omega_{3})+\zeta(z)+\frac{1}{2}\frac{\wp’(u+\omega 3)-\wp’(z)}{\wp(u+\omega_{3})-\wp(Z)}$

を使うと

$\int_{0}^{2\omega_{1}}b(u, -z)\frac{\partial b}{\partial z}(u, z)du=\sigma^{2}(Z)(\zeta(\omega 1)+\omega 1\wp(z))(2\zeta(\omega_{3})+2\zeta(Z)+\frac{2\pi i}{\omega_{1}}\mathrm{I}+\sigma^{2}(Z)\omega_{1}\wp(’)Z$

をえる。 これらのことから

$i \theta(z)=((\omega 3)+((_{\mathcal{Z})}+\frac{\pi i}{\omega_{1}}+\frac{1}{2}\cdot\frac{\omega_{1}\wp’(Z)}{\zeta(\omega_{1})+\omega 1\wp(\mathcal{Z})}$ (16)

が導ける。

Theorem 2 $r\neq E_{0}+e_{1},$ $E_{0}+e_{2},$ $E_{0}+e_{3}$ に対し $r=E_{0^{-}}E(z)$ の逆関数を $z(r)$ と置く。
このとき Bloch解 $e^{iku}b(u, Z)$ に対応する perturbed Lam\’e方程式

$( \frac{d^{2}}{du^{2}}+p(u)+\epsilon u-E\mathrm{o})\psi(u, \epsilon)=0$

の漸近解の初項は次の様になる。

$e\overline{\epsilon}.\cdot S(r)b_{0}(u, z(r))$
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但し

$b_{0}(u, z)$ $=$
$e^{i\int\theta(z)}dz( \frac{\frac{\partial E}{\partial z}}{\frac{\partial k}{\partial z}})^{-\frac{1}{2}}b(u, Z)$ ,

$i\theta(z)$ $=$ $\zeta(\omega_{3})+\zeta(Z)+\frac{\pi i}{\omega_{1}}+\frac{1}{2}\cdot\frac{\omega_{1}\wp\prime(z)}{\zeta(\omega_{1})+\omega 1\wp(Z)}$ ,

$( \frac{\frac{\partial E}{\partial z}}{\frac{\partial k}{\partial z}})$ $=$ $-i \frac{\omega_{1}\wp’(_{Z)}}{\zeta(\omega_{1})+\omega 1\wp(Z)}$

である。

5 あとがき

Stark-Wannier 局在に関しては 1950年代の終わりに Wannier がその存在を理論的に予
測して以来長い間様々な議論がなされていた。 1985年に Agler と Froese [2] らにより数学
的存在証明がなされ、 1988年に初めて半導体超格子において観測された。最近 Buslaev と

Dmitrieva らにより興味深い研究がなされている。参考文献等をみられたい。
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