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特性 Cauchy 問題に関する最近の我々の研究を紹介する。詳細は [O-Y] に書いた
ので, この論説では大まかな話を書く。
主定理は本当は座標不変に書けるのだが, ここでは座標に依存する形でしか書かな

い。 J.Dunau の symbol class についても, きちんとした定義は述べず, 直感的な説明
を与える。
その後の進展については [Y] に書いた。

\S イントロダクション

まず有名な Cauchy-Kowalevski の定理から始めよう。

定理. (Cauchy-Kowalevski)
$P(x, D)= \sum|\alpha|\leq ma_{\alpha}(x)D^{\alpha}$ を正則関数を係数とする微分作用素とする。 $\varphi(x)$ を

正則関数として, $S=\{\varphi(x)=0\}$ 上 $d\varphi\neq 0$ と仮定する。 ( $S$は非特異な超曲面とな
る。) Sが $P$ について非特性とすると, $S$の近傍で定義された任意の正則関数 $v(x)$ に

対し, 次の方程式を満たす正則関数 $u(x)$ が $S$の近傍で–意に存在する。

$\{$

$Pu=v$

$u$ は S上で $m$ 回消える ($m-1$ 階までの全ての導関数が消える, $\prime u\in\varphi^{m}\mathcal{O}$ )

非特性というのは主シンボル\mbox{\boldmath $\sigma$}(P)(x; $\xi$ ) に関し

$\tilde{P}:=\sigma(P)(x;d\varphi(X))|_{S}\neq 0$

ということである。 この条件をはずしたらどうなるか考えよう。
$\overline{P}$は S上の正則関数だから, そのゼロ点集合は空集合 ( $\Rightarrow$ 非特性) か S全体か, あ

るいは $S$の余次元 1の analytic set となる。 S全体になる場合については Fuchsian
equations の研究が有名である。以下, $\tilde{P}$ のゼロ点集合が, $S$ の非特異超曲面になる
場合を考える。
まず次の例を挙げる。

$\{$

$D_{1}D_{2}u(_{X})=1$

$ul\mathrm{h}S=\{x_{1}=x_{2}^{2}\}$ 上で 2回消える (本当は $\{\sqrt{x_{1}}=X_{2}\}$ 上で。)

$T:=\{x_{1}=x_{2}=0\}$ とおくと, $S\backslash T$は非特性。Tが特性点の集合である。原点の
近傍ではもはや Cauchy-Kowalevski は当てはまらない。 S\Tの近傍での--意解は簡
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23単に求められて $u(x)=x_{2}(x_{1}-X_{2}2)-_{3}-(X_{1}^{\overline{2}}-x_{2})s$ となる。 これは $K=\{x_{1}=0\}$ の

まわりで分岐している。 data は regular だというのに, 解には singularity が現れる
のである。
非特性のときは $\mathcal{O}$で話がうまくまとまったのだが,特性 Cauchy 問題をうまく設定

するには ramified functions を導入するのが良さそうである。

\S 諸結果

$K=\{x_{1}=0\},$ $S=\{x_{1}-x_{2}^{q}=0\}$ とおく。
関数のクラスを定義する。
$N_{q,K} \ni f(x)=\sum_{jj}^{q-1}=0f(X)x_{1}^{q}L$ ; $f_{j}$は原点の近傍で正則。
$\Lambda_{q,K}^{\prime\iota}\ni f(x)\Leftrightarrow f\in N_{q,K}$ かつ fは S上で $l$回消える。
次の形の微分作用素を考える。

$P=P(x, D)=D_{11}^{m-r_{P}}(X, X1D1, D2, D^{;})+P_{2}(x, D)$ , $D’=(D_{3}, \ldots, D_{3})_{0}$

ここで $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}P_{1}=r,$ $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}P_{2}\leq m,$ $P_{2}$は $D_{1}$につき高々$m-r-1$ 階, $\sigma(P_{1})(0;0,1,0’)\neq 0$

とする。
Pを $D_{1}^{m-r}$で割った余りが $P_{2}$ と言うことである。 $P_{1}$ において, $D_{1}$

. は $x_{1}D_{1}$の形で
現れていることに注意しよう。

$\mathrm{G}\circ \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}- \mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}-\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{y}’ 64$ .
$r=1$ のとき原点の近傍で正則な任意の $v$に対し, $Pu=v$ を満たす $u\in\lambda_{q}^{\Gamma m_{\mathrm{A}’}}$, が
意に存在する。

J.Dunau ’90.
$1\leq r\leq m$ のとき, 任意の $v\in N_{q,K}$に対し $Pu=v$ を満たす $u\in N_{q}^{m_{K’}}$, が–意に

存在する。

$r$についての仮定が弱まったのもさることながら, $v$の属するクラスが広がったこと
に注目する。一体どこまで広げられるのだろうか。我々は Dunau の方法を発展させ
ることにより次の結果を得た。

岡田-山根 ’95.
$(A)1\leq r\leq m$ のとき

$P:N_{q,1q,\mathrm{A}’}^{m_{\mathrm{K}^{arrow DN}}}\sim m-rm-r$。

$(B)1\leq r\leq m-1$ のとき

$x_{1}^{-(q-1}\Lambda_{q,K}^{r})/q\subset D_{1}^{m-r}\Lambda_{q,\mathrm{A}’}^{rm}-r$ ( $r=1$ のとき等号)

$x_{1}^{-}\iota/q\not\in D_{1}^{m-\Gamma}N_{q,\mathrm{A}}m-\prime r$ if $l\geq q_{0}$

\Sマイクロ微分作用素

表題のマイクロ微分作用素というのは, $\cup^{m}S_{1,0}^{m}$ クラスの擬微分作用素の複素解析
版である。正確な定義は [K-K-K] などを見ていただくとして, ここでは直観的な説明
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を与える。マイクロ微分作用素とは, 大体, 正則関数係数の微分作用素みたいなもの
だが, ただ, $D_{j}$の負べきを含んでいてもよい。また, マイクロ微分作用素は generic な
条件下で可逆である。例えば次のような計算が許される。

$\{(D_{2}-x_{1}D1)D_{1}+D3\}^{-1}$

$=\{(1-X_{1}D_{1}D_{2}^{-1}+D_{3}D_{1}^{-1}D^{-}21)D_{1}D_{2}\}^{-1}$

$=D_{1}-1D_{2}-1 \sum(\infty X_{1}D1D2-1-D_{3}D_{12}-1D-1)j$

$j=0$

Dunau は, 作用素のクラス $\mathcal{E}_{\mathrm{A}’}$

’ を定義した。 $Q(x, D)$ が $\mathcal{E}_{K}$に属するとは, 大まかに
言って, $Q$ はマイクロ微分作用素で, $Q$ を $D_{1},$ $D_{2},$

$\ldots,$
$D_{n}$ について展開したときの

各項で $D_{k}$の負べきは $\dot{D}_{1}^{-j}(j\geq 1)\text{と}.D_{2}^{-j}(i\geq 1)$ のみ, $D_{1}$の正べきは婿 Dl(j $\geq 0$ )
の形で現れる, ということである。

$\S \mathcal{E}_{K’}$の $N_{q,K}$ への作用

まず
$x_{1}^{j}D^{j}$ :$1$

$N_{q,K}arrow N_{q,K}$ 。

ここで

$D_{1}$ : $N_{q,K}\ni x_{1^{/q}}^{1}\vdasharrow\underline{1}x^{\frac{1}{1q}-1}\not\in N_{q,K}$

$q$

に注意しよう。
次に

$D_{j}(j\geq 2)$ : $N_{q,K}arrow N_{q,K}$ 。

あとは
$D_{1}^{-1},$ $D_{2}^{-1}$ : $N_{q,K}^{l}arrow N_{q,K}^{l+1}$,

を定義したい。

命題. 任意の $f\in N_{q,K}^{l}$に対し $D_{2}g=f$ を満たす $g\in N_{q,\mathrm{A}}^{l+1}$, が–意に存在する。

証明. singular な座標変換 $z=x_{1}1/q$ により

$N_{q},K\simeq \mathcal{O}_{(z,xx}.’)=2,0,$ $x’=(X_{3,\ldots n}, x)$

が誘導される。 $f,$ $g$の像を f, $\tilde{g}$ とおく。 $D_{2}g=f$は $D_{2}\tilde{g}=\tilde{f}$ となる。 fが S上 $l$回消

えるということは f $\text{が}\tilde{S}=\{z=x_{1}\}$ 上 $l$回消えるということである。 $\tilde{S}$は $D_{2}$につい

て非特性になっているから, S上 $l+1$ 回消える $\tilde{g}$が–意に存在する。 口

この命題により
$D_{2}^{-1}$ : $N_{q,K}^{l}arrow N_{q,\mathrm{A}}^{l+1},$ , $g\vdasharrow f$

が定義される。
$D_{1}^{-1}$ : $N_{q,K}^{l}arrow N_{q,\mathrm{A}}^{l+1}$,

も同様。
上記の singular な座標変換 $z=x_{1}1/q$ は重要である。 ramified functions は 1価正

則になるし, Sが $D_{2}$ に関して特性的だったのに, $\tilde{S}$は非特性になって, すごくきれい
な話になるのである。我々の特性 Cauchy 問題が, $\mathcal{O}$では話がまとまらず, $N_{q,K}$ なら

うまくいくということの根拠はここにある。
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命題. $Q\in \mathcal{E}_{K},$ $-m$ \beta 皆 $(m\geq 0)$ で, $v\in N_{q,K}$ のとき, $Qv\in N_{q}^{m_{K’}}$, が well-defined で
あ乱

証明. 上記の準備のもとで形式和としては定まる。収束の証明は [D]。

\S 主定理の証明

(A) の全射性を示そう。 (他は易しい。) $w\in N_{q,K’}^{m-}\Gamma$ のとき $Pu=D_{1}^{m-r}w$ を

解きたい。 $P=D_{1}^{m-r}\tilde{P}$ と書くとき $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}-1\in \mathcal{E}_{K}\text{で}\tilde{P}^{-1}$ は-r階である事が判る。
$u=\tilde{P}^{-1}w\in N_{q,K’}^{m}$ とおく。 そうすれば

$Pu=D_{1}^{m-r_{\tilde{P}(w)}}\tilde{P}-1=D_{1}^{m-r}w$

となる。 (B) の証明は省略する。
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