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1. Zp-拡大と正規整数底
$K/k$ を有限次代数体の有限 Galois 拡大とし、 $G=Ga\iota(K/k)$ を Galois 群とす

る。 よく知られているように、 $K/k$ は正規底をもつ。すなわち $\{\alpha^{\sigma}|\sigma\in G\}$ が
$K$ の $k$ 上の基底となるような\alpha $\in K$ が存在する。それでは整数環はどうだろう
か。 $\mathfrak{O}_{K},$ $\mathfrak{O}_{k}$. をそれぞれ $K,$ $k$ の整数環とする。 $\{\alpha^{\sigma}|\sigma\in G\}$ が $\mathfrak{O}_{K}$ の $\mathfrak{O}_{k}$ 上の

基底となるような $\alpha\in \mathrm{J}\supset_{K}$ が存在する時、 $K/k$ は正規整数底をもつという。正規
整数底は存在することも存在しないこともある。例えば正規整数底をもつための必
要条件として次の結果が知られている。

定理 1.1 (cf. [36]). $K/k$ が正規整数底をもてば $K/k$ は tamely分岐である。

さて $P$ を素数とし、K/んが $\mathbb{Z}_{P}$-拡大の場合を考えよう。 $K/k$ が Zp-拡大である
とは、 $K/k$ は Galois 拡大であり Galois 群 $Gal(K/k)$ が $p$-進整数環 $\mathbb{Z}_{p}$ の加法群
に位相同型であることである。このとき自然数 $n$ に対し、 $K/k$ は $k$ 上の次数が

$p^{\mathit{0}}$ である中間体ん 77を唯– もち、砿茄は巡回拡大である。$K/k$ に対し正規整数底
を考える場合、中間体砺茄に対し正規整数底を考えるのが自然であるが、ある自
然数 $n_{0}$ が存在し、 $K/k_{n_{()}}$ では少くとも –つの $P$ 上の素イデアルが完全分岐する
ので定理 1.1により、十分大きな $n$ に対して $k_{n}./k$ は正規整数底をもたない。そ
こで $\mathbb{Z}_{p}$-拡大に対しては正規 p-整数底を考える。

定義 1.2. $K/k$ を有限次 Galois 拡大とする。 { $\alpha^{\sigma}|\sigma\in Gal$ ( $K/$ん)} が $\mathfrak{O}_{K}$ の $\mathfrak{O}_{k}$.

上の基底となるような $\alpha\in \mathfrak{O}_{K}$ が存在する時、 $K/k$ は正規 p整数底をもつという。

定義 1.3. ん $=$ ん
$\langle$ $)$

$\subset k_{1}\subset\cdots\subset K$ を $\mathbb{Z}_{P}$ -拡大とする。全ての $n\geqq 0$ に対し、 $k_{n}/k$

が正規 $P$整数底をもつ時、K/んは正規 p整数底をもつという。
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勝手な $\mathbb{Z}_{P}$-拡大 $K/k^{n}$ は正規 $P$-整数底を持つことも持たないこともある。どのよ
うな Zp-拡大が正規 p-整数底を持つか考えることは次節で説明する Greenberg 予
想と関連して重要である。 まず次の事柄に注意する。 ..
補題 1.4 (cf. [25]). $k$ を有限次代数体、 $I\iota_{1}’/k,$ $K_{2}/k$ を $P$ の外で不分岐な巡回拡
大で $K_{1}\cap \mathrm{A}_{2}^{r}’=k$ とする。 $K_{1}/k,$ $R_{2}^{r}/k^{4}$ が正規 $p$ -整数底を持てば $R_{1}’K_{2}/k$ も正
規 $p$整数底を持つ。

これから次がでる。

命題 1.5. $K_{1}/k$ . $I\iota_{2}’/k$ を $K_{1}\cap \mathrm{A}_{2}’=k$ なる $\mathbb{Z}_{P}$ -拡大とする。 $K_{1}/k,$ $\mathrm{A}_{2}’/k$ が共に
正規 $P$ -整数論を持てば $\mathrm{A}_{1}^{r}K_{2}/k$ に含まれる全ての $\mathbb{Z}_{P}$拡大 $K/k$ は正規 p-整数底
を持つ。

$q_{n}=\{$

$2^{n+2}$ if $p=2$ ,
$p^{n+1}$ if $p>3$ .

とおき、 $\mathbb{Q},,$ , を 1の $q,,$,-分体 $\mathbb{Q}(\zeta_{q_{1}},)$ の部分体で $[\mathbb{Q}_{n} : \mathbb{Q}]=p^{?\mathrm{t}}$ なるものとするとき、
$\mathbb{Q}_{\infty}=\cup \mathbb{Q},,$. は $\mathbb{Q}$ の唯–の $\mathbb{Z}_{p}$-拡大となる。有限次代数体 $k$ に対し、 $k_{\infty}=k\mathbb{Q}_{\infty}$

は $k$ の $\mathbb{Z}_{p}$-拡大であり、円分 Zp-拡大と呼ばれる。

定理 1.6 (cf. [27]). 有限次代数体 $k$ に対し、円分 $\mathbb{Z}_{P}$ -拡大た。。乃は正規 p-整数
底を持つ。

Zが拡大 $K/k$ を持ち上げると正規 p-整数底を持ちやすくなることが次の定理か
らわかる (cf. [30])。

定理 1.7 (小松). $F$ を虚 2次体、 $P$ を奇素数とし、 $k^{n}=F(p)$ を $F$ の $7’\iota oclP$ の

7 $a^{f}y$ class fiell とする。 この時、任意の Zp-拡大 $K/F$ に対し、Kk/たは正規 p-整
数底を持つ。

これは次の定理から容易に導かれる。

定理 1.8 (小松). 前定理と同じ状況の下で、 $L=F(mocfp^{n})$ を $F$ の mod $p^{n}$ の

$\uparrow(\iota y\mathrm{C}:l\Gamma l_{\mathrm{t}},<\mathrm{i}\backslash .\sigma’ fi_{C^{\lrcorner}},,l_{\iota}d$ とする。 この時、任意の自然数 $n$ に対し、 $L/k$ は正規 p整数底を
持つ。
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保型関数の特殊値を用いて正規 p-整数底の生成元を具体的に構成しているので、
この証明は大変興味深い。以下に概略を説明する。
定理 1.8の証明の概略
まず $m\geqq 1$ に対し保型関数あ 2を構成する。$\mathbb{C}$ の格子 $\Omega=\mathbb{Z}\tau_{1}+\mathbb{Z}\tau_{2}({\rm Im}(\tau_{1}/\tau_{2})>$

$0)$ に対し、 $\sigma_{\zeta\}}(z)$ を Wierstrass の $\sigma-$関数とし、

$\eta_{i}.=2\frac{\sigma_{\Omega}’(\tau_{i}./2)}{\sigma_{\Omega}(\tau_{i}/2)}$

.

とおく。 $a_{1},$ $a_{2}\in \mathbb{R}$ に対し、

$f(a_{1},a_{2;2} \mathcal{T}_{1},\mathcal{T})=e^{-}\frac{((\mathrm{r}_{1^{l}\mathrm{I}}1+a_{\sim}2^{1}\prime\underline{\cdot)})(a\iota^{\tau}1+a\underline{\cdot)}\tau\cdot\supset)\sim}{\underline{)}}.\sigma_{\mathrm{f}^{)}d}(a1\mathcal{T}1+a2\mathcal{T}2)$

とおき、整数 $r,$ $s,$ $N$ に対し Siegel 関数 $g( \frac{\mathit{7}}{N}, \frac{s}{N})$ を

$g(_{\overline{N}}, \frac{\mathrm{o}}{N})(\prime z)=2\pi ie\pi jz/\mathrm{c}f(\frac{i}{N}, \frac{\mathrm{o}}{N}; Z, 1)\prod_{\nu=1}(1-e^{2\pi})^{2}i\mathrm{t}\text{ノ}z$

で定義する。 さらに

$\delta_{p}=$

とし、

$\tilde{g}(\frac{r}{p^{?n}},\frac{s}{p^{n\iota}})=g(\frac{r}{p^{m}},\frac{s}{p^{m}})\delta_{p}$

とおく。 $\tilde{g}(\frac{7}{p^{\prime|}},, \frac{r;}{p’’’})$ は level $P^{2\cdot\prime\prime\prime}$ の保型関数である。 $(u, 2p^{n1})=1$ の時 $\sigma_{u}$ . $\in$

$G(\mathbb{Q}((_{2p^{t\prime}}‘ 1)/\mathbb{Q})$ を $(_{2\}\iota}^{\sigma_{11}}p’$ =\mbox{\boldmath $\zeta$}豪,7で定め、 $\tilde{g}$ の $\infty$ における $q$-expansion の係数に $\sigma_{\iota\iota}$ を

作用させることにより $\tilde{g}^{\sigma_{\mathrm{t}(}}$ を定義する。$\det A=u$ なる $A=\in M_{2}(\mathbb{Z})$

に対し、 $\mathrm{A}\equiv A’$ (mod $2p^{7\prime\prime}$ ) なる $A’=\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ をとり

$\tilde{g}^{A}(z)=\tilde{g}^{\sigma}\iota’(,\frac{a_{11}’Z+a_{1}’2}{a_{21}z+a_{2}^{;}2})$

で $\tilde{g}^{A}$ を定義する。さて $F=\mathbb{Q}(\sqrt{-d})$ とする。 $d\equiv 1,2$ (mod 4) の場合を考える。
$d\equiv 3$ (mod 4) の場合も同様である。 $\omega_{1}=1,$ $\omega_{2}=-\sqrt{-d}$ とおく。 $S_{m}=\{(\alpha)|$

$\alpha\in F,$ $\alpha\equiv 1$ (mod $p^{rr\mathfrak{l}}$ ) $\},$ $k_{m}=k((_{p^{\mathfrak{n}\mathrm{t}}}),$ $L’=F$ ( mod $p^{27?}$ ) とおく。類体論と密 1\not\equiv
定理より

$G(L’/k_{2}, \})=<(\frac{L’/R^{F}}{(\alpha_{1})})>$ , $\alpha_{1}\overline{\alpha}_{1}\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{2n})$ , $\alpha_{2}\equiv 1+p$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{2\gamma 1})$

$S_{1}/S_{27?}$ . $=<(\alpha_{1})s_{2}7\tau.,$ $(\alpha 2)s27?$. $>\simeq \mathbb{Z}/p^{2n-1}\mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}/p^{27\mathfrak{l}-1}\mathbb{Z}$
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となる $\alpha_{1},$
$\alpha_{2}\in F$ がとれる。

$\alpha_{i}$. $=B(\alpha_{?}..)$

で $B(\alpha_{i}..)\in M_{2}(\mathbb{Z})$ を定義し、

$f_{m}=’ \prod_{0\nu=}^{1}\tilde{g}^{B(}p^{;1-}-1\alpha_{1})^{\nu}(\frac{1}{p^{m}}.’ 0)$

とおく。 $f_{rn}t3$:level $P^{277\prime}$ の保型関数であり次の性質をみたす。

(i) $f_{rr},$. は上半平面に極および零点をもたない . :
(ii) 塩の $\infty$ における q-expansion の係数は $\mathbb{Z}[\zeta_{p^{2?}}"]$ に含まれ、全てのカスプ

における $\mathrm{q}$-expansion の最初の係数は p-単数である。

これより 茄 $(\omega_{1}/\omega_{2})$ は $P$-単数になる。また、 $A=\in SL_{2}(\mathbb{Z})$

$a_{12}\equiv a_{21}\equiv 0$ (mod $p^{m}$ ), $a_{11}\equiv a_{22}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{7r\iota})$ に対し、

$\tilde{g}^{A}(\frac{r}{p^{r\gamma 1}}.’\frac{s}{p^{m}}.)=e^{\frac{b_{p}\pi i}{y\sim n\mathrm{t}}\mathrm{t}a}$”’$\tilde{g}12r^{2}+(a_{2\sim}-a_{11})rs-a21s^{2})(\frac{r}{p^{m}},\frac{s}{p^{n?}})$

であるから、 $f_{\gamma\gamma}^{Bc}\iota.(\mathrm{y}_{1})/f7r’$ . は 1の原始 p;n乗根であり、 $f_{m}^{B()^{p}}\alpha_{2}n1-1=f_{n\iota}$ となる。
$K^{\prime(m.)}$ を $<( \frac{L’/K}{(\alpha_{1})})’;’\iota-1$ , $( \frac{L’/K}{(-\alpha\underline{\prime)})})>$ に対応する $L’/k$ の中間体とすると、$G(L’/\text{た})\tau Y|.=$

$<( \frac{L’/F}{\alpha_{1}}),$ $( \frac{L’/F}{\alpha\underline{\cdot)}})^{p}\prime l1-1>,$ $F(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})=k_{m}\circ.KJ(m.)$ である $0\cdot:\cdot..$ . .. .:..
志村の相互法則より : ., .

: :.:

$f_{7n}.(\omega_{1}/\omega 2)^{(\frac{/_{\lrcorner}/\prime F}{\mathrm{o}_{1}}}.)=f_{m}^{B(\alpha\iota\rangle}(\omega 1/\omega_{2})$

$f_{m}( \omega_{1}/\omega 2)(\frac{L’/\Gamma}{\mathfrak{a}_{2}}$

.
$)p^{\prime\tau-}’ 1=f_{7\gamma}B\mathit{1}.(\alpha,)\sim p^{\gamma}’\iota-1(\omega_{1}/\omega 2)=f7n(\omega 1/\omega_{2})$

だから、 $1\leqq m\leqq n$ に対し、 $f_{m}(\omega_{1}/\omega_{2})^{p^{n}}\mathrm{t}\in k_{m},$ $k_{7n}K’\langle n\iota+1$ )
$=\text{ん_{}m}(f_{m}(\omega_{1}/\omega_{\underline{9}}))$ と

なることがわかる。従って

補題 1.9 (cf. [26]). $k$ を有限次代数体、 $P$ を奇素数とし、 $K/k$ を $P$ の外で不分岐
な有限巡回 $p$ -拡大とする。 $G(K/k)$ の指標 $\chi$ に対し、 $Ke?\cdot\chi$ に対応する K/んの
中間体を底で表し、 $\nu_{\chi}=[k_{\chi} : k]$ . $e_{\chi}=[k_{\chi}((\mathit{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }) : k(\zeta_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }})]$ とする。任意の $\chi\neq 1$

に対し、 $\text{ん_{}\chi}((_{I\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash )=k(\zeta_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash )(\epsilon\sqrt{\backslash u_{\chi}})$ となる p単数 $u_{\chi}\in k(\zeta_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash )$ が存在すれば $K/k$ は

正規 p-整数底をもつ。

より $K^{J(_{7}.+1}’$ ) $/k$ は正規 $p$-整数底をもつ。定理 16より kn+l/たは正規 p-整数底を
もつから、補題 14より $F$ ( $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ pn+l)/たも正規 p-整数底をもつ。
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2. GREENBERG 予想との関係
$\mathbb{Z}_{P}$-拡大に関しては岩澤健吉 (cf. [23]) により証明された次の結果が基本的である。

$\searrow$ .

定理 2.1. ん $=k_{0}\subset k_{1}\subset\cdots\subset K$ を $\mathbb{Z}_{P}$ -当大とし、 $P^{Cj_{1}}$
’ を $k_{n}$ の類数の p-部分と

する。 この時、整数 $\mu=\mu_{T^{J}}(K/k^{4})\geqq 0$ . $\lambda=\lambda_{p}(K/\text{た})\geqq 0$ . $\nu=l\ovalbox{\tt\small REJECT} p(K/\text{ん})$ が存在し、
十分大きな全ての $n$ に対し、

$e_{\tau \mathrm{t}}=\mu p^{\mathit{7}t}$

.
$+\lambda n+\nu$

が成立する。

$\mu_{I},(K/\text{ん})^{arrow},\lambda_{p}(K/\text{ん}),$ $\nu_{p}(K/k)$ は $\Lambda^{r}.-/k$ の岩澤不変量と呼ばれる。七分 Zp-拡大
$k_{\mathrm{x}}/k^{4}\text{に対する岩澤不変量は_{}\mu_{p}}(k)$ , $\lambda_{p}^{\mathrm{v}}(k),$ $\nu_{p}(\text{た})$ と書かれ、代数体 $k$ の重要な不変
量の–つと考えられている。 $\mu_{p}(K/k)$ は–般には $0$ にならないが、 $\mu_{p}(k)$ は $0$ で

あろうと予想されている。

予想 2.2. 任意の有限次代数体 $k$ および任意の素数 $P$ に対し、 $\mu_{p}(\text{ん})=0_{\circ}$

この予想はまだ未解決であるが、Ferrero-Washington ([4]) により、 $k/\mathbb{Q}$ がアー
ベル拡大の場合には証明されている。Greenberg$([18])$ により提起された次の問題
は現在では Greenberg 予想と呼ばれている。

予想 2.3 (Greenberg 予想). 任意の有限次総実代数体 $k\sim$ および任意の素数 $P$ に
対し、 $\mu_{p}(k)=\lambda_{\mathit{1}},(k)=0_{0}$

即ち、総実代数体 $k$ の円分 $\mathbb{Z}_{P}$-拡大に対しては、中間体砺の類数の p-部分は有
界であろうという予想である。この予想は、例えば $k/\mathbb{Q}$ がアーベル拡大の時、 $k$ の

岩澤加群 (kへの最大アーベル不分岐 p-拡大のた。。上のガロア群) の minus part の
特性多項式は、岩澤の主予想を通じて p-進 L-関数を記述する岩澤多項式と結び付
いているが、 plus part を記述すべき P-進 L-関数は Bernoulli 数の性質により恒等
的に零になってしまうという事実に対応していると考えられる。また、Greenberg
予想から Mazur と Wiles によって証明された岩澤の主予想が導かれることも知ら
れている (cf. [3], [17], [19])。

Greenberg 予想が成立する例も構成されており (cf. [18], [2])、特に $k$ が実 2次
体の場合には詳しい数値実験が行われていた (cf. [8], [11], [13], [15])。更に最近数
値実験に適した効率的な判定アルゴリズムが開発され $($ cf. [20], [21], [32], $[33])_{\text{、}}$ こ

れまで不明だった $\lambda_{3}(\mathbb{Q}(\sqrt{254}))$ を含め、実例を計算するとことごとく予想が成立
していることが確かめられている。ここ –年間のこのような進展により Greenberg
予想の正当性はかなり高くなったと考えられる。
さて、 Greenberg 予想と正規整数底は Vandiver 予想に対する必要十分条件とし

て Kersten と Michali\v{c}ek により関係づけられた。
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定理 2.4 (Kersten-Michalicek, $[28]\rangle$ . $P$ を奇素数、 $k^{4}+$ を $P$ -分体 $\mathbb{Q}(\zeta_{p}.)$ の最大
実部分体、 $h(k^{+})$ を $k^{4}+$ の類数とする。 この時、

$p \int h(k^{+})\Leftrightarrow\lambda_{p}(\text{た^{}+})=0$ かっ $k$ の任意の $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大は正規 p整数底をもつ

環のガロア理論に基づいて証明される次の定理を認めれば $\Leftarrow$ は以下のように
して示される。

定理 2.5 ([28]). ん n. $=\mathbb{Q}(\zeta_{p^{\prime \mathrm{t}}})$ のイデアル類群の $P$ -部分を $A_{7l}$ とし、 $\iota_{0,n0}$; $karrow k_{n}$

を埋め込みとする。 この時、

$k$ の全ての $\mathbb{Z}_{P}$ -拡大は正規 p整数底をもつ

$\Leftrightarrow$ 全ての $n\geqq 0$ に対し、 $\iota_{0,n}$ : $A_{0}arrow A_{n}$ は単射

複素共役写像 $\rho$ は自然に $A_{n}$ に作用するので、 $A_{n}^{-}=A_{n}^{1-p},$ $A_{\mathrm{n}}^{+}=A_{n}^{1+\rho}$ とお
く。 $A_{n}=A_{n}^{-}\oplus A_{n}^{+}$ である。 $\iota_{0,n}$ : $A^{-}0-arrow A_{n}^{-}$ の単射性は岩澤 (cf. [23]) により知
られているので、定理 2.5では $\iota_{0,n}$ : $A_{0}+arrow A_{n}^{+}$ の単射性が本質的である $\circ$ ん n. には

$P$ 上の素イデアルは–つしかないので次の補題がでる。

補題 2.6.
全ての $n\geqq 0$ に対し、 $\iota_{0,n}$ : $A_{0}arrow A_{n}$ は単射

$\Leftrightarrow$ 全ての $n\geqq m\geqq 0$ に対し、 $\iota_{m,n}$ : $A_{m}arrow A_{n}$ は単射

定理 2.4の $\Leftarrow$ の証明.
んの任意の $\mathbb{Z}_{P}$-拡大が正規 $P$-整数底をもち $A_{0}^{+}\neq 1\text{ならば}\lambda_{p}(k^{+})\neq \mathit{0}$ である

ことを示す。全ての $n\geqq 0$ に対し、 ノルム写像 $N_{n+1,n}$ : $A_{n.+1}^{+}arrow A_{n}^{+}$ は全射だ
から、 $A_{7?}^{+}$

.
$\neq 1$ である。また定理 25、補題 26よ可全ての $n\geqq 0$ に対し、 $i_{n.,n+1}$ :

$\mathrm{A}_{\tau\iota}^{+}-arrow A_{n+1}^{+}$ は単射である。 $i_{n,n+1}(A_{n}^{+})=A_{n.+1}^{+}$ と仮定すると、任意の $I\in A_{n}^{+}$

に対し $N_{n.+1,n}(I^{J})=I$ となる $I’\in A^{+},.l\cdot+1$ が存在し、 さらに呪 7’+1 $(J)=I’$ となる
$J\in A_{r}^{+},$

. が存在する。 $I=N_{n+1.n}.(IJ)=N_{n+1,n}(in,n+1(J))=N_{n+1,n}(J)=Jp$ より
$-A_{n}^{+}.=(A_{n}^{+})^{p}$ となる。 $A_{n}^{+}\neq 1$ だからこれは矛盾である。従って $i_{n.n+1}(A_{n}+)_{\neq}\subset An+1+$

となり、 $|A_{n}^{+}|<|A_{n+1}^{+}|_{0}$ 故に $|A_{n}^{+}.|$ は有界でない。ところが十分大きな全ての $n\geqq 0$

に対し、
$|A_{n}^{+}|=p^{\mu_{p}(k^{+}}\backslash )p^{\mathrm{n}}+\lambda_{p}(k+)n.+\nu_{p}\mathrm{t}k^{+}.)$

. $\cdot.$

’

であり、 [4] より $\mu_{p}(k^{+})--\mathit{0}$ だから $\lambda_{p}(k^{+})\neq \mathit{0}$。

$\Rightarrow$ については代数体の言葉による別証明と –般化が得られている。

定理 2.7 (河本-小松, [26]). $P$ を奇素数、 $k$ を $(_{P}$ を含むアーベル拡大で $P$ が $k^{+}/\mathbb{Q}$

で不分解なものとする。 この時、

$p\parallel h(k^{+})\Rightarrow\lambda_{p}(\text{た^{}+})=0$ かっ $k$ の任意の $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大は正規 p-整数底をもつ
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正規整数底の非存在を Greenberg 予想に対する必要条件として考察する試みも
ある。 $P$ を奇素数、 $F$ を虚 2次体とする。 $K$ を $F$ の全ての Zp-拡大の合併とし、
$X=G(K/F)$ とおく。 [1], [24] より $X\simeq \mathbb{Z}_{P}\cross \mathbb{Z}_{P}$ であり、複素共役写像 $\rho$ を内部
自己同型で $X$ に作用させると $X=X^{1-\rho}\oplus X^{1+\rho}$ となる。 $X^{1-\rho},$ $X^{1+/y}$ に対応す
る $K/F$ の中間体をそれぞれ $F_{\infty}$ , $F_{\infty}^{-}$ とする。 $F_{\infty},$ $F_{\infty}^{-}$ は $\mathbb{Q}$ 上ガロア拡大である
$F$ の $\mathbb{Z}_{P}$ -拡大である。 $F_{0\mathrm{C}}$ は $F$ の円分 $\mathbb{Z}_{P}$-拡大であり、 $F_{\mathrm{x}}^{-}$ は $F$ の反円分 Zp-拡
大と呼ばれる。

$k=F((_{I})),$ $\triangle=G(k/F)$ とおく。 $\omega$ : $\triangle-arrow \mathbb{Z}_{p}^{\cross}$ を Teichm\"uller 指標とし、

$e_{i}= \frac{1}{|\triangle|}\sum_{g\in\triangle}\omega(g)\dot{\tau.}g-1\in \mathbb{Z}_{p}[\triangle]$

とおく。 この時次の結果が知られている。

定理 2.8 ([12]). $p,$ $F,$ $k$ を上の通りとし、 $A^{+}$ を $k^{+}$ のイデアル類群の p-部分と
する。更に $p$ は $F/\mathbb{Q}$ で惰性し、 $(A^{+})^{c\mathrm{l}}\neq 1$ と仮定する。 この時、 $\lambda_{p}(k^{+})=0$ な
らば $F_{\infty}^{-}/F$ は正規 p整数底をもたない。

$p=3$ の場合には Greenberg 予想と正規整数底の関係がよりは $D$ きりとした形
で与えられる。 $k=\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ を実 2次体とし、 $k^{-}=\mathbb{Q}(\sqrt{-3d})$ とする。円分 Z3-拡
大 $k_{\mathrm{x})}/k$ の中間体 $k_{7},$. のイデアル類群の 3-部分を $A_{n}$ とする。 [4] により $\mu_{3}(k)=^{\mathrm{o}}$

だから、 Greenberg 予想は次のように言い換えることができる。

定理 2.9 (Greenberg). 3が $k$ で不分解の時、

$\lambda_{3}(k)=0\Leftrightarrow$ ある $n\geqq 0$ に対し、 $A_{0}arrow A_{n}$ . は $\mathit{0}- 7’\iota c\iota \mathit{1}^{J}$

方、 正規整数底に関しては次が成り立つ。

定理 2.10 (Kersten, Michali\v{c}ek, Fleckinger, Nguyen Quang Do, 小松, 福田).
3が $kk^{-}$ で不分解の時、

反円分 $\mathbb{Z}_{3}$拡大 $k_{\infty}^{-}/k^{-}$ が正規 3整数底をもつ

$\Leftrightarrow$ 全ての $n\geqq 0$ に対し、 $A_{0}arrow A_{\tau\iota}$ は単射

定理 29と定理 2.10から、 Greenberg 予想より弱い次の予想が考えられる。

予想 2.11 (小松). 3が $k^{4}k^{-}$ で不分解で $k$ の類数が 3で割れれば反円分 Z3-拡大
$k_{\mathrm{r}}^{-}/k^{-}$ は正規 3整数底をもたない。
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3. 相対単数群との関係

この節の内容に関しては [9] を参照。 $k$ を実 2次体、 $p$ を奇素数とし、 $\mathbb{Q}=\mathbb{Q}_{0}\subset$

$\mathbb{Q}_{1}\subset\cdots\subset \mathbb{Q}_{\infty},$ $k=k_{0}\subset k_{1}\subset\cdots\subseteq k_{\infty}$ を円分 $\mathbb{Z}_{P}$-拡大とする。 $k_{n}$. $=k\mathbb{Q}_{7}$ , であ
る。 $E(\text{ん_{}\mathrm{y}\mathit{1}})$ で $k,$ , の単数群、 $A_{n}$. でた 77のイデアル類群の p-部分を表す。

定義 3.1. $E_{??.R}=\{\epsilon\in E(k_{7},)|N_{k_{Yl}}/\mathbb{Q}\}\tau(\epsilon)=\pm 1,$ $N_{k_{r\iota}/\mathbb{Q}t1}(\epsilon)=\pm 1\}$ を $k_{n}$. の相対
単数群と呼ぶ。

$E_{n.R}$ の free rank $\text{は_{}p^{7l}-}1$ である。 $E(k_{7l})$ に対しては Minkowski単数の存在が
知られているが、 $E_{7\mathrm{t},R}$ に対しても同様のことが成り立つ。

補題 3.2. ある $\epsilon\in E_{n.\cdot R}$ が存在し、 $(E_{n.R} :<\epsilon^{\sigma}|\sigma\in G(k_{7?}./\mathbb{Q})>)<\infty$ と
なる。

$G(k_{n}/\mathbb{Q})$ の生成元 $\sigma$ を固定し、 $\epsilon\in E(k_{n})$ に対し $e_{?}\cdot$.
$=e^{\sigma^{i}}$ と書くことにする。

$r=p^{7}-\prime 1$ とおく。次の補題が成り立つので、次の定義は自然である。

補題 3.3. $\epsilon\in E_{r1.R}$. に対し、 $\epsilon_{r}=\pm(\epsilon_{1}\epsilon_{37-}\ldots \mathit{6}\cdot 1)(\epsilon_{0}\epsilon_{22}\ldots\epsilon’.-)-1$

定義 3.4. $(E_{7?..R} : <-1, \epsilon_{0}, \epsilon_{1}, \cdots, e_{r-1}>)$ が有限で $P$ と素になる $\epsilon\in E_{7?..R}$ が

存在する時、 $E_{7}$ は p-正規底を持つという。 :

さて $E_{7’..R.p^{r}}’=\{\epsilon\in E_{n..R}|\epsilon^{1+\sigma}\in E_{l\cdot.R}^{p^{n}},\}$ とし、

$V_{\gamma},$.
$=E_{n.,R.p^{l\mathrm{l}}}./E_{7\iota..R}^{p^{1\iota}}$ , $r(V_{n})=\dim_{\mathrm{F}_{p}}(V_{\eta}./V_{n}p)$

とおく。

命題 3.5. 全ての $n\geqq 0$ に対し $|V_{n}.|=p^{n}$ である。 $r(V_{\mathit{7}l}.)$ は単調増加で有界である。

$V_{7?}$. のアーベル群としての構造は $E_{7\downarrow.R}$ のガロア加群としての構造と関係があり、
更に Greenberg 予想とも関係している $0$

命題 3.6. $V_{\tau},$. は巡回群 $\Leftrightarrow E_{n..R}$. は p-正規底を持つ

定理 3.7. $P$ が $k$ で不分解の時、

全ての $n\geqq 0$ に対し $V_{7l}$ は巡回群 $\Leftrightarrow$ 全ての $n\geqq 0$ に対し $A_{0}-arrow A_{n}$ . は単射
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例えば $p=3$ , ん $=\mathbb{Q}(\sqrt{257})$ の時、 $V_{1}$ は 3次巡回群だが $A_{0}arrow A_{1}$ は単射では
ないから、 “全ての” は必要である。前節の結果と合わせると次の定理が得られる。

定理 3.8. 3が $k$ん- で不分解の時、次は同値。
(1) 反円分 $\mathbb{Z}_{3}$ -拡大 $k_{\infty}^{-}/k^{-}$ は正規 3-整数底をもつ
(2) 全ての $n\geqq 0$ に対し、 $A_{0}-arrow A_{n}$ . は単射
(3) 全ての $n\geqq 0$ に対し $E_{n,R}$ は 3-正規底を持つ
(4) 全ての $n\geqq 0$ に対し V?、は巡回群

4. EXAMPLE

$p=3$ で $k$ が実 2次体の場合の例を紹介しよう。

例 1. ん $=\mathbb{Q}(\sqrt{2})$ とする。 3 $\chi_{h}(kn)$ だから $\lambda_{3}(k^{4})=0$ であり、定理 38により
$k_{0\mathrm{C}}^{-}/$ん- は正規 3-整数底をもつ。

例 2. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{254})$ とする。 $A_{0}\simeq \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ であり、 $A_{0}arrow A_{3}$ は単射である。
$A_{0}-arrow A_{4}$ も単射である可能性が高い。最近 Kraft, Scooh, 市村, 隅田, 栗原氏によ
り $A_{0}-arrow A_{\mathrm{o}}$「が $0$-map であることが示された。従って $\lambda_{3}(k)=0$ である。 $k_{\infty}^{-}/k^{-}$

は正規 3-整数型をもたない。

例 3. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{1937})$ とする。 $A0\simeq \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ である。 $V_{2}\simeq \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ である

ことが判り、 これより $A_{0}arrow A_{2}$ が $0$-map であることも判る。従って定理 29より
$\lambda_{3}.(k\mathrm{I}=0$ がわかる。 $k_{\infty}^{-}/k^{-}$ は正規 3-整数底をもたない。

例 4. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{3209})$ とする。$A_{0}\simeq \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ である。$|\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(A_{0}-arrow A_{1})|=3$

より $k_{\infty}^{-}/k^{-}$ は正規 3-整数底をもたないことがわかり、 $|\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(A_{0}-arrow A_{2})|=9$ よ

り $\lambda_{3}(k^{n})=0$ がわかる。これは巡回群でない $A_{0}$ に対し $\lambda_{3}(k)=0$ がわかる例とし

て興味深い。 3がたで分解する時の同様の例は [16] で与えられている。

{列 5. ん $=\mathbb{Q}(\sqrt{53678})$ とする。 $A_{0}\simeq \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ である。 $|\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(A_{0}arrow A_{1})|=$

$1,$ $|\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(A_{0}-arrow A_{2})|=3$ より k\infty -/紅は正規 3-整数底をもたないことがわかる。
$\lambda_{3}(k)=\mathit{0}$ かどうかは不明である。
注. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{53678})$ に関しては 1995年 11月 1日の時点では $\lambda_{3}(k)=0$ かどう

か不明だったが、 1995年 12月 13日に数理研で開かれた「代数的整数論とフェ)レ
マーの問題研究集会」に於いて、市村-隅田氏により $\lambda_{3}(k)=\mathit{0}$ であることが報告
された。
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