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音声, ファクリミリ, ファイル, 動画など特性が異なるデータを単–サーバで効率よく
処理するには, データの種類に応じて割り込みや非割り込みの優先権を与える必要が
あるが, 基本的な優先方式で達成できる評価尺度 (待ち時間など) の範囲はかなり限定
されている. したがって, 各クラスの評価尺度に応じて定まるコストを最小化したい
場合, そのような優先方式だけでは最適な評価尺度が実現できない可能性が高い. 本
稿では, まず滞在時間に応じて優先度が決まるような割り込み優先方式をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$

待ち行列を考え, その近似解析を行う. また, その優先方式で達成可能な評価尺度の
集合を調べ, 最適化問題への適用について考察する.

1. はじめに

電話の音声や, ファクリミリ, ファイル転送のように, 耐遅延, 耐損失特性が異なるデータを
単–のサーバで処理するシステムを効率よく稼働させるには, 客の特性に応じた優先方式を行う
必要がある. そのため, 客をいくつかのクラスに分けて上位クラスの客に優先権を与える方式が
考えられている. 代表的な優先方式としては, 先着順, 割り込み優先方式, 非割り込み優先方式,

プロセッサーシェアリングなどが挙げられる. しかし, これらの優先方式で達成することができ
る評価尺度の範囲はかなり限定されている. 例えば, $J$ 個の客のクラスがある待ち行列システム
で割り込み優先方式を行う場合, 達成可能な平均待ち時間ベクトルは優先権の順列と同じ刀通
りしか存在しない. そのため, 各クラスの客の評価尺度 (平均待ち時間や平均滞在時間) に応じ

て定まるコストを最小化する問題を考える場合, 上述した基本的な優先方式だけでは最適な評価
尺度ベクトルが達成できない可能性が高い.

$-$方で, 基本的な優先方式以外にもさまざまな優先方式が提案解析されており, 本論文では
その中の 1つである遅延に依存した優先権を扱う. これは, 滞在時間が長くなるとクラス応じた
上昇率 (優先度係数) で優先度が上がる, という方式でこれまでにもいくつか研究がなされてい
る [1, 2, 5, 7, 9, 11]. この方法では, 各クラスの優先度の上昇率を変えることによって評価尺度
ベクトルが変化するため, 基本的な優先方式に比べて達成可能な評価尺度空間が大幅に広がるこ
とが期待される. 実際, Federgruen and Gronenbelt [2] では, 遅延に依存した非割り込み優先権
をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ について, 平均待ち時間ベクトルと優先度係数ベクトルが 1対 1に対応すること
を示し, 平均待ち時間ベクトルが与えられたときにそれを達成する優先度係数を求めるアルゴリ
ズムを構築している.
本論文では [2] のモデルに割り込みを許す場合, つまり遅延に依存した割り込み優先権をもつ

$\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ 待ち行列を考える. まず引明でモデルを説明し, 3節で平均待ち時間や平均総サービス時
間に対する近似式を導出する. 4節では, あるケースでは得られた近似式が厳密解と –致するこ

とを示し, さらにシミュレーションとの比較による精度の検証を行う. 最後の 5節では, この優

先方式で達成可能な評価尺度の集合を数値的に調べ, 最適化問題への適用について考察を行う.
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2. 遅延に依存した割り込み優先権をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$

$J$ クラスの客を単 $-\text{サ}-\mathit{1}\backslash \backslash \backslash$で処理する $\mathrm{M}/\mathrm{G}_{1},$
$\cdots,$ $\mathrm{G}_{J}/1$ 待ち行列を考える. 以下, クラス $P$ を

$C_{p}$ と書くことにする. $C_{p}$ の客は到着率 $\lambda_{p}$ のポアソン過程に従って到着し, 一般分布に従うサービ
ス時間だけサービスを受ける. $C_{p}$ の客のサービス時間の生成確率変数を $S_{p}$ とし, $\mathrm{E}[S_{p}]=1/\mu_{p}$ ,

$\mathrm{E}[S_{p}^{2}]<\infty$ と仮定する. 各クラスの客の到着過程およびサービス時間はすべて互いに独立であると
仮定する. らの客のトラヒック密度を $\rho_{p}=\lambda_{p}/\mu_{\mathrm{P}}$ , システム全体のトラヒック密度を $\rho=\sum_{p1}^{J}=p_{p}$

と書く. 以下ではシステムが安定である, すなわち $\rho<1$ である場合を考える.
本論文で扱う優先方式は次の通りである. 時点 $\tau$ でクラス $P$ の客が到着したとき, この客の優

先度関数を
$q_{\{t)}=\alpha_{p}(t-\tau)$ (1)

によって定める. サーバは, 各時点 $t$ においてシステムに滞在している客の中から優先度関数の
値が最大の客の処理を行う. もし, ある客のサービス中に優先度関数が逆転した場合は割り込み
が可能で, より優先度関数の大きな客の処理を先に行い, 割り込まれた客は自分より優先度関数
の大きな客がすべて退去した後, 残りの処理を再開する. 以下では–般性を失うことなく, 添字
の小さなクラスの客が高い優先度をもつ, つまり $\alpha_{1}\geq\alpha_{2}\geq\cdots\geq\alpha_{J}\geq 0$ とする. また $\alpha_{P}=0$

の場合は, 他のクラスの客は $C_{p}$ の客に対して通常の割り込み優先権をもつことになる.

3. 近似解析

本論文で扱うモデルのように, 優先権が時間の関数として動的に変化する待ち行列システムに
は, サービス時間分布, 割り込みの有無 優先度関数の形状などによっていくつかのバリエーショ
ンがある. 到着間隔とサービス時間がともに指数分布に従う場合は [1, 5, 7, 10] で研究されてお
り, 各クラスの平均待ち時間などが求められている. また [2] では, サービス時間が–般分布に
従う非割り込み優先モデルを解析し, (1) と同じ線形の優先度関数について平均待ち時間を導出
している. 本論文のモデルは [2] のモデルで割り込みを許すようにしたものであるが, 厳密な解
析は困難であるため, 以下では近似解法を提案する.
本論文のモデルでは割り込みを許すため, サービスを開始してから退去するまでの時間とサー
ビス時間は必ずしも –致しない. そのため, 実際にサービスを受けている時間をサービス時間,
サービスを開始してから退去するまでの時間を総サービス時間と呼んで区別することにする. ま

た, 到着してから初めてサービスを受けるまでの時間を待ち時間と呼ぶ. サービスを始めてから
割り込まれることによって新たに待つ時間は, 総サービス時間に含まれ待ち時間には含まれない.
定常状態における $C_{P}$ の客の総サービス時間, 待ち時間を表す確率変数をそれぞれ $R_{p},$ $W_{P}$ と

書く.

3-1. 平均総サービス時間
時点 $0$ で $C_{p}$ の客 A が到着したとする. $I_{0}^{(p)}$ を A のサービス時間とし, $I_{0i}^{(p})^{l}$ を $I_{0}^{(p)}$ の問に A
に割り込むことのできる C,の客の到着時刻の範囲の長さとする. また, $I_{0}^{\{p)}$ の間に割り込む $C_{i}$

の客のサービス時間の合計を $I_{1_{\dot{1}}^{p}}^{()}$ とし

$I_{1}^{(p)}= \sum_{i=1}^{1}I_{1i}^{(}\mathrm{P}^{-}p)$

とする. この段階で A の総サービス時間は $I_{1}^{(p)}$ だけ増え, そのため新たに A に割り込む客が生
じる. それらの客による A の総サービス時間の増加分は,
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$I_{ji}^{(p)’}$ : $I_{j}^{(p)}$ の間に割り込むことのできる $C_{i}$ の客の到着時刻の範囲の長さ

$I_{ji}^{(p)}$ : $I_{j-\iota}^{\mathrm{t}_{P})}$ の間に割り込んだ $C_{i}$ 客のサービス時間の合計

とお \langle と

$I_{j}^{(p)}=p-1 \sum I_{ji}^{\mathrm{t}p})$

によって再帰的に与えられる. したがって, 求めたい $R_{p}$ は

$R_{p}= \sum_{j=0}^{\infty}Ij(p)$ (2)

となる. 図 1より, $\alpha_{p}I_{j}^{\langle p)}=\alpha_{i}(I_{j^{p)}}(-I_{ji}^{(p)’})$ が成り立つから,

$I_{ji}^{(p)}.’=(1- \frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})I_{j}^{(p)}$ (3)

を得る. 客の到着はポアソン過程に従っているから, $I_{j-}^{(p)’}1,i$ の間に到着する $C_{i}$ の客数の平均は
$\lambda_{i}I_{j^{\mathrm{p}}i}^{\langle)}-1’,$

’ それらの客のサービス時間の合計の平均は $\lambda_{i}I_{j1}^{(p)’}-,i\cross 1/\mu_{i}=p_{i}I_{j}^{(p}-)’1,i$ となる. これと

(3) より

$E[I_{i^{i}}^{()}p|I^{(p)}]j-1=(1- \frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}I_{j}^{(p)}1-$

を得る. 両辺の平均をとると

$E[I_{ji}^{(p)}]=(1- \frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}E[Ij^{p}-1]()$ (4)

となる. $I_{0i}^{(p)}$’の間に到着する $C_{i}$ の客数を瓦とすると, $E[I_{1^{p)}}^{\mathrm{t}}]= \sum_{i=1}^{p^{-}1}E[si]E[Ni]$ となり

$E[I_{j}](p)$ $=$ $\sum_{1i=}^{p-1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}}\mathrm{I}\rho\uparrow.E[I_{j1}^{(}p-)]=\{\sum_{i=1}^{p1}-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{\dot{J}}-1E[I_{1^{p}}^{()}]$

$=$ $\{^{p}i=\sum_{\perp}^{-1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})p_{i}\}^{j-1_{p-}}i=\sum_{1}^{1}E[s_{i}]E[N_{i}]$. (5)

A のサービス開始前の $C_{i}$ の到着がポアソン過程に従っていると仮定すると $E[N_{i}]\simeq\lambda_{\mathrm{i}}E[I_{0^{p)’}}^{(}]i$

と近似できて, これを (5) に代入すると

$E[I_{j}^{(p)}]$ $=$ $\{\sum_{i=1}^{p1}-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})p_{i}\}^{j-1_{p^{-}}}=\sum_{i1}^{1}E[Si]E[N_{i}]\simeq\{=\sum_{i1}^{p^{-}1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{j-1}j\sum_{=1}^{p^{-}}p_{i}E[I^{(J}1)^{;}]\iota 0i$

$=$ $\{=\sum_{i1}^{p^{-}1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{j}E[s_{p}]$ (6)

となる. (2) の両辺の平均をとり (6) を代入し $\sum_{i=1}^{p-1}(1-\alpha_{p}/\alpha_{i})p_{i}<1$ が成り立つことを考慮す

れば,

$E[R_{p}]= \sum_{j=0}^{\infty}E[I]j\simeq\sum_{0}^{\infty}(p)j=\{\sum_{i=1}^{p1}-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{j}E[S_{p}]=$

$E[S_{p}]$

(7)

$1- \sum_{i=}^{1}p-1(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{\uparrow}}.)\beta_{i}$
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図 1: $C_{p}$の客と C,の客の優先度関数 $q(t)$

となる.

3-2. 平均待ち時間
$C_{p}$ の客 $\mathrm{B}$ が時点 $0$ に到着したとして, $U_{0}^{(p)}$ を $\mathrm{B}$ の到着以降新たな到着がないと考えた場合
の待ち時間とする. また, $U_{0i}^{\mathrm{t}_{t^{J}})}l$ を $U_{0}^{(p)}$ の問に割り込むことのできる $C_{i}$ の客の到着時刻の範囲
の長さとし, $U_{0}^{(p)}$ の間に割り込む $C_{i}$ の客のサービス時間の合計を U伊とする.

$U_{1}^{(p)}= \sum_{i=1}^{p^{-}1}U_{1}^{(p)}i$

は $U_{0}^{\langle p)}$ の間に割り込む客のサービス時間の合計を表す. この段階で $\mathrm{B}$ の待ち時間は $U_{0}^{(p)}$ だけ増

加し, そのため $\mathrm{B}$ の後に到着して先にサービスを受ける客が発生する. それらの客による $\mathrm{B}$ の

待ち時間の増加分は

$U_{ji}^{(p)’}$ : $U_{j}^{1p)}$の間に割り込むことのできる $C_{i}$の客の到着時刻の範囲の長さ

$U_{ji}^{(p)}$ : $U_{j-1}^{\langle p)}$の間に割り込んだ G客のサービス時間の合計

として

$U_{j}^{(p)}= \sum_{i=1}^{p^{-}1}Uji(p)$ (8)

によって再帰的に与えられる. したがって, 求めたい $W_{P}$ は

$W_{p}=. \sum_{j=0}^{\infty}U^{\mathrm{t}p}j)$ (9)

となる. $\mathrm{E}[R_{p}]$ を求めたときと同様の方法を用いると

$E[U_{j}^{(p)}]=(1- \frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}E[U^{(}p)1j-]$

が成り立つから, (8) を用いて再帰的に計算すると
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図 2: 客の 1人あたりのシステムに持ち込む仕事量

$E[U_{j}^{(p)}]= \sum_{i=1}^{p-1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}E[U_{j}^{()}p1-]=\cdots=\{\sum_{i=1}^{p1}-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{j}E[U_{0}^{\mathrm{t}}p)]$ (10)

を得る. (9) の両辺の平均をとり (10) を代入し, $\sum_{i=1}^{p1}-(1-\alpha_{p}/\alpha_{i})p_{i}<-\perp$ が成り立つことを考慮
すれば

$E[W_{p}]= \sum_{j=0}^{\infty}E[U_{j}](p)=\sum_{j=0}^{\infty}\{=\sum_{i1}^{p-1}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}\}^{j}E[U_{0}](_{\mathrm{P})}=\frac{E[U_{0^{l)}}^{\mathrm{t}\mathrm{J}}]}{p-1}$ (11)

$\sum_{i=1}1-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})p_{i}$

となる.
$U_{0}^{(p)}$ は, $C_{p}$ の客が割り込まれない場合の待ち時間であるから, システムの残余仕事量から自

分より優先度の低い客に対して割り込む仕事量を差し引いた量に$-$致する. 特に, $C_{J}$ の客は割
り込むことがないので $U_{0}^{(J)}$ はシステムの残余仕事量と等しく

$E[U_{0}](j)= \frac{1}{2(1-p)}\sum_{i=1}^{J}\lambda_{i}E[S_{i}^{2}]$

で与えられる [8]. 図 2は $C_{i}$ の客の残余仕事量のサンプルパスで, 水平部分は客が列にならんで
サービスを待っている状態, 斜めになっている部分はサービスを受けている状態に対応している.
サービスが開始/再開してから割り込まれるまで時間, および割り込まれてから次にサービスを
再開するまでの時間は互いに独立で同–の分布に従っているから, 残余仕事量は平均的にはある
程度一様に減少していくと考えてよい. そこで, 残余仕事量が図 2の太線で示したように直線で
減少すると考えて近似を行うと, $C_{i}$ の客がシステムに持ち込む仕事量は

$S_{i} \cross(W_{i}+\frac{1}{2}R_{i})$

となる. $W_{p}$ と $S_{p}$ が独立であることと (7), (11) を用いると, この仕事量の平均は

$E[S_{i}]E[Wi]+ \frac{1}{2}E[s_{i}R_{i}]=E[S_{i}]E[Wi]+$
$E[S_{i}^{2}]$

$2-2 \sum_{j=1}^{i-1}(1-\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{j}})\rho_{j}$
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となる. 自分がシステムに到着したとき, 待っている $C_{i}$ の客が自分より先にシステムから退去
する確率を $f_{ip}$ とすると

$f_{ip}=\{$
1 $(i\geq p)$

$\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{p}}$ $(i<p)$

となる [7]. 到着率を考慮に入れると, 以上の結果より

$E[U_{0}^{(p)}]$ $\simeq$ $\frac{1}{2(1-\rho)}\sum_{i=1}^{J}\lambda_{i}E[S_{i}^{2}]-\sum_{i=p+1}^{J}(1-\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{p}})\{p_{i}E[W_{i}]+2-2\sum_{j=1}^{-}(^{[s]}?\lambda iE11-\cdot\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{j}})i2\rho_{j}\}$

(12)

が得られる. よって (11) に (12) を代入することにより

$\frac{1}{2(1-\rho)}\sum_{i=1}^{J}\lambda_{i}E[S_{i}^{2}.]-\sum_{i=p+1}^{j}(1-\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{p}})\{\rho_{i}E[Wi]+2-2\sum_{=j1}^{i-1}\lambda j.E[s.2](1-\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{j}})i\rho_{j}\}$

$E[W_{p}]$ $\simeq$

1– $\sum_{i=1}^{p-}1(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}$

となる. この $E[W_{p}]$ に関する再帰式は

$\frac{1}{2(1-\rho)}\sum_{i=1}^{J}\lambda_{i}E[S_{i}^{2}]$

$E[W_{J}]=$

$\sum_{i=1}^{J1}-(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})p_{i}$

から出発して順に計算するすることができる.

3-3. リーグ分け

これまで考えてきた優先方式では 3 クラス以上の場合に通常の割り込み優先方式を実現するこ
とができない. そこで, [21で提案されているリーグ分けの方法を利用することで, 割り込み優先
方式も含むように拡張し, その場合の各クラスの客の待ち時間や総サービス時間に対する近似式
を導出する.
リーグ分けとは, $J$ 個のクラス $C_{1},$ $\cdots,$ $C_{P}$ を $L$ 個の ${}^{\mathrm{t}}l-$ ク\check $E_{1},$ $\cdots,$ $E_{L}..\cdot’,E_{k\sim}=\{c_{i_{k}}, \cdots, c_{i_{k1}-1}\}+$

に分割し,

$\bullet$ 同じリーグに属するクラスの客に対しては遅延に依存する割り込み優先方式を適用

$\bullet$ 異なるリーグ $E_{k},$ $E\ell(k<\ell)$ に属するクラスの客に対しては, $E_{k}$ に属するクラスの客が
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に属するクラスの客に割り込み優先権をもつ
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という方式である.
以下では, 1 リーグの場合の解析を利用して各クラスの客の平均待ち時間と平均総\theta - 一ビス時
間の近似式を求める. $E_{\ell}$ に属する $C_{P}$ の客 $\mathrm{C}$ に対して, $I_{0}^{(p)}$ を $\mathrm{C}$ のサービス時間, $U_{0}^{(p)}$ を $\mathrm{C}$

以降到着がなかった場合の待ち時間とし
$I_{j}^{\mathrm{t}p)}$ . $I_{j-1}^{(p)}$ の間に $\mathrm{C}$ に割り込む客のサービス時間の合計

$U_{j}^{\langle p)}$ : $U_{j1}^{(p)}-$ の問に $\mathrm{C}$ に割り込む客のサービス時間の合計

とする. 異なるリーグ間では割り込み優先であることに注意すると, (4) と同様の考え方で

$\mathrm{E}[I_{j}^{(p)}]$ $\simeq$ $\{_{i<i}\sum_{p,\in E\ell}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho i+\sum_{ii<p,\not\in Ep}\rho i\}^{j}\mathrm{E}[S]l)$

$\mathrm{E}[U_{j}^{(p)}]$ $\simeq$ $\{_{i<p,\ell}\sum_{i\in E}(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})p_{i}+\sum_{i<p,i\not\in El}\rho i\}^{j}\mathrm{E}[U_{0^{p)}}^{(}]$

という近似式が導出できる. これらの式を (7), (11) に代入すれば, $\uparrow i-$ ク分けがある場合につ
いて

$\mathrm{E}[W_{\mathrm{p}}]$ $\simeq$ $A_{p}[ \frac{\sum_{i\in B}\lambda_{i}\mathrm{E}[\ell S_{i}2]}{2(1-\sum_{iB_{\ell}}\in\rho i)}-\sum_{pi>,i\in Ep}(1-\frac{\alpha_{i}}{\alpha_{p}})\{\rho_{i}\mathrm{E}[W_{i}]+\frac{1}{2}\lambda_{i}\mathrm{E}[s_{i}.\mathit{2}]A_{i}\}]$

$\mathrm{E}[R_{p}]$ $\simeq$ $A_{p}\mathrm{E}[s_{p}]$

が得られる. ここで

$A_{p}$ $=$ $[1- \{_{i<p}\sum_{i\in Ep},(1-\frac{\alpha_{p}}{\alpha_{i}})\rho_{i}+\sum_{i<p,i\not\in E_{p}}p_{i}\}]^{-1}$

$B_{\ell}$ $=$ $. \bigcup_{k=1}\ell E_{k}$

である.

4. 近似精度の検証

この節では, 3節で導出した近似式が, (i) 先着順, (ii) 2 クラス割り込み優先に対しては厳密
解と -致することを示し, またシミュレーションとの比較によって精度を検証する.
4-1. 先着順

各クラスの優先度係数がすべて同じであるとすると, 本論文で扱う優先方式は先着順になる. 近
似式 (7), (11) において $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{J}$ とすると

$\mathrm{E}[W_{p}]+\mathrm{E}[R_{p}]\simeq E[s_{\mathrm{P}}]+\frac{1}{2(1-p)}\sum_{i=1}^{J}\lambda_{i}E[S_{i}^{2}]$

となる. -方, 先着順の場合ここでのモデルは客が 1 クラスの $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ と見なせるからポラチェッ
クーヒンチンの公式より

$\mathrm{E}[W_{p}]+\mathrm{E}[R_{p}]=E[s_{\mathrm{P}}]+\frac{1}{2(1-\rho)}\sum_{i=1}\lambda_{i}JE[S_{i}^{\mathit{2}}]$
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を得る. したがって, 求めた近似式が厳密解と -致することが確かめられた.

4-2. 2 クラス割り込み優先方式

2 クラスの場合に $\alpha_{2}=0$ とすれば通常の
$\mathrm{M}/.\mathrm{G}/1$ の割り込み優先方式となる. 近似式に $\alpha_{2}=0$

を代入して計算すると

$\mathrm{E}[W_{1}]+\mathrm{E}[R_{1}]$ $\simeq$ $E[S_{1}]+ \frac{\lambda_{1}E[S_{1}^{2}]}{2(1-p_{1})}$

$\mathrm{E}[W_{2}]+\mathrm{E}[R_{2}]$ $\simeq$ $\frac{1}{1-\rho_{1}}\{E[S_{2}]+\frac{\lambda_{1}E[S_{1}2]+\lambda 2E[S_{2}^{\mathit{2}}]}{2(1-\rho)}.\}$

が得られる. -方, 2 クラスで割り込み優先方式の $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ の平均系内滞在時間は

$\mathrm{E}[W_{1}]+\mathrm{E}[R_{1}]$ $=$ $E[S_{1}]+ \frac{\lambda_{1}E[S_{1}^{2}]}{2(1-p_{1})}$

$\mathrm{E}[W_{2}]+\mathrm{E}[R_{2}]$ $=$ $\frac{1}{1-\rho_{1}}\{E[S_{2}]+\frac{\lambda_{1}E[S_{\iota}2]+\lambda 2E[s_{2}^{2}]}{2(1-\rho)}\}$

で与えられる [4]. よって, この場合も近似式は厳密解と –致することが確認できた.

4-3. シミュレーションとの比較

クラス数, サービス時間分布, 到着率, 優先度係数などを変化させて $\sqrt[\backslash ]{}$ ミュレーションを行い,
近似式の精度を調べた結果の–例を示す. 表 1は 4 クラスの $\mathrm{M}/\mathrm{M},\mathrm{E}_{2},\mathrm{H}_{2},\mathrm{D}/1$ において

$\bullet\lambda_{1}$ : $\lambda_{2}$ : $\lambda_{3}$ : $\lambda_{4}=3$ : 2 : 3 : 4

$\bullet$ $\mu_{1}=1.0,$ $\mu_{2}=2.0,$ $\mu_{3}=1.0,$ $\mu_{4}=2.0$

$\bullet\rho=0.5,0.7,0.9$

と設定した場合の平均系内滞在時間を示している. シミュレーション結果の欄は, 中央の数字が
シミュレーションの結果, 左右が 95% 信頼区間をそれぞれ表している.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{09}^{051}07277[276^{-182}2778]267[266267-268]682[182-86[673^{-}-682^{-27}-691832]1]7750[149-149149]8[762^{-}-773^{-}-784]$

$\rho$

$|_{1\epsilon l\iota\lambda}\backslash \text{値}\backslash \sqrt\backslash ^{\mathrm{z}}\text{レ}-\backslash \sqrt \text{ョ}\grave{\nearrow}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \approx \text{果}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{3}\mathrm{E}[W_{3}]+\mathrm{E}[R]\mathrm{E}[W_{4}])\underline{\mathrm{p}}41\backslash \lambda \text{値}\backslash \sqrt[\backslash ]{}\backslash \text{ュレ}-\sqrt \mathrm{a}\nearrow \text{結}\backslash \backslash \text{果}\sim+\mathrm{E}[R4]$

表 1: $\mathrm{M}/\mathrm{M},\mathrm{E}_{2},\mathrm{H}_{2},\mathrm{D}/1$
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他のシミュレーション結果も含めて検討すると, 比較を行ったかなりのケースで近似値は信頼
区間内に入っており, またシミュレーション結果との相対誤差は最大で 4% 程度と概ね良好な精
度であった. 一般に, サービス分布の変動係数の小さい場合は近似値が信頼区間に含まれるが, 変
動係数の大きい場合は近似値の方がやや大きい値をとるようである. またトラピック密度が高い
と, 値そのものが大きくなるため精度が上がる反面, トラヒック密度がさほど高くないときは近
似値がやや大きい値をとる傾向が観察された.

5. 最適化問題への応用

本節では, これまでに得られた結果の, 遅延に依存した割り込み優先方式をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ 待ち
行列システムにおける最適化問題への応用について述べる.

$J$ クラスの客を単 $-$サーバで処理する $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ 待ち行列システムにおいて

$\xi_{p}(R)$ : 優先方式 $R$ のもとでの $C_{p}$ の客の評価尺度

$C(\xi_{1}(R), \cdots, \xi_{J}(R))$ : システム全体のコスト関数

とする. 実現可能な優先方式の集合を $\mathcal{R}$ とし, 最適化問題

$|\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{o}$ $C(\xi_{1}R\in \mathcal{R}(R), \cdots, \xi_{J(}R))$

を考える.

例 平均系内滞在時間を評価尺度として, 線形コスト関数
ノ

$C( \xi_{1}(R), \cdots, \xi_{J(}R))=\sum_{p=1}C_{p}\xi_{p}$

を最小化する問題を考える. 実現可能な優先方式 $\mathcal{R}=$ (仕事量を保存する優先方式) の場合は,
$c_{P}/\lambda_{P}$ が大きな順に各クラスに対して割り込み優先権を与える方式が最適となる [2].
この結果は, (i) $R\in \mathcal{R}$ ならば $\sum_{p}\lambda_{p}\xi_{p}(R)=$ (一定), (ii) 線形関数は凸包の端点で最小値を

とる, という事実に基づいているため, 例えばコスト関数が凸関数で内点で最適解をとるような
場合には, 単純な割り込み優先方式だけでは最適な評価尺度を実現できない.

[2] では, 遅延に依存した非割り込み優先方式をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ において

1. リーグ分け/優先度係数を変化させて達成できる各クラスの客の平均待ち時間ベクトルは,
$J$ 次元実数空間における $J-1$ 次元超平面上の凸包をなす

2. この凸包の頂点は通常の押割り込み優先方式によって達成される

3. 達成可能な平均待ち時間ベクトルとリーグ分け/優先度係数は 1対 1に対応する

ことを示し, さらに達成可能な平均待ち時間ベクトルが与えられたとき, それを実現するリーグ
分け/優先度係数を求めるアルゴリズムを提案している.

同様な結果が, 遅延に依存した割り込み優先方式をもつ $\mathrm{M}/\mathrm{G}/1$ でも成り立つことが期待され
るが, [2] の証明は平均待ち時間に対する厳密解を用いているためここでは適用できない. そこで,

得られた近似式をもとに優先度係数 $\alpha_{p}$ を変化させたときの平均園内滞在時間の範囲を数値的に
調べてみた. 仕事量を保存する優先方式では, $\xi_{p}=CP$ の客の平均園内滞在時間に対して

ノ

$\sum_{p=1}\lambda_{p}\xi p=(-\hat{\mathrm{x}})$
(13)
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という関係が成り立つ [7]. したがって, 平均系内滞在時間ベクトルは (13) で表される $J-1$ 次
元超平面上に存在する.

6

グラフ 1: 優先度係数を変化させたときの平均系内滞在時間ベクトル (3 クラス)

実際, 3 クラスの結果をプロットした図 3を見ると, 平均系内滞在時間ベクトルは各クラスに
割り込み優先権を与えたときのベクトルを端点とする島回上を埋めるように分布していることが
確かめられる. 直観的には, 優先度係数を連続的に変化させると評価尺度も連続的に変化すると
考えられるから, 幽幽上の任意のベクトルはリーグ分け/優先度係数をうまく選ぶことで実現で
きると予想されるが, 厳密な証明はまだ得られていない. 待ち行列の連続性の議論等が必要にな
るであろう $[13|$ .
最後に, 平均総処理時間 $\mathrm{E}[R_{p}]$ のベクトルが与えられたとき, それが (近似式に関して) 達成

可能かどうかを判定し, 可能ならば対応する優先度関数を求める簡単なアルゴリズムについて説
明する. 準備として,

$f_{p}(x)= \mathrm{E}[R_{p}]\{.\sum_{?=1}^{p2}-(_{k=}\prod_{i+1}^{p-1}rk)\rho_{i}\}x+(1-\sum_{i=1}^{p-1}\rho_{i})\mathrm{E}[R_{p}]-\mathrm{E}[Sp]$

とする.

Input : $\lambda_{p},$ $\mathrm{E}[S_{p}],$ $\mathrm{E}[R_{p}],$ $(p=1, \cdots, J)$

Output : $\alpha_{p}(p=1, \cdots, J)$

Algorithm :
1. $f_{p}(X)=0$ を満たす $r_{p}(p=2, \cdot, . , J)$ を計算

2. $r_{p}\not\in[0,1]$ なる $P$ が存在 $\Rightarrow \mathrm{E}[R_{p}]$ は実現不可能
$r_{p}\in[0,1](p=2, \cdots, J)\Rightarrow \mathrm{E}[R_{p}]$ は実現可能

(a) $r_{i_{l}}=0$ なる $i_{\ell}$ で $E_{\ell}=\{C_{i_{l}}, \cdots, c_{i_{p+1}-}1\}$ にリーグ分け

(b) $\alpha_{p}\in E_{\ell}\xi_{\mathrm{i}}$

$\alpha_{i_{P}}=1$

$\alpha_{P}=\prod_{ji_{p}}^{p}=r_{j}$ , $p=i_{\ell}+1,$ $\cdots,$ $i\ell+1-1$

で求める
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それ以外の評価尺度について, 達成可能な評価尺度ベクトルが与えられたときにそれを達成す
る優先度係数を求める方法は見つかっていない. 評価尺度は–般に優先度係数に関して単調であ
るから, その性質を用いて優先度係数の空間を分割するなどの方法が考えられるであろう.
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