
バイナリ. シフ トに付随した相対可換子環の Bratteli 図式
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$R$ ’を超有限 $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型因子環とする。 $R$ の単位元を保存する $*-$ 自己準同型 $\sigma$ がシフ トであ

る & は $\bigcap_{h=.0}\infty\sigma(hR)=\mathbb{C}I$ を満たすときをいう $0$ 特に、 $R$ 上のシフ ト $\sigma$ がバイナリ. シフ ト

であるとは次の条件を満たすユニタリ作用素の列 $\{Tl_{n}\}$ が存在するときをいう。

(1) $u_{n}^{2}=I$ ,

(2) $u_{n^{r}}u_{m}=(-1)^{a(n}-m)\tau lmu_{n}$ ,

($) $R=\{u_{0,1}u,u_{2}, \cdots\}$”,

(4) $\sigma(u_{n})=\tau\iota n+1$

$(n, m=0,1,2, \cdots)$

ただし $a$ は $\mathbb{Z}$ から $\{0,1\}$ へ関数である。 この関数 $a$ は $a(\mathrm{O})=0$ かっ $a(n)=a(-n),$ $n\in \mathbb{Z}$

を満たす。 この $\{a(n)\}$ を signature 列という $\circ$ また signature 列が有限台をもっとは $d=$

$\max\{i\in \mathrm{N};a(i)\neq 0\}$ , signature 列の深さ, が有限値であるときをいう。

2 っのシフ ト $\alpha$ と $\beta$ が共役であるとは $R$ の自己同型 $\theta$ が存在して $\beta=\theta\alpha\theta^{-1}$ となる

ときをいい、 また外部共役であるとは $R$ の自己同型 $\theta$ と $R$ のユニタリ作用素 $u$ が存在し

$\text{て}\beta=\mathrm{A}\mathrm{d}u\theta\alpha\theta-1$ となるときをいう。

本考究録の榎本氏の解説にあるように Powers はバイナリ. シフトの共役類の分類を行

なった。 さらにバイナリ. シフ ト $\sigma$ の外部共役不変量として

$q( \sigma)=\min\{k\in \mathrm{N} ; \sigma^{h}(R)’\cap R\neq \mathbb{C}I\}$

は完全か、 という問題を提示し相対可換子環 $C_{h}(\sigma)=\sigma^{h}(R)’\cap R$ の研究の重要性を促した。

signature 列の深さが $d$ のとき

$C_{h}(\sigma)$ $=\{$

$\mathbb{C}I$ $(0\leq k\leq d)$ ,
$\{u: ; 0\leq i\leq k-d-1\}’$ ’ $(d+1\leq k)$
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と表される。 したがって、与えられた有限台をもつ signature 列に対して相対可換子環
$C_{h}(\sigma)=\sigma^{h}(R)’\cap R$ の列を調べることは $\{u_{n} ; n=0,1,2, \cdots\}$ で生成される有限次元

$C^{*}-$ 環 $P_{n}$ の列 $\{P_{n}\}$ を調べることに帰着する。また、 signature 列が漸近的に周期を持つ
場合にも、Burse-Yin の derived shift を用いて、有限台をもつ場合に帰着される。

$P_{n}$ を $\{u_{i} ; 0\leq i\leq n\}$ で生成されるぴ-環とし $P_{n}$ の中心を $Q_{n}$ とかく。 ここでの我々

の主張は、 この有限次元 C*-環瓦 の増加列 $\{P_{n}\}$ の Bratteli diagram を完全に決定でき

るというものである。

まず、疏の中心を $Q_{n}$ を調べる。 $u_{0}^{l}u(0)x1(1)\ldots x(n)u_{n}$ なる形の $P_{n}$ の元は線形独立であ

り、 $Q_{n}$ は $u^{l(0}u^{l}u^{x}01$) (1) $\ldots(nn)$ なる形の元より生成される。 そこで $u_{0}u_{1}u^{x}\approx(0)l(1)\ldots(nn)\in Q_{n}$

となるための同値条件を見てみると次のようになる。

$u_{0}^{l(0}uu_{n}(n)\in)x1(1)\ldots xQ_{n}$

$\Leftrightarrow$

$u_{0}n$

$u_{1}$
$x(0)x(1)\ldots u_{n}^{x}(n)$ は $u_{i}(1\leq i\leq n)$ と可換

$\Leftrightarrow$

$\sum_{h=0}a(i-k)X(k)=0$ $(0\leq i\leq n)$

最後の式は $F_{2}$ 上の線形方程式 $A(n)\mathrm{x}=0$ を表わす。ただし、$A(n)$ は $(i, j)-$ 成分が $a(i-j)$

の $F_{2}$ 係数の $(n+1)\backslash \cross(n+1)$ 行列

$A(n)=\{$

$a(0)$ $a(1)$ $a(2)$ $a(n)$

$a(1)$ $a(\mathrm{O})$ $a(1)$ $a(n-1)$
$a(2)$ $a(1)$ $a(0)$ $a(n-2)$

. . . . . :
$a(n)$ $a(n-1)$ $a(n-2)$ $a(|$$a(0)$

であり、 また $X=\mathrm{t}x(0),$ $x(1),$
$\ldots,$

$x(n))$ で $x(i)\in F_{2}(i=0,1,2, \cdots)$ である。 したがって

$Q_{n}$ の $u_{0}^{l(0}u_{1}^{x(}$
) $1$ ) $\ldots unl(n)$ なる形の元の個数は、 $F_{2}$ 上の線形方程式 $A(n)x=0$ の解 $X$ の個

数に等しい。 したがって $Q_{n}$ の次元は $2^{\mathrm{d}:}\mathrm{m}(\kappa_{\epsilon}\mathrm{r}A(n))$ となる。

以降、 $\{a(n)\}=\{0,1,1,0, \mathrm{o}, 0, \ldots\}$ として、 $Q_{n}$ の構造を見て行く ことにする。 この

$\{a(n)\}$ に対して $\dim(\mathrm{x}_{\mathrm{e}\mathrm{r}}A(n))$ を求めることによって $Q_{n}$ の次元を順に計算すると以下の

様になる。

$dim(Q_{0})=2$ , $dim(Q_{1})=1$ $dim(Q_{2})=2$ , $dim(Q_{\})=4$ ,

$dim(Q4)=2$ , $dim(Q\mathrm{s}^{)}=1, dim(Q_{6})=2$ , $dim(Q\tau)=1$ ,

$dim(Q8)=2$ , $dim(Q_{9})=4$ , $dim(Q_{10})=2$ , $dim(Q_{11})=1$ .
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これら $Q_{n}$ の次元、すなわち線形方程式 $A(n)X=0$ の解 $X$ の個数の周期が 6であること

は次の計算で分かる。

いま、 $\{a(n)\}=\{0,1,1,0,0,0, \ldots\}$ であるので、台の部分を両側に延ばし 11011を考

える。 そして、 これをひとつ横に順にずらしては足し合わすことを繰り返す。このようにし

て両端のみが 1 となるようにできる。すなわち、

1 1 0 1 1
11 $0$ 1 1

11 $0$ 1 1

1 $0$ $0$ $0$ $0$ $0$ 1

である。 このときの両端の 1の間隔が周期となる。 このことは $n=9$ のときの解を具体的

に調べれば、 どの部分に現れるか分かるであろう $0$

$A(9)=(0000000011$ $0000000111$ $0000001111$

.

$0000010111$ $0000001111$ $0010001101$ $0001100011$ $0001001110$ $0000011100$ $0000100010)$

より、 $A(9)x=0$ となるベク トル $X={}^{t}(x(0), x(1),$ $\cdots,$ $x(9))$ の成分について次の関係式が

成立っ。

$x(1)+x(2)$ $=0$

$x(0)$ $+x(2)+X(\S)$ $=0$

$x(0)+\approx(1)$ $+x(3)+x(4)$ $=0$

$x(1)+x(2)$ $+x(4)+\approx(5)$ $=0$

$x(2)+\approx(3)$ $+x(5)+x(6)$ $–0$

$x(3)+x(4)$ $+x(6)+x(7)$ $=0$

$x(4)+ae(5)$ $+x(7)+x(8)$ $=0$

$x(5)+x(6)$ $+x(8)+x(9)$ $=0$

$x(6)+x(7)$ $+x(9)$ $=0$

$x(7)+ae(8)$ $=0$

この関係式の (5), (6), (7)

$\{$

$x(3)+x(4)$ $+x(6)+x(7)$ $=0$

$x(4)+5)$ $+x(7)+x(8)$ $=0$

$x(5)+x(6)$ $+x(8)+x(9)$ $=0$
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を考える。 これらの辺々を足し合わすと、各 $x(i)$ が凸に属すことより $x(9)=x($ が従

う。 またひとつずれた (4), (5), (6)

$\{$

x(2)+x($) $+x(5)+x(6)$ $=0$ (4)
x($)+x(4) $+x(6)+x(7)$ $=0$ (5)

$x(4)+x(5)$ $+x(7)+x(8)$ $=0$ (6)

を考えると同様に $x(8)=x(2)$ が従う。 この様に順にずらしていく ことにより $x(7)=$

$x(1),$ $x(6)=x(0)$ が従う。 これらのことは、式 (2) から (7) より言えることである。 ま

た、残りの式 (0), (1) 及び (8), (9) は各 $x(i)$ の制約条件になる。今の場合はこれら制約条件

により $x(0)$ から $x(3)$ が定まり、それらが定まれば (2), (3) 式により $x(4),$ $x(5)$ は $-$意的

に定まる。またそれ以降は、先に導かれた $x(j+6)=\approx(j)$ $(j=0, \cdots$ で定められる。

ここで制約条件の式の (8), (9) を見ると、 これは $x(8)=X(2),$ $x(7)=x(1),$ $x(6)=X(0)$

より

$\{$

$x(\mathrm{O})+x(1)$ $+x(3)$ $=0$ (8)
$x(1)+ae(2)$ $=0$ (9)

と等価である。 これらと式 (0), (1) を合せて考えると

$\{$

$x(1)+x(2)$ $=0$ (0)
$x(\mathrm{O})$ +x(2)+ae($) $=0$ (1)
$x(\mathrm{O})+x(1)$ +x($) $=0$ (8)

$x(1)+x(2)$ $=0$ (9)

なる関係式が得られるが、 これは線形方程式 A($)X $=0$ と全く $-$致する。ただし、

$A(3)=$
である。すなわち、線形方程式 $A(9)\mathrm{x}=0$ の解ベク トルと A($)X $=0$ の解ベク トルとの

間には 1対 1の対応が付けられる。これと同じ議論によって、一般に線形方程式 $A(i)x=0$

の解ベク トルと $A(i+6)X=0$ の解ベク トルとのの間に 1対 1の対応が付けられる。

線形方程式 $A(3)x=0$ の解ベク トルは

$A(3)=$
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より

$X_{1}=\mathrm{t}0,0,0,$ $\mathrm{o})$ , $X_{2}=\mathrm{t}\mathrm{o},$ $1,1,1)$ ,

$X_{3}={}^{t}(1,0,0,1)$ , $X_{4}={}^{t}(1,1,1, \mathrm{o})$

である。 これに対応するユニタリ作用素の積はそれぞれ

$u_{0^{u}12\epsilon}^{000}uu^{0}$ , $u_{012}^{0111}uuu_{\mathrm{s}}$ ,

$u_{0^{u}1}^{10_{u_{2}}}0u^{1}$

’
$u_{0}^{1}u_{1}^{1}uu_{s}210$

となる。 またこの積自身が自己共役なユニタリ作用素となるように $\sqrt{-1}$ を掛けて

$u_{0}^{0}u^{0}u12300u$ , $\sqrt{-1}u_{0123}^{01}uu^{1}u1$ ,

$u_{0^{uu}}^{100_{u^{1}}}12s$

’
$\sqrt{-1}u_{012}^{1}u^{1}u^{1}u_{\}^{0}$

とし、 それぞれ 1, (123), (03), (012) と書く。 これらは位数 4の群となり、その生成元として

は (123), (03) の 2つが取れる。また $Q_{3}$ は $(123)^{\pm}(03)^{\pm}$ の線形和である。ただし、$(123)^{\pm}$

は自己誓約なユニタリ作用素 (123) の直交射影への分解、

$(123)^{+}= \frac{1+(123)}{2}$ , $(123)^{-}= \frac{1-(123)}{2}$

を表すものとする。 $Q_{\}$ の次元が 4であることと. $\{(123)+(03)^{+},$ $(123)^{+}(03)^{-},$ $(123)^{-(0}3)^{+}$ ,
$(12\bm{3})^{-(0}3)^{-}\}$ が、 $Q_{\}$ を線形に張ることに注意すれば、 これらが線形独立であり、極小射影

になっていることがわかる。

さきに見た、線形方程式 $A(i)x=0$ の解ベク トルと $A(i+6)X=0$ の解ベク トルとの

間に 1対 1の対応は $Q$: の極小射影と $Q:+6$ の極小射影との 1対 1の対応を引き起こす。 具

体的に $Q_{\}$ の極小射影と $Q_{9}$ の極小射影との対応を見てみよう。線形方程式 $A(9)\mathrm{Y}=0$ の

解ベク トルは

$(_{0}^{0}11$ $0111$ $0111$ $0011$ $0011$ $0001$ $0000$ $0000$ $0000$ $0000)$

$A(9)=$
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より

$\mathrm{Y}_{1}={}^{t}(0,0, \mathrm{o}, \mathrm{o}, 0,0, \mathrm{o}, 0,0, \mathrm{o})$, $\mathrm{Y}_{2}=(\ell 0,1,1,1,0,0, \mathrm{o}, 1,1,1)$,
$\mathrm{Y}_{3}=\mathrm{t}1,$ $\mathrm{o},$ $0,1,0,0,1,0,0,1)$ , $\mathrm{Y}_{4}=\mathrm{t}1,1,1,$ $\mathrm{o},$ $\mathrm{o},$ $\mathrm{o},$ $1,1,1,$ $\mathrm{o})$

である。 ところで先の対応でそれぞれの解ベク トルは巧と $x_{:}$ とがそれぞれ対応する。 $\mathrm{Y}_{*}$.

に対応するユニタ リ作用素の積は

$u^{0}u^{0}u^{00}2uu0_{u^{000_{u^{0}u}}}uu0$ , $u_{0^{u_{\iota}}}^{01}uu_{\mathrm{s}^{u}4\mathrm{s}}^{1000}21uu_{6}u_{78}^{\iota 1}uu_{9}^{1}$,

$u_{012}^{1}u^{00}uu\mathrm{s}^{u_{4}uu}100156u_{\tau^{u_{8}}}00u_{9}^{1}$ , $u_{0}uu^{1}1112u^{0}u^{0_{u^{0}}}\mathrm{s}4\mathrm{s}u_{6}^{1}u_{\tau}110u8u_{9}$

となる。先と同様に、 この積自身が自己共役なユニタリ作用素となるように $\sqrt{-1}$ を掛けて

$u_{0^{u_{12}}}^{00_{u^{00}}}u3u^{00}4u5u6u_{7}^{0}0u8u900$ , $\sqrt{-1}u_{0}^{0}u^{1}1u^{1}2u^{1}3u4\mathrm{s}0_{uuu_{78}}006111uu_{9}$ ,

$u^{1}u^{0}012u0u_{s^{uu}}^{10}456\tau 0_{u}1u00_{u^{1}}u89$

’
$\sqrt{-1}u_{0^{u_{1}uu}}^{111}2S0_{u_{4}}00u_{\mathrm{s}^{u^{1}u}}671u^{1}u_{9}80$

とし、 それぞれ 1, (123789), (0369), (012678) と書く。生成元としては先の対応を経由して

(12378-.9), (0369) の 2つを取るようにする。 したがって $Q_{9}$ の極小射影は $(123789)^{\pm}(0369)^{\pm}$

の 4つである。一般に $Q_{i}$ の極小射影と $Q_{i+6}$ の極小射影との対応もこれと同様にして定め

ることになる。 さらにこの 1対 1の対応は $Q_{*}$. と $Q_{i+6}$ の同型を誘導する。

ここで各 $n$ に対する $Q_{n}$ の次元および極小射影を以下に示しておく。

$n$ $\dim(Q_{n})$ $\{v(x):A(n)X=0\}$ $\{v(x):A(n)X=0\}$ $Q_{n}$ の極小射影
の生成元

$0$ 2 1, (0) (0) (0)
1 11 11
2 21, (012) (012) $(012)\pm$

$ 41, (123), (03), (012) (123), (03) $(123)^{\pm}(03)^{\pm}$

4 21, (123) (123) $(123)^{\pm}$

5 1 1 1 1
6 21, (036) (036) $(036)\pm$

7 1 1 1 1
8 2 $1,$ $(\underline{012}678)$ $(\underline{012}678)$ $(\underline{012}678)\pm$

941,$(\underline{123}789),$ $(\underline{03}69),$ $(\underline{012}678)$ $(\underline{123}789),$ $(\underline{03}69)$ $(\underline{123}789)^{\pm}(\underline{03}69)^{\pm}$
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次に窺から $P_{n+1}$ への包含行列を調べることを考える。 これは $Q_{n}$ の極小射影の $Qn+1$

での直交性を調べることである。また先のことより $Q_{\text{、}}$ の極小射影と $Qn+6$ の極小射影には

1対 1の対応があり、対応を通して $Q_{n}$ の極小射影の $Qn+1$ での直交性は $Qn+6$ の極小射

影の $Q_{n+7}$ での直交性に対応する。したがって、有限次元環の増加列 $\{P_{n}\}$ から定まる AF-

環の Bratteli diagram を見るには、最初の 6段を見れば以下はそれの繰返しである。

以下に $Q_{2}$ の極小射影の $Q_{3}$ における直交性を見てみよう。

$(012)+= \frac{1}{2}\{1+(012)\}$

$= \frac{1}{2}${1--(0$)+(03)+(03)(12$)}

$=(03)^{-}+(03)(123)^{+}$

$=(03)^{+}(123)^{+}+(03)^{-(23)^{-}}1$

同様に

$(012)-=(03)^{+}(123)^{-}+(0\epsilon)^{-}(123)^{+}$

なる直交関係が得られる。
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したがって $Q_{n}$ の極小射影に対して次のような直交関係の図式が得られる。

(0)

(012)

(123)

(03)

(123)

(036)
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これより $\{P_{n}\}$ の Bratteli diagram として次が得られる $0$

$(P_{0})$

$(P_{1})$

$(P_{2})$

(馬)

$(P_{4})$

(鳥)

$(P_{6})$

.

このように、与えられた signature 列より定まる $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ イナリ・シフ トに付随した相対可換

子爵の Bratteli 図式が得られるが、最後にバイナリシフトとして共役ではないがそれらに

付随した相対可換子環の Bratteli 図式が $-$致する場合として、以下の様な例があることを述

べておく。すなわち、

$a_{1}=(0,0,1, \mathrm{o}, 1,0, \cdots)$ , $a_{2}=(0,0,1,1,1, \cdots)$

は signature 列は異なるが、 これらより定まるバイナリ・シフトに付随した相対可換子環の

Bratteli 図式は–致する。
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