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命題論理の言語 $\gamma’\Gamma$

$n$ 人についての $\mathrm{t}(\mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\backslash \cdot,\cdot$
” 記号 $\mathrm{K}_{1)}\cdots,$ $K_{n}$ ( $n=1$ の場合は様相論理)

を加えた言語を $\mathcal{L}$ とする。演繹体系 $\mathrm{L}_{\mathit{0}}$ として、推論 $\frac{\varphi\varphi\supset\phi}{1\ell}(\mathrm{M}.\mathrm{P}_{\backslash })$ , $\mathrm{K}_{i^{\vee^{\wedge}}}^{r}\overline{(\varphi)}$

( $\mathrm{K}_{i}$ -rule) をもち、Axiom としてトートロジ.-全体と $\mathrm{K}_{i}(\varphi\supset\dot{\psi}^{1})\supset(\mathrm{K}_{i_{\backslash }^{(}}\varphi)\supset \mathrm{K}_{:}(\psi J))$ をも

つものをとり、一般に $\mathrm{L}$ として Lo に公理を追加する体系を扱う。
$\mathrm{L}$ について、 (命題論理の主和標馬形展開のように) 拡張さ札た意味での最小項の臭ま

り $\mathrm{w}_{\iota}$ を対応させ「L の論理式の $\mathrm{w}_{\iota}$ の要素による標準形展開」による特性化を試みる。
但しここで拡張された最小項を定義するために $\mathrm{t}$ ‘strictly know” なる概念と対応する記号

$\mathrm{K}_{\dot{\mathrm{s}}}^{r}[]$ を導入する。
命題論理の場合と同様に、体系 $\mathrm{L}$ と言藷 $\mathcal{L}$ の中の命題変数の個数を $m_{(}’\geq 1.$) 以下に制限

.してうる体系と言語を $(m)\mathrm{L}$ と $(m)\mathcal{L}$ とする。

$\mathrm{L}=\bigcup_{m=1}^{\infty}(m)\mathrm{L}$ , $\mathcal{L}=\bigcup_{m=\iota}^{\mathrm{o}}’\sim(m)c$

(I) 先に、各 $m$ について、 $(m)\mathrm{L}((m)\mathcal{L})$ に対しての標準形展開のための最小項の集まり
$\langle$

$r\mathrm{n})\mathrm{W}L$ を構成する方法を挺示し、 (II) その全体としての $\mathrm{W}_{L}$ を提示することを試みる,
( $\mathrm{I}_{\grave{J}}$ まず演繹体系 (m) $\mathrm{L}$ とは独立に、 $\text{言藷^{}(m)}\mathcal{L}$ の上の最小項の全体 (m)\\r を玲の深さ

$(\mathrm{d}/\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}^{\underline{\rho}}\mathrm{e})k$ ごとに階層的に定義する:

$(m)\mathrm{W}=^{\mathrm{t}^{\pi \mathrm{t}}})\backslash \mathrm{V}^{\mathrm{t}^{0}})\cup^{\mathrm{t}^{m}})\mathrm{w}(\iota)_{\cup}(m)1\mathrm{V}^{(’}-,)\cup$
$\cdot$ . .

定義 1

$(m)\mathrm{W}^{()}0def=$
$\{p_{1}^{\delta}\iota\wedge\cdots\wedge\cdot \mathrm{P}_{1}^{i_{m}}n|\delta_{1},$ $\cdot$ -. , $i_{m}\in\{0_{:}1\}\}$

$l$

$\oint=\{$
$p$ $(\delta=1)\backslash$

.
$\urcorner p(\dot{\delta}=0)$

$\langle m)\backslash \mathrm{V}(k+1)$ $de’=$
$‘ \int_{1}<g,$ $>|g\in^{\mathrm{t}m)}\mathrm{W}(k),$ $\mathrm{U}_{1},$

$\cdots,$
$\mathrm{U}_{n}\subseteq(m)\mathrm{w}^{()}k\}$

定義 2. $\mathrm{U}\subseteq(m)\backslash \mathrm{V}\{k$ ) に対し、

$*_{\mathrm{K}_{\mathrm{i}}[\mathrm{U}]^{\mathrm{d}}\cdot(^{\star}}= \text{\‘{e}}\dot{1}\mathrm{K}_{*}\mathrm{U})\wedge\bigwedge_{\subseteq \mathrm{U}\not\in \mathrm{X}(n\mathrm{w}1k)}.’\urcorner K_{\mathrm{i}(^{*\mathrm{x}}})$
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. $\mathrm{U}=\dot{\{}g_{1},$
$\cdots,$ $g_{d}$ } のとき、著 U $\mathrm{d}\epsilon\iota_{**_{g_{d}}}=g\iota^{}\cdots$

. $f=<g,$ $>$ に対し $\mathrm{Y}*f=^{f_{*}}\mathrm{d}\mathrm{c}g\wedge\wedge^{n*}\backslash ‘=11K’[\mathrm{U}_{l}.]$

定理 1 $(m)\mathrm{L}_{0}\vdash 2(m)\mathrm{y}\mathrm{v}\langle k)$

定義 3 論理式 $A\in(m)\mathcal{L}$ に対応する最小項の集合 $\langle$

$m)\mathrm{W}\sim 4$ (条件無し展開):

$\mathrm{t}^{\eta,)\mathrm{Y}\backslash \gamma_{BC}}(m)\mathrm{Y}1_{\mathrm{p}_{j}}\Gamma\wedge$

$=$
$\{p_{1^{\backslash }j}^{d_{1}1}\wedge\cdots\wedge p^{j}J’-1-$ A $p_{\text{ノ^{}\prime}}\wedge p_{j1}+p\wedge\cdots\wedge\delta \mathrm{m}t_{j}+|\mathrm{m}|\delta_{\iota,f}\ldots\delta_{-^{\iota_{r}\cdot\cdot\iota}}\check,\delta\tilde{J}\mathrm{T}’\cdots,$ $\delta_{m}.\in\{.0,1\}\}$

$=$ $\mathrm{t}^{n:})\mathrm{w}_{B}<k>\cap(\mathrm{m})\mathrm{W}_{C}^{<k>}$ $k=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}(\deg(B\grave{)}, \deg_{\backslash }(c\grave{J})$

$(m)\backslash \mathrm{V}\urcorner B$ $=$ $(m)\mathrm{W}(k)-(’\Gamma)\mathrm{W}_{B}$ $k=\deg(B)$

$(m)\mathrm{y}\mathrm{V}_{1_{\llcorner}^{r_{\mathfrak{i}}}}.(B)$ $=$ $(.\cdot f\in^{\mathrm{t}^{m})\mathrm{W}(1)}+|kf_{h}’(k)\subseteq^{\mathrm{t}^{m})\iota \mathrm{V}_{B}\}}$

但 $\text{し}f=<g,$ $>\in\langle m$ ) $\mathrm{W}^{(}k+1$ ) に対し、 $g$ を $f^{<k+1}\text{、}\mathrm{U}_{\mathrm{t}}$
, を $f_{\dot{\iota}}^{\mathrm{t}’)}\mathcal{K}$ とがく。

定義 4

$\mathrm{U}\subseteq(m)\mathrm{W}^{(\text{勺}}$ に対し $\mathrm{U}’=\{<f,$ $>|f\in \mathrm{U},$ $\mathrm{U}_{1)}\cdots,$ $\mathrm{U}_{n}\subseteq^{\mathrm{t}^{m})}.\backslash \mathrm{V}(k)\}$

$\iota-k$

とし、
$\mathrm{U}^{<l>^{\mathrm{d}\mathrm{e}}}=^{\mathrm{f}}\mathrm{U}^{\wedge}l\cdots i(l\geq k)$ とする。 また.、

$\prime \mathrm{U}’=\int_{1^{g}}|<g,$ $>\in \mathrm{U}_{:}$ for some $\mathrm{V}_{1},$

$\cdots,$
$\mathrm{V}_{\mathfrak{n}}\subseteq\langle m)\mathrm{w}\mathrm{t}x-1)\}$

定理 2 $A\in(m)\mathcal{L}$ に対し
$(m)\mathrm{L}_{0}\vdash$ $A\equiv^{t\mathrm{t}m)}\backslash \mathrm{v}_{4}$

.

定義 5 $(m)\mathrm{L}(\supseteq(m)\mathrm{L}_{0})$ に対し集合列 $(m)\mathrm{W}_{L^{*)}}^{(}(\subseteq(m)\mathrm{W}(k))(k=0,1,2,$ $\cdots\grave{)}\text{が^{}(m)}\mathrm{L}$ を特性化

するとは:
任意の $A\in(m)\mathcal{L}$ に対し $\deg(_{\mathrm{z}}4)=k$ とおくとき

$(m)\mathrm{L}\vdash A\Leftrightarrow(m)\mathrm{w}_{L}^{\mathrm{t})}k\subseteq(m)\}\mathrm{v}_{A}$ ( $\subseteq$ は有限集合の包含関係)

定理 3 $(m)\mathrm{L}(\supseteq(rn)\mathrm{L}0)$ に対し、 $(m)\mathrm{w}_{\iota^{)}}^{1^{\kappa}}’(k=0,1,2, \cdots)$ が $\mathrm{L}$ の特性化ならは、 $-4,$ $B\subseteq(m)\mathcal{L}$

につき、 $k= \max(.\deg(A), \deg(.B))$ ならば、

$(m)\mathrm{L}\vdash A\equiv B\Leftrightarrow(m)\mathrm{W}_{4}^{<k>}.\cap(m)\mathrm{w}_{L}(k)=(.m)\mathrm{W}_{B}^{<}k’*\cap(m)\backslash \mathrm{V}_{L}^{1}k)$ ( $=\mathrm{r}_{\wedge}^{+}$ 有限集合の $-$致)

$\backslash$

( $.4\in(m)\mathcal{L}$ に対 $\llcorner_{\text{、}}(m)\mathrm{W}_{A}^{<}k>\cap^{\mathrm{t}^{m})}\mathrm{w}^{1)}xk$ を $A$ のみ ( $\geq$ $\deg(A))$ 次の標準形展開という。)
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定理 4 $(m)\mathrm{L}(\supseteq(m)\mathrm{L}0)\backslash$ iこ対し、 $\mathrm{t}^{rr}$ ) $\mathrm{W}_{x}^{(.)}k(k=0,1,2, \cdots\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash |\text{が^{}(’n}’)\mathrm{L}$ の特性化となるための必要
十分条件は次の $\mathit{1}$) $\sim$ のである。

1) $:_{\forall f(f\in(^{(m})}$) $\mathrm{w}(|\kappa)-(m)\mathrm{v}\mathrm{v}\mathrm{t}^{\mathrm{e}}L)1\Rightarrow(m)\mathrm{L}\vdash*f\equiv\perp_{\grave{j}}$

$\sim\Phi)\forall A(\wedge 4\in \mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{i}_{0}\mathrm{m}(^{(m})\mathrm{L})\Rightarrow$ $(m)\mathrm{Y}\mathrm{V}_{L}\mathrm{t}|\kappa)\subseteq\{m)\backslash \mathrm{v}_{A})$

$\mathit{3})$ $\forall r=$ $\frac{A_{1},\cdots \mathrm{A}_{r}}{A_{0}’}\in \mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}(^{(_{J})}.n\mathrm{L})$
$f’\hat{\mathrm{L}}\mathrm{X}’.\mathrm{J}\sim^{s}\llcorner_{\text{、}}$

$(m)\backslash \mathrm{v}_{L}^{()}k_{\mathfrak{i}}\subseteq(m)\}\mathrm{V}.(A.\iota^{:}=1,$

$\cdots,$
$dr^{)}\Rightarrow(m)\mathrm{w}_{L}^{(0)}k\subseteq^{\mathrm{I}^{m})}\mathrm{W}_{40}((\text{旦し、}\deg(A\mathrm{t}_{i}\underline{\prime}.)=k_{i})$

(II)

定理 5 任意の $m(\geq 1)$ に対し $(m)\mathrm{L}(\supseteq\langle m)\mathrm{L}_{0})\tilde{\prime c}\text{特性化する集合列}(m)1\mathrm{v}_{L}^{(k)}(k=0,1,\underline{9}\cdots)|$

が与えられるなら、
$\forall A\in \mathcal{L}$ rank $(_{\backslash }.\prime 4)=m$ , $\deg_{\backslash }^{(A)}=k$ とおけば、

$\mathrm{L}\vdash.4\Leftrightarrow(m)11^{-(\dot{h})1^{m})}"\subseteq L\mathrm{W}A$

但し rank$(A)=A$ の中の命題変数の値数。
(証明) $;c_{\Leftarrow^{J}}$

’ は定義 $i3\searrow$ ら明らか。 $tc_{\Rightarrow}r$’も $\mathrm{L}\vdash-4\Rightarrow(m)\mathrm{L}\vdash$ 且から明らか。

この定理の意味で “
$\mathrm{f}\{^{(\pi\iota)}.\mathrm{w}_{L}^{\mathrm{t}^{\kappa}})|k=0,1,\underline{\prime)}..\}’,\cdot$ , $m=1,2,$ $\cdots.\}$ あるい 1ま $\mathrm{W}_{L}=\bigcup_{m=\iota}^{\prime_{J\supset}}\bigcup_{k=0}^{\infty}(m)\mathrm{W}_{L}^{\mathrm{t})}k$

は $\mathrm{L}$ を特性化している。 ’ $l$ といえる。

[特性化の例]

(1) 最初の Lo に対し:

$(m)\mathrm{W}_{L0}^{(}0)=(m)\mathrm{W}(0)$ ,
$\mathrm{r}$ $[$ $\mathrm{K}_{1}[\mathrm{U}_{1}]\backslash$

$|$
$g\in(m)\mathrm{W}_{r.\mathrm{n}}^{\mathrm{t}}k)$

$(m)\backslash \mathrm{V}_{\dot{l}\mathrm{j}}^{(k\iota)}+=\mathrm{t}^{<g}$

’ $>|$ $\forall j_{\backslash }\mathrm{r}\iota \mathfrak{s}_{j}\subseteq k\geq 1\mathrm{p}\mathrm{C}\overline{\mathrm{R}}\backslash \mathrm{j}\grave{\mathrm{c}}\mathrm{Y}(m)\forall j(’ \mathrm{L}|-‘’=\mathrm{v}\mathrm{t}k)1L0\text{ノ}jg_{j}\grave{\mathit{1}}(^{\mathrm{p})}$

(2) $(m)\mathrm{T}=(m)\mathrm{L}_{0}\mathrm{U}\{\mathrm{K}:(’\varphi)\supset\acute{\dot{r}}|\dot{\iota}=1, \cdots, 1i,,v\in(m)\mathcal{L}\}$ :
$(m)\mathrm{w}_{T}(0)(=m)\}\mathrm{v}(0)$ ,

$(m)\mathrm{W}_{T}^{\{x+}1)=\{<g,$ $>|$ $\forall j(k\geq \text{し}\forall jg\in\frac{g\in(m)\mathrm{V}_{T}- j}{1\text{に}*_{\backslash }\}}(k(m)(’ \mathrm{U}_{j}=g_{\text{ノ}^{}(.\dot{\mathcal{K}}})\mathrm{v}\mathrm{V}_{\tau^{\kappa}}^{\langle)}|),)\}$

(3) $(m)\mathrm{S}_{4}=(;n)\mathrm{T}\cup\{\mathrm{K}_{i(}\varphi)\supset \mathrm{K}_{i}(\mathrm{K}_{i}(\varphi)/)|l$

.
$=1, \cdots n" \varphi\in(m)\mathcal{L}\}$ :

$(m)\mathrm{W}_{\mathrm{S}}^{(}=(m)\mathrm{W}0)4(0)$ ,

$(m)\mathrm{w}_{\mathrm{s}_{\star}}^{\langle_{})}k\perp 1=\{<g,$ $>|$ $\forall\cdot j((k\geq 1\gamma\vec{\mathrm{c}};^{1}\mathrm{X}\backslash \forall j(g\in.\mathrm{U}j\subseteq^{\mathrm{t}.\eta)}g\in \mathrm{t}m\cup h^{\underline{\subset}\mathrm{U}}j’\cdot’))_{\}\mathrm{V}^{()}}7\llcorner \mathrm{s}\lambda h^{1k})_{i}\subseteq+\forall.j(\prime \mathrm{U}_{j}=’ g_{j}()\backslash \mathrm{v}^{r(},)Tg_{j^{k}\grave{\mathit{1}}}k1(\lambda).),$

$\}$
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(.4) $(\mathrm{m}),*=\mathrm{t}m)\mathrm{S}_{4^{\cup}}\{\urcorner \mathrm{K}i^{\mathrm{I}}\backslash \varphi j)\supset \mathrm{K}_{i}(_{\urcorner}\mathrm{K}_{\mathrm{i}_{\backslash }^{\mathrm{I}}}’\wedge\backslash \varphi^{)},)|i=1, \cdots n_{1}) \varphi\in(’\mathrm{m})\mathcal{L}\}$ :

$(i\mathrm{n})\iota.\mathrm{v}^{\prime 0}\backslash )(m)\mathrm{s}\mathrm{f}=\iota \mathrm{V}^{\mathrm{l}0)}$ ,

$\iota’m)\mathrm{W}_{\sigma_{\mathit{5}}}’\oint_{\vee}.\cdot\perp 1)=\{<g,$ $>\mathrm{i}$ $\forall.(g_{J}\subseteq\forall.j\forall j(_{(\bigcup_{h}^{\forall}}g_{J}\in k\geq(g\in \mathrm{U}\mathrm{j}j1m)\iota \mathrm{V}^{(\kappa_{S}\mathrm{I}}’(k)1|\mathrm{C}\mathrm{X}\tau‘\subseteq h\epsilon_{-}\mathrm{U}|j\mathrm{L}\mathrm{s}\mathrm{n}’\in 1- j\mathrm{I}h^{\mathrm{t}^{k})}h\mathrm{t}k)j)\subseteq j)\mathrm{t}(m)\backslash \mathrm{v}^{(k)},\backslash j_{(}’/\mathrm{u}^{\mathrm{v}_{\dot{d}}}=’ g_{\dot{d}},\{k\mathfrak{j})T\prime gi\kappa)1), \}$

(5) )
$\mathrm{K}_{(}Iarrow J$ )

$=(m)\mathrm{S}_{5^{\cup}}\{\mathrm{K}I(\Psi)\supset \mathrm{K}_{J}(\varphi)|\varphi\in^{\mathrm{t})}m\mathcal{L}\}$ :

$(m)\mathrm{w}_{\mathrm{K}}^{\mathrm{t}0})(larrow\sigma)=^{\mathrm{t}m)\mathrm{W}^{()}}0$ ,

$(m) \mathrm{W}_{\mathrm{K}}^{(,1}k+\mathrm{t}\mathit{1}-’)\int=\{<g,$ $>|$ $\forall j_{\backslash }(g\in.,\mathrm{t}^{m})’\backslash \backslash ^{\overline{i}}(T\forall((\cup^{\text{に対し^{}-\tau)}}\kappa)j)\forall j^{(}\backslash g_{j}^{(}\subseteq g\in k\geq 1.’\forall j\mathrm{U}_{\mathrm{J}}\subseteq\backslash ’\subseteq g)_{1}\mathrm{t}mk^{\wedge}))\mathrm{n}\in \mathrm{t}|h\mathrm{t}\kappa)^{j^{\mathrm{t}}}1_{!}kjj\text{ノ}(’\mathrm{U}_{J}=)_{1})k),\mathrm{t})gj\mathrm{t}k)\}$

公理 $K_{I}(\Psi)\supset \mathrm{K}_{J}(\varphi)$. の存在は $\mathrm{K}_{\langle J)}tarrow$ が、 $n$ 人のうち $I$から $J$への情報伝達のある体系
であることを表している。
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