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1 序

この小論では、 2次の反正則多項式写像族

$f_{c}(z)=\overline{z}2+C$, $c\in \mathrm{C}$ , :.
$\cdot$

$\text{の力学系を考える}$
。

$f_{c}$ 自身は正則ではないが、その 2 $\text{回合成だ^{}2}$ $(z)=(z^{2}+\overline{c})2+c$ は正則

にを定な義るでのでき、る $\text{。多}$

項式の時と同様に充填 Julia 集合 $K$
,。 $1=$

.
$K(f_{\text{。}}...)^{\text{及}}.\text{び}$

Julia 集合 $J_{c}$.
$=..\cdot.J(f_{C}.)$

を定義できる。

$K_{c}$. $=$ $\{_{Z\in \mathrm{c};\lim_{n}}f_{c}^{\mathrm{o}n}(arrow\infty Z)\neq\infty\}$ ,
$J_{c}$ $=$ $\partial K_{c}$ .

.

この族の connectedness locus :

$.M_{2}^{*}=.\{_{C\in \mathrm{C},J_{c}\text{が}}.\cdot \text{連}\{\mathrm{a}\mathrm{e}\}$

は Milnor [M2] により tricorn, $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{p}_{\circ}\mathrm{n}$ 達 [Rip] により Mandelbar 集合と呼ばれた。 そ
れは

.$\cdot$... $\cdot$

. $\cdot$ ... $\cdot$ .:-. $..’.\backslash \cdot,$

.
$M_{2}^{*}=\{_{C\in_{\mathrm{e}}}\mathrm{c};\mathrm{o}\in.K_{\text{。}}\}$ . $:.\cdot.\cdot...\cdot P$

.
$..\cdot.\cdot$

.
$.:..\cdot..\cdot\cdot.:..’-.\cdot,.\cdot$

.

とも特徴ずけられる。 $0$ はこの族の唯–の critical point であることに注意する。
$\mathit{1}\mathrm{W}_{2}^{*}$ は、 2次の多項式写像族 $P$

。$(z)=z^{2}+c$ に対する Mandelbrot 集合 $M_{2}$ のアナ
ロジーとみなされる。実際、それらは、連結であることなど、 ある程度共通の性質を持つ
(Nakane [Nakl] 参照)

。 図 1 を見よ。 その–方、正反対の性質を持つこともある。例え
ば、M。は局所連結と予想されているが、 $M_{2}^{*}$ は局所連結でない ([NS1])。以下に見るよう
に、弧状連結ですらない。 これは、我々の写像族が 2次ではなく、 3次多項式族の性質を
も合わせ持っていることを意味する。 (3次多項式族の connectedness locus は局所連結で
ない $|$ ) 実際、Milnor [M2] は実 3次多項式族の connectedness locus の中に tricorn 状の
集合を発見し、 3次多項式の力学系のモデルの–つとして、我々の写像族に到達したので
ある。 Branner [Bra] も参照せよ。 . .$\cdot$ .

このように、我々の写像族は、 2次と 3次の多項式の力学系を補間するものといえ
る。 更に、ゐが 3次のように振る舞うのは、 $c$ が奇数周期の hyperbolic $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{n}_{\mathrm{P}^{\mathrm{O}}}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ にお
いてであり、偶数周期の hyperbolic $\mathrm{c}\circ \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{p}_{\circ}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ では 2次のように振る舞うことも経験的
にわかっている。 2次多項式族との違いが現れるのは、我々の族がパラメータに関して正
則でないためで、奇数周期の hyperbolic component ではそれが顕著に現れるのである。
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さて、 Milnor は実 3次多項式族の connectedness locus の中の tricorn 状の集合
の近傍にジグザグ構造を発見し、 それが弧状連結でないことを予想した。 tricorn の非弧
状連結性については、 1993年夏に筆者達が彼から提起されたのが本研究の出発点であ
る。 nicorn が弧状連結でないことを示すには、ジグザグ構造を持つような奇数周期の
hyperbolic component を–つ見つければよい。 –方、実軸上の hyperbolic component は
実軸上の線分で周期 1の component と結ばれるので、 ジグザグ構造は持たない。 我々の
目標は、 奇数周期の hyperbolic component のうちで、 ジグザグ構造を持つものを特徴ず
けることにある。

最終的には、実軸及びその回転上にない全ての奇数周期の hyperbolic component の
近傍にジグザグ構造が存在すると予想しているが、 完全な証明はまだ得ていない。 証明
には Ecalle cylinder の理論を使う。 これは Lavaurs [Lav] が 3次多項式の connectedness
locus の非局所連結性を示すときに用いた方法に示唆されたものである。
簡単に証明の輪郭を述べる。奇数周期の hyperbolic component の境界は parabolic な

パラメータからなる。その境界から少しだけ外に出たときのパラメータ空間のトポロジー
を知るために、境界からの摂動を考える。摂動後の力学系、特に critical point の軌道
の性質を見たい。 その際、 Fatou coordinate で見ると非常に見やすい。 なぜなら、 Fatou
coordinate で考えると、 $f_{c}$ の力学系は実定数を加えることに等しくなるからである。摂
動後に、 critical point の軌道が充填 Julia, 集合に入れば、そのパラメータは $\mathit{1}\mathrm{W}_{2}^{*}$ に含ま
れ、 充填 Julia 集合の外に出れば、 $\mathit{1}\mathrm{W}_{2}^{*}$ の外にあることになる。 Fatou coodinates が摂動
後も連続なために、 Julia 集合としては、摂動前の parabolic Julia 集合を考えれば良い。
こうして Julia, 集合のトポロジカルな性質がパラメータ空間のトポロジーに翻訳される。
こうして、パラメータ空間の中のジグザグ構造の存在が Julia 集合の性質から導かれるの
である。 この議論を正当化するのが Ecalle $\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{d}\mathrm{e}\Gamma$ の理論である。実際、我々がパラメー
タ空間に見ているのは cylinder に映った Julia 集合の直なのである。

この問題を提起してくれた Milnor 教授、 Ecalle cylinder を用いるという Lavaurs
の方法を提示してくれた宍倉光広教授、及び Ecalle height という概念を我々に教示して
くれた Hubbard 教授に感謝する。 .

2 奇数周期の hyperbolic component の境界
序で述べたように、我々は $M_{2}^{*}$ の奇数周期 $k$ の hyperbolic component $W$ の境界 $\partial W$ の

近傍に注目する。 ここで�W 上の点は常に parabolic であることに注意する。それは反正
則力学系において特徴的なのだが、次の簡単な事実に由来する。

補題 2. 1 $z_{0}$ を反正則写像 $f$ の奇数周期 $k$ の周期点とすると、

$(\partial f^{02k}/\partial z)(Z_{0})=|(\partial f^{\mathrm{O}}k/.\partial\overline{z})(z0)|^{2}\geq 0$ .

更に、 $\sim 07$ を $f$ の偶数周期 $2k$ の周期点、 $w_{0}=f^{\circ k}(\sim 0\gamma)$ とすると、

$(\partial f^{02k}/\partial^{=}z)(w0)=\overline{(^{=}\partial f\circ 2k/\partial z)(Z_{0})}$.

証明. $\sim j7=f^{\circ}j(z0),$ $0\leq i\leq 2k-- 1$ とおく。 $z_{0}$ が $k$-周期点ならば $z_{k+j}=z_{j}$ 故、 chain
rule より次が従う。

$(’\partial f^{02}k/\partial z)(_{\sim 0}\gamma)$ $=$ $\Pi_{j0}^{k-}1(=f^{\text{。}2}\partial./\partial_{\sim}7)(_{Z_{2j})}$
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$=$ $\Pi_{j=}^{k-1}\mathit{4}Z_{\mathit{2}}j\overline{z_{2}}0j+1$

$=$ $\Pi_{j=0}^{k1}-4|_{Z_{j}}|^{2}$

$=$ $|(\partial f^{\mathrm{O}}k/\partial\overline{z})(z\mathrm{o})|^{2}$ .

同様にして後半部も示される。 $\iota$ .

このために、 $W$ からの分岐が強く制限され、実際 ‘ “周期 2倍分岐’ しか存在しな
い。 我々の族は特異点がただ–つのため、次を得る。

補題 2. 2 $c\in\partial W$ とすると、五は固有値 $\perp$ の parabolic なん周期点 $z$。を持つが、
$(\partial^{\mathit{2}}f_{\text{。}^{}\mathrm{O}}2k/\partial z^{2})(z_{\text{。}})=0$ ならば $(\partial^{3}f_{\text{。}^{}02k}/\partial z^{3})(z_{\text{。}})\neq 0$.

. . ..
.証明. z。の固有値は 1なので、その周りでの combinatorial rotation number は $0_{\mathrm{o}}$ よっ
て、 z。の immediate basin の個数は高々 $f_{\text{。}^{}02}$ の critical points の数である 2である。 $.\text{こ}$

れから補題は従う。 1

定義 2. 1 $(\partial^{2}f_{c}\mathrm{o}\mathit{2}k/\partial z^{2})(z_{\text{。}})--0$ の時 $c$ を cusp と呼ぶ。

さて、 $c\in\partial^{=}W$ ならばみには Fatou coordinates $\Phi_{\text{。},\pm}$ が存在する。つまり、 $.\Phi_{\text{。}.\pm}$ は $z_{c}$.
の attracting (repelling) petal $\Omega_{\pm}$ 上、

:. , . .:. .:

$\Phi_{\text{。},\pm}\mathrm{o}f_{\text{。}}\mathrm{o}2k(_{Z)\Phi_{\text{。}.\pm}(Z}=)+1$, :

を満たす。 Fatou coordinates には定数を加える分の自由度があるが、我々は反正則写像
を考えているので、適当な純虚数を加えることにより、

$\Phi_{c,\pm}\circ f_{C}^{\mathrm{o}k}(z)=\overline{\Phi_{\text{。}.\pm}^{-}(Z)}+1/2$,
$\vee^{\backslash }\cdot.\cdot.$ . ${ }$ .

を満たすように取れる。但し、 もはや残っている自由度は実定数を加える分だけである。
Fatou coordinates によって、 $f_{c}^{0\mathit{2}k}$. の基本領域は cylinder $\mathrm{C}/\mathrm{Z}$ と同型である。図 2を見よ。

定義 2. 2 Fatou coordinates の実部を phase、虚部を Ecalle height と言う。

補題 2. 3 Ecalle height (は conformal invariant である。

命題 2. 1 (Nakane-Schleicher [NS2]) critical vahte の Ecalle height は $\partial W$ - {cusp
点} の各連結成分を実解析的にパラメトライズする。各成分上ゐ達は $qc$ 同値である。

この命題は Nakane [Nak2] の結果のより直接的な別証明を与える。

定義 2. 3 $\partial W-$ {cusp 点} の連結成分を parabolic arc と呼ぶ。 Nakane-Schleicher $[NS\mathit{2}]$

は、任意の奇数周期の hyperbolic component の境界は 3個の cusp 点と 3本の pambolic
arc,$s$ からなることを示した。parabolic arc 上の力学系において、各 parabolic な周期点に
到達ずる external ray が丁度 1本のとき、その parabolic arc は non-principal と言い、そ
うでないとき、 principal という。 直観的に言うと、 principal parabolic arc には周期 1の
component からのフィラメントが到達している。
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3 Parabolic dynamics からの分岐

この節では parabolic arc から摂動したときの力学系の分岐を考察する。 parabolic arc を
$c=c(i),$ $t\in \mathrm{R}$ と表すことにする。 $c$ が $W$ の中から $\partial W$ を横切って $W$ の外に出るとし
よう。 そのとき、 repelling 及び attracting なん-周期点が�W で合体して parabolic にな
り、 $W$ の外で話-周期点に分岐する。 $c=c(t)+s$ とおく。 $s\neq 0$ の時、 2個のたまたは
2k-周期点は轟で展開される。その $f_{c}^{0\mathit{2}k}$ の不動点としての固有値は補題 $2^{-}.1$ より $W$

ではともに実数で、 $W$ の外では互いに複素共役になる。 これから簡単な考察により次を
得る。

補題 31 このとき $W$ の外で、 2彪周期点の固有値は

$p=1-\pm iA|S|?n+1/2+O(|_{S}|m+1)$ ,

と表される。 ここで $A\neq 0$ は実数で $rn\geq 0$ である。

証明. $c(t)$ は cusp でないので、 分岐した $2k$-周期点 $z=z(s)$ は $\sqrt{7},$ $r=|s|$ につい

て実解析的である。 よって、 その固有値 $\rho=\rho_{\pm}$ も $r^{1/\mathit{2}}$ について実解析的で、テイラー展
開すると、その係数は $tl_{arrow \text{つ}^{}}..\text{いて実解析的_{である}}$ 。 $\rho_{\pm}$ をまず $.W$ で考えると、 そこでは
実数だから、

$p_{\pm}=1+\Sigma_{j=0}^{\infty}A\pm.jrj+1/2+\Sigma_{j=1}^{\infty}B_{\pm.j}rj$ , $A_{\pm,j},$ $B_{\pm,j}\in \mathrm{R}$,

と、 $r^{1/2}$ でテイラー展開される。 これを、 $\overline{W}$ の外で考える。 それには $7^{-}$
. を $-r$ で置き換

えればよい :. .. , $\cdot$

’

$\rho_{\pm}=1+i\Sigma_{j=0}^{\infty}(-1)^{j}A\pm,jr^{j}+1/\mathit{2}+\Sigma_{j=1}^{\infty}(-- 1)^{j}B_{\pm.j}r^{j}$ . .
$\rho-=\overline{\rho_{+}}$ より、 $A-.j=-A_{+:j}$ , $B-.j=B_{+.j}$ がすべての $j$ について成り立つ。 再び $W$ で

考える。 $r$ を $-7$ で置き換えると、

$\rho_{\pm}=1\pm\Sigma_{j=0}^{\infty}(-- 1)^{j}Ajrj+1/2+\Sigma_{j=1}^{\infty}.(-- 1)^{jj}Bjr$, $A_{j},$ $B_{j}\in \mathrm{R}$ ,

と書ける。 さて、 $A_{j}=B_{j}=0,0\leq i\leq m-1_{\text{、}}$ さらに $B_{m}\neq 0$ と仮定すると、

$p_{\pm}=- 1+(-1)^{m}B_{m}r^{m}+O(rm+1/\mathit{2}),$ $rarrow+0_{c}$.

となるが、 これは、 $W$ でん-周期点の-つが $\mathrm{a}’\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\text{、}$ もう -つが repelling であると
いう事実に反する。 よって $B_{m}=0$ が示された。 すべての $i$ について $A_{j}=0$ とすると、
$\rho_{\pm}\equiv 1$ となり矛盾する。 よって補題が示された。 1

Lavaurs [Lav], Shishikura [Shi] によると、 $\pi/4<|arg(\rho-1)|<3\pi/4$ なら Ecalle
cylinder が存在するので、 この評価から、摂動後も Ecalle cylinder の存在が保証される。
つまり、 いわゆる egg-beater dynamics が存在する。 直観的にもこの補題は 2k-周期点の
周りでの回転 ( $=\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{g}$-beater) の存在を示唆する。但し、 Ecalle cylinder が存在する $r$ の

範囲が parabolic arc 上、 局所一様にとれること、 とりわけ、 上の補題の主要部 $A_{m}$ が消
えるような $t$ でも-様にとれることを示す必要がある。 そのためにはより精密な解析を
必要とする。後の補題 3.3を見よ。

我々が用いるのは、 incoming cylinder から outgoing cylinder への transit map で
ある。 これは、 $fc$. の高位の合成を表現する cylinder isomorphism である。従って、 Fatou
coordinates では定数を加えると言う写像であるが、我々の Fatou coordinates の取り方
から、 次が示される。
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補題 32 Transit map は Ecalle height を変えない。

証明. incoming cylinder と outgoing cylinder で同じ Fatou $\dot{\mathrm{c}}$oordinate をとってみると、
$f_{c}^{0\mathit{2}k}$. は phase を 1だけずらすので、Ecalle height を変えない。–方、補題 23より、Ecalle
height は Fatou coordinates のとり方に依らない。 よって、任意の Fatou coordinates $|$こ

対し、 transit map は Ecalle height を変えない。 1 $-$ . .
摂動後の 2 $k$-周期点の周りでの first return map $R_{t,s}$ を考える。それは、上の transit

map $\chi_{t.s}$ と、 incoming と outgoing の二つの Fatou coordinates $\Phi_{\pm t.s}$ の間の座標変換で
ある Ecalle 変換 $E_{t,s}$ の合成である。 図 3を見よ。 first return map は線形化することに
より固有値を用いて . $\backslash$

:... $\cdot$

$R_{t,s}(w)=w- \frac{\pm 2\pi i}{\log\rho_{\pm}}$ , $\pm Imw>0$ ,
.. $\mathrm{i}$

と表されるので、逆に first return map の性質から、 固有値の性質が解るのである。その
性質とは、 Ecalle height への影響である。 しかし、 上の補題から transit map は Ecalle
height を変えないので、Ecalle 変換の影響が問題になる。Hmlle 変換は Fatou coordinates
から計算できる。 . $\cdot$

$E_{t.s}(w)$ $=$ $\Phi_{+,t.s}\circ\Phi-.t,S(-1)w$

$arrow$ $E_{t.0}(w)$ , $sarrow 0$

$=$ $w\pm i\pi(i(f_{C(}^{\mathit{2}k}t)’ z_{t})-\iota)+O(^{-}1/w),$ $\pm Imwarrow\infty$ .

ここで $z_{t}$ は $f_{\text{。}}(t)$ の parabolic な k-周期点で、

$i(f, Z_{0}) \equiv\oint_{\wedge}|\sim-z_{0}|<\epsilon\frac{az}{z-f(z)}$

. $\cdot$

$J^{J}$

は正則関数 $f$ の $z_{0}$ における holomorphic index (Milnor [M1] 参照) で、 今の場合、

i(聯)’ $z_{t}$ ) $= \frac{2(\theta f_{\text{。}(}^{\mathit{2}}kt)/:_{\gamma}\partial_{\sim}3)(_{\sim}7t)}{3\{(\partial^{\mathit{2}}f^{2k}\text{。}(t)/=\partial \mathcal{Z}^{2})(Zt)\}^{2}}$,

と表される。 これらを比較考察することから次を得る。

補題 3.3補題 3.1において、 $A_{j}--0,0\leq i\leq m-1,$ $A_{m}\neq 0$ とすると、 $B_{j}=0,0\leq$

$j\leq 2rn$ . 更に、 $A_{m}(t)=O((t-t0)^{\ell})$ ならば $B_{\mathit{2}m+1}(t)=o((t-t_{0})^{\mathit{2}\ell})$ .

証明. $\rho\pm=1\pm i(A_{\eta}r^{m+1/2}+\ldots)+Bnr+7l\ldots$ , とすると $\pm Imw>0$ で、

$\frac{\pm 2\pi i}{\log/J\pm}$ $=$ $. \frac{\pm 2\pi i}{\pm iA_{m}r^{m+/\mathit{2}}+1B_{n}r-n(\pm iA_{m}r+1/2+m\ldots)^{\mathit{2}}/2+}\ldots$

$2\pi$

$=$ $\overline{A_{m}rm+1/\mathit{2}}(-1\pm\{B_{n}r^{n}+(A_{m}^{22m+}r)1/2\}/iAmrm+1/\mathit{2}+\ldots)^{-1}$

$2\pi$

$=$
$\overline{A_{m}r^{m+1/}\mathit{2}}(1\pm i\{B_{n}r^{n}+A_{m}^{\mathit{2}}r^{2m+1}/2+ .. \}/A_{m}r^{m+/\mathit{2}}1+ ...)$

$=$ $\frac{2\pi}{A_{m}rm+1/2}\pm i\pi(^{-}1+\frac{2B_{n}}{A_{m}^{2}}r^{n}-\mathit{2}m-1)+\ldots$ ,
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となるので、

$R_{t,s}(w)=w- \frac{2\pi}{A_{m}r^{m+1/\mathit{2}}}\pm?,\cdot\pi(-\frac{2B_{n}}{A_{m}^{\mathit{2}}}r^{n}-2m-1-1)+\ldots$ ,

と表される。 $rarrow 0$ のとき、 この右辺の虚部は上の $E_{t,0}$ の右辺のそれと -致しなければ
ならないので、 $n=2m+\iota-$ かつ、 $-2B_{2m}+1/A_{m}2=i(f_{c}^{\mathit{2}}(t)’\sim tk\gamma)$ でなければならない。 この

最後の等式の右辺は $t$ の実解析関数故、左辺もそう。 よって補題の最後の主張が従う。 1

この証明の中で、 $m,$ $=0$ つまり $A_{0}(t)\neq 0$ のときは簡単な計算により $\text{、}i(f_{C}^{2}.(t)’\sim t)k\equiv 7$

$-2B_{1}(t)/A_{0}(b)^{\mathit{2}}$ が従う。 恐らく、 $A_{0}(b)\neq 0$ と思われるが、 $k=1-$ のときを除けば確認す
ることは出来ない。 $k=1$ のときは、 $A_{0}(t)=0$ となるのは cusp 点に限ることもわかる。
こうして、 Ecalle cylinder が parabolic arc 上、 局所一様に存在することが従う。
そして、outgoing cylinder に映った Julia集合の情報が、transit map を通して incon而 g

cylinder 内の情報である、 critical value の Ecalle height と結びつく。 そして、摂動後の
critical value の軌道が制御できる。 こうして、パラメータ空間における必要な情報を得る
ことができるのである。 . .

..
我々の場合、パラメータ空間にジグザグ構造の存在を言うのであるが、そのためには

parabolic arc 上の力学系において、 Hubbard tree が実解析的弧を含まないことを示せば
よい。 というのは、 このとき、 この Hubbard tree の outgoing cylinder への像は cy\’iinder
の赤道にはなり得ず、上下にぶれる。このぶれがパラメータ空間のジグザグ構造を生じさ
せるのである。

ちなみに、実軸上にはジグザグ構造が存在しないのは、 Hubbard tree が実軸上の線
分となり、 その cylinder への像がちょうど赤道になるからである。

そこで、 Hubbard tree の性質が問題になるが、それについては次節で考える。

4Hubbard tree $\emptyset$ combinatorial study
前節同様、 $W$ を奇数周期 $k\geq 3$ の hyperbolic component, $c$ をその parabolic arc からと
る。 通常 Hubbard tree は critically finite な写像に対し、 critical orbit を充填 Julia 集合
内の regular arc で結んだ tree として定義する。我々の考えるのは parabolic な力学系の
ため、 critically fimite ではないが、 Fatou $\mathrm{c}\mathrm{o}\iota \mathrm{n}_{\mathrm{P}^{\mathrm{O}}}11\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}$ 内ではホモトビ–類を考えること
にすれば、 Hubbard tree を定義できる。 $f_{c}$ の Hubbard tree を H。とかく。

周期 3以上の hyperbolic component は周期 2の hyperbolic component $W_{\mathit{2}}$ のある
limb $L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ に属すことは、Mandelbrot 集合のときと同様に、 external angle の計算か
ら容易に解る。 ここで $p/q$ は�W。の固有値 $e^{\mathit{2}\pi\cdot i.p}/q$ の parabolic なパラメータ $c_{p/q}$ に対
応する。 $L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ は $\mathit{1}\mathrm{W}_{\mathit{2}}^{*}-\{c_{p/q}\}$ の、 $0$ を含まない連結成分の閉包として定義される。

我々は Hubbard tree をホモトピ一類として定義したが、 次の補題は、 repelling 2-
周期点においては、ホモトピ=類の中にもし実解析的弧があっても高々–つしかないこと
を意味する。

補題 4.1 H。は $f_{c}$. の repelling な 2-周期点 w。を含む。 また、 $H$
。

$\cap$ みの点は $W_{C}\mathrm{Y}_{\mathrm{c}}^{}$集積
する。

証明. $H$
。

$\cap J_{c}$. 上 w。が孤立しているとすると、 $w_{c}$ はある Fatou component の境界上
にある。 その component は周期的でその周期は偶数でなければならないので、 parabolic
basin ではない。 しかし critical point は–つしかないので、 これはありえない。 1
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定義 41 $M_{\mathit{2}}^{*}$ の奇数周期の hyperbolic component が maximally tuned とは、周期が 1よ
り大きい hyperbolic component の tuning による像になっていないことを言う。言い替え
れば丁度 1回だけくりこみ可能ということである。

次の補題は、H。の w。での局所的な性質が実際に Ecalle cylinder に映されることを
意味する。

補題 42 $c$ が maximally tuned hyperbolic component の principal parabolic arc 上にある
とき、 $H_{c}$ 上の w。の inverse orbit の点は $z$。に集積する。

証明. . \tilde \mbox{\boldmath $\gamma$}。の $H_{c}$ 内の任意の近傍 $I$ に対し、 $\bigcup_{n>0}f_{\text{。}}"(I)=$ H。を言えばよい。そうでな
いとすると、 $\bigcup_{n\geq 0}f_{C}\mathrm{o}n(I)$ の z。を含む成分 $J$ は、 ある $m<k$ に対し $f_{\text{。}^{。}m}$ で forward
invariant な tree である。 $J$ の近傍 $U$ を external rays と equipotential curves でうまく
取ると、 $f_{c}^{\mathrm{o}m}$. : $Uarrow f_{c}^{\mathrm{o}m}.(U)$ は 2次の $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{P}^{\mathrm{o}1\mathrm{n}\mathrm{o}\iota \mathrm{n}}}\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{a}1$ -like map になる。 よって $f_{c}$. は $f_{c}^{\mathrm{o}m}$.

と $f_{c}^{\mathrm{o}k}$. の少なくとも 2回繰り込み可能であり、 これは maximally tuned の仮定に反する。
I

補題 43 $c$ は $L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ 内の maximally tuned hyperbolic component の principal parabolic
arc 上にあるとし ‘ $q$ は奇数とすると、 $H_{c}$ は w。の近くに実解析的野を含まない。

証明. 仮定より H。は w。で $q$ 本の枝に分かれる。 $f_{c}^{0\mathit{2}}$ は、 w。の周りで combinatorial
rotation number $p/q$ をもつ。つまり、 この $q$ 本の枝を permute することに注意する。そ
のうちの 2本 $I_{1},$ $I_{\mathit{2}}$ が w。で実解析的弧を成すとする。 $I_{1}=f$

。
$\mathit{2}m(I_{2})$ となる $m<q$ を

とると、 $q$ が奇数のため、 $f_{c}^{0\mathit{2}}m(I_{1})$ は $I_{2}$ にはなり得ない。 よって、 $I_{1}$ を通る 2本の実解
析的弧があることになる。補題 $\mathit{4}^{-}.1$ より、 これは-致の定理に反する。 1 .

$q$ が偶数の時は、境時点ではもう -つ仮定をしなくてはならない。

定義 42limb $L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ を考える。 その上の $f_{\text{。}^{}\circ}2q+2(c)=f_{\text{。}^{}\circ 2q}(C)$ を満たす M云 iuoewicz

点 $c$ で、 それは $q$ 本の枝を持つ。 $q$ が偶数の時、その limb の中心をなす 2本の枝を
$L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ の bmnch $oJ$ symmetry という。 $q$ が奇数の時はそのような枝は存在しない。
branch of symmetry 上、 全ての分岐点で対称な枝を通って得られる弧を arc o.f symmefr:..$\cdot$

..y
という。

例えば、実軸上の $\mathit{1}\mathrm{W}_{\mathit{2}}^{*}$ の部分は arc of sylllmetry である。 補題 4.3と同様にして次を
得る。 . $\cdot$

補題 4.4 $c$ は $L_{p/q}(W_{\mathit{2}})$ ($q$ は偶数) 上、 arc of symmetry の上にないような maximally tuned
hyperbolic component $\sigma$) principal parabolic arc 上にあるとする。H。は $w_{\text{。}の}$ inverse orbit
のある点で、 実解析的弧を含まない。

証明. $c$ が arc of symmetry 上にないことから、 u)。の inverse orbit のある点 $w_{c}’$で、 $H_{c}$

は $J_{c}$ の “arc of symmetry” でないことがわかる。 よって、 f。で蝿を w。に写して前補
題と同様の議論をして、 また $w_{c}’$ に戻すことにより補題を得る。 1

Arc of symunetry 上では同様には証明できない。 しかし、 $q\neq\underline{9}$ ならば、数値実験は
arc of syrnrnetry 上に奇数周期の hyperbolic component は存在しないことを示唆してい
る。 筆者達は、 このとき arc of symmetry は $W_{2}$ で tuning した Mandelbrot 集合に含ま
れると予想している。

以上の議論をまとめる。
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定理 4.1 tricorn は、 arc ofsymmetry 上にない maxirimlly tuned な奇数周期の hyperbolic
component の principal parabolic arc の近くで弧状連結でない。

証明. 仮定を満たす hyperbolic component の principal parabolic arc 上の点 $c_{0}$ で、 crit-
ical value の Ecalle height が $0$ のものをとる。上の議論より、 $H_{C\text{。}}$. の repelling cylinder へ
の像は線分ではない。 よって、 repelling cylinder 内で Kc。の像の外に開集合 $U_{0}$ , $V_{0}$ を、

$\partial U_{0}$ の最下点の Ecalle height が負、 $\partial V_{0}$ の最上点の Ecalle height が正になるようにと
る。 H。。はそれらの間を通る。

$c_{t}$ を、 parabolic arc 上 critical value の Ecalle height が $t$ の点とする。 $qc$ 同値性
から $|t|$ が小ならば $U_{0},$ $V_{0}$ は $c_{t}$ の力学系でも同じ性質を持つ。補題 3.2より transit
map (は Ecalle height を変えないことに注意する。 よって、 $\delta>0$ と $\mathit{1}\mathcal{V}I_{2}^{*}$ の外の開集合列
$A_{n_{\int}}.B_{n}$ で、 parabolic subarc $\gamma_{0}=\{c=c_{t} ; |t|<\delta\}$ に収束するものがとれることを示す。
各 $t$ に対し、 $f_{c_{t}}$. の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}_{\text{�}}$ cylinder 内の砺の、 Ecalle height が $t$ の点 $u_{t}$ をとる。 そ
れらの phase が全て等しくなるように Fatou coordinates をとると、 transit map により
critical value は $u_{t}$ に写される。従って、 $c_{t}$

. に収束するパラメータ列 $c_{\mathit{7}\mathrm{t}}=c.t+s_{n}$ と自然
数列砺で、 $f_{c,}^{\text{。}}k_{n}(10)=u_{t}$ を満たすものがとれる。 明らかに $C_{?l}^{\cdot}$ は $\mathit{1}\mathrm{W}_{2}^{*}$ の外にある。 $C_{7l}$ の

近傍として、 $A_{n}$ をうまくとれば、 これが求めるものである。 $B_{n}$ も同様にとれる。
同様に、 $U_{0}$ と $V_{0}$ の問にある、 critical point の inverse orbit の点 $v_{t}$ を考える。 $J_{c}$.

は critical point の inverse orbit の閉包に含まれるので、 そのような点は必ずとれる。上
と同様にして、 $c_{t}$ に収束する隠密 $c_{n}’$ が存在する。それは $f_{C_{1\mathrm{l}}}^{\circ\ell_{?}},1(0)=v_{t}$ を満たすので、 $\mathit{1}\mathrm{W}_{2}^{*}$

のある hyperbolic component に入る。 こうしてジグザグ構造の存在が示された。 1
maximally tuned でな $\text{く}$ ても、 有限回繰り込み後に $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\iota \mathrm{n}\prime \mathrm{d}$Jly tuned になれば、 同様

の議論が成り立つ。 このときは、適当な周期の repelling な周期点で考えればよい。残る
のは $q=2$ の時の arc of symmetry 上の場合、 cまり、有限回の繰り込みで実軸上に写
される場合である。数値実験は、 この場合でも弧状連結でないことを示唆している。それ
は、 baby tricorn が tricorn 本体と同相でないことを意味し、 3次の polyno而」-like maps
の場合、 straightening $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{p}$ が連続ではないという Douady-Hubbard [DH] の結果に対応
している。

予想 4.1 $tri_{C}oTn$ は、巻軸とその回転上にない全ての奇数周期の hyperbolic component の
principal parabolic arc の近くで弧状連結でない。
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浸動 総

$rightarrow_{\vee}’\sim\Omega_{+}\swarrow$ $\sigma A\Omega_{-}-$

$.\wedge\forall[\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\partial^{\backslash ,\mathrm{t}}\sim-’\{arrow|\backslash 1\backslash \prime\prime\sim\sim\gamma’\sim\backslash \swarrow\Delta\backslash \backslash \backslash \sigma’--\vee^{\wedge}\backslash \backslash J1\backslash \mathrm{t}$

$\bigwedge_{\S_{(,\dot{\gamma}}}$

.

$\searrow^{\Phi_{\mathrm{t}_{-\prime}-}}$

.

$c\propto \mathrm{C}\mathrm{t}^{\sim}\alpha \mathrm{C}\mathrm{A}\backslash \iota’)\backslash \S$

$\mathrm{c}\gamma.\cdot.\cdot...e\backslash _{|\nu\backslash \Lambda}^{\backslash }\iota^{-}$ $\gamma Q\mathrm{P}^{\overline{\mathrm{e}}11^{\backslash }}|\nu\backslash \tau\lambda$
$\mathrm{c}_{f^{(_{\mathfrak{l}}}}\backslash$ い

$\mathrm{A}_{4^{\neg}\ulcorner}$

$\succ.,$
$\mathrm{C}\mathfrak{t}^{\neg*_{1\mathrm{c}0}}\backslash \mathfrak{c}\backslash$

$t^{-\cdot\lambda_{i}}\llcorner^{\backslash }\backslash \vee$

$\cdot\neg_{\backslash \backslash }-\cdot\backslash _{1^{\backslash }}\alpha/\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT},\simeq \mathrm{u}’\backslash \backslash \mathrm{t}^{\backslash k\sim\alpha}\triangleright$

$\mathrm{e}_{-\mathrm{t}^{-}\backslash }\backslash _{1^{\backslash }}\mathrm{c}\alpha$ ( い蝋\epsilon
$\triangleleft\backslash ^{\backslash }\cdot\Re\supset L\prime \mathrm{t}i3_{\mathrm{t}}$

$.\wedge \mathfrak{l}^{\backslash }V\triangleright-\alpha k^{\mathrm{t}}$
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寝 $.\ovalbox{\tt\small REJECT}-$ 収

憶

$\mathrm{R}_{\uparrow 5}$

,
$=$ $\lambda_{\mathrm{t}.s}$ $\mathit{0}^{\cdot}\mathrm{F}\uparrow.>^{\sim}$

図. $-\ni_{-}$
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