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1. 序

本稿では次の定理についての動機, 応用, 及びその証明について報告する.

定理 1.1. $(A, \mathrm{m})$ を 2次元 Cohen-Macaulay 局所環で剰余体は無限体のもの, $I,$ $J$

は $\mathrm{m}$ -準素イデアルとする. 次の条件

(1) $R(I),$ $R(J)$ は Cohen-Macaulay,

(2) $I$ は整閉,

(3) $Y=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}R(J)$ とおくとき, $Y$ は正規スキームであるか, または $IO_{Y}$ が可逆

層である,

が充されるとき, $R(I, J)$ は Cohen-Macaulay 環となる。

ここで $R(I),$ $R(J)$ はそれぞれ Rees 環をあらわし, $R(I, J)$ は 2重 Rees 環すな

わち $R(I, J)=A[It, Js]$ の形の $A$-代数のこととする ( $t,$ $s$ は $A$ 上の不定元).

$R(I, J)$ の Cohen-Macaulay 性については, [V1], [HHRTa] などで調べられてお

り, そこでは定理 1.1 の条件 (1) まで仮定し, (2), (3) の代わりに $I$ と $J$ の joint

reduction number がゼロという条件を仮定して $R(I, J)$ の Cohen-Macaulay 性を

導いている. また [V2] では $A$ が 2次元正則局所環で $I,$ $J$ が整閉な m-準素イデ

ア)であるとき, $I$ と $J$ の joint reduction number がゼロとなることを導いており,

従ってこのときは $R(I, J)$ は Cohen-Macaulay となっている. さらに J. Ribbe は,

$A$ が rational な 2次元局所環のとき (cf. 定義 13), $I,$ $J$ が整閉な m-準素イデア

$)$で (このとき [Ll; Theorem 7.1] と [ $\mathrm{L}\mathrm{T}$ ;Corollary 54] より $I$ と $J$ の reduction

number はそれぞれ 1以下となり Rees 環 $R(I),$ $R(J)$ は Cohen-Macaulay となる)
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$IO_{Y}$ が可逆層であるとき $I$ と $J$ の joint reduction number がゼロとなることを示

している (cf. 補題 15). 定理 1.1は Ribbe 氏の結果の影響を受けて得られたもの

であり, さらに彼及び筆者は以下に述べる Lipman のアイデアに影響され, $R(I, J)$

の Cohen-Macaulay 性に興味を持つことになった. そのアイデアというのは Rees 環

$R(I)$ の rational ’註が, 特殊な $J$ を選んでの $R(I, J)$ の Cohen-Macaulay 性から導

かれるのではないかというものである.

以下, Lipman の手法を述べる. $(A, \mathrm{m})$ を Noether 局所環, $J,$ $J$ を $A$ のイデアル

とする. $B=A[It],$ $C=A[Js]$ とおき ( $t,$ $s$ はそれぞれ $A$ 上の不定元), $M$ を $B$ の

極大な斉次イデアルとし, $X=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}B,$ $Y=$ Proj $C$ とおく.

補題 12. $\mathrm{Y}’=$ Proj $B[Js](B[J_{S}]=A[It, J_{S}])$ とおく. もし $\mathrm{Y}$ が正則スキームで

$IO_{Y}$ が可逆層ならば, $Y’$ も正則である.

証明. $B[Js]=A[It, JS]$ で, $t,$ $s$ の次数を $\deg t=0,$ $\deg s=1$ と思うことにする.

次数付き環の射 $A[Js]arrow B[Js]$ を考えると, これは A-スキームの射 $\mathrm{Y}’arrow \mathrm{Y}$ を導

く. $Q\in \mathrm{Y}’$ ととり, $\mathrm{q}=Q\cap C\in \mathrm{Y}$ とおく. $C_{(\mathrm{q})}$ で $\mathrm{q}$ に属さぬ $C$ の斉次元による

局所化とする. $C_{(\mathrm{q})}\cong \mathcal{O}_{Y,\mathrm{q}}[\tau, T^{-1}]$ であり ( $T$ は不定元), これは正則環. また $IO_{Y}$

は可逆であるから, $IC_{(\mathrm{q})}\cong IO_{Y,\mathrm{q}}[T, T-1]$ は単項イデアルである. 今, $B[Js](Q)$ は

$A[Js](\mathrm{q})$ [It] を局所化したものであり, $C_{(\mathrm{q})}$ $[It]=c_{(\mathrm{f}\mathrm{l})}[IC)t(\mathrm{q}]$ で, これは正則環上の単

項イデアルによる Rees 環であるからやはり正則である. 従って $O_{Y’,Q}=[B[J_{S}](Q)]0$

は正則局所環となる.

定義 13. 正規整域 $A$ に対し, $A$ が rational (rational singularity のみを持つ) と

は, 正則スキーム $\mathrm{Y}$ と双有理な固有射 $\mathrm{Y}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ が存在して, $H^{i}(Y, O_{Y})=(0)$

$(i>0)$ をみたすことである.

以下, $A$ は 2次元 excellent rational な局所環で, $I$ は $\mathrm{m}$-類素イデアルとし, $B=$

$R(I)$ は正規であるものと仮定して, 局所環 $R(I)_{M}$ の rational 性を調べてみる. [L2:

Theorem] より $X$ は特異点解消, $Yarrow X$ を持つ. $Y$ は $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ の特異点解消でもある

から, $A$ の rational ’[生より, $H^{i}(\mathrm{Y}, \mathcal{O}_{Y})=(0)(i>0)$ である. さらに [L2; p. 155 $\mathrm{C}$]

より, $Y$ は, ある $\mathrm{m}$-準素イデアル $J$ により $Y=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}R(J)$ の形に書ける事がいえる.
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$-$方 [L3; Theorem 4.1] によれば, $Y$ が Cohen-Macaulay で $H^{0}(Y, O_{Y})=A$ かつ

$H^{i}(Y, O_{Y})=(0)(i>0)$ ということから, 十分大きい $e$ をとって, $R(J)^{(e)}=R(J^{e})$

は Cohen-Macaulay となる. よって始めから $R(J)$ は Cohen-Macaulay と仮定し

てよい. いま $IO_{Y}$ は可逆層だから ( $Yarrow X$ が存在していることに注意), 定理

1.1 を角いて $R(I, J)$ は Cohen-Macaulay と成る. $Y”=Y’\cross \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}B_{M}$ とおく.

$Y”=$ Proj $R(JB_{M})$ に再び [L3; Theorem 4.1] を適用して, $H^{i}(Y^{\prime\prime,\mathit{0}_{Y’}}’)=$ (0)

$(i>0)$ となる, 補題 12 より $Y”arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}B_{M}$ は特異点解消であるから $B_{M}$ は

rational.

結局次の主張が示された. (ここでは定理 1.1は使われていない)

定理 14(Lipman-Ribbe). $(A, \mathrm{m})$ は excellent rational な 2次元局所環,’ $I,$ $J$ は

整閉な $\mathrm{m}$-準素イデア) $\triangleright$ とする. このとき $R(I)_{M}$ は rational である.

最後に Ribbe の示した結果を簡単に紹介して, この節を終わりにしたいと思う.

補題 15(Ribbe). $(A, \mathrm{m})$ は 2次元 rational な局所環, $I,$ $J$ は整閉な m-準素イデ

ア)で $IO_{Y}$ が可逆層であると仮定する. このとき $R(I, J)$ は Cohen-Macaulay で

ある.

証明. $a\in I,$ $b\in J$ を $I,$ $J$ の joint reduction, すなわち, 十分大きい整数 ?7 に対

して $(IJ)^{n+1}=(aJ+bI)(IJ)^{n}$ を充すものととる. $IJO_{Y}$ は可逆なので, $IJO_{Y}=$

$(aJ+bI)O_{Y}$ となる. よって完全列 $0arrow O_{Y}arrow JO_{Y}\oplus IO_{Y}arrow IJO_{Y}[a,b]arrow 0$ がとれ

る. 今, $H^{1}(Y, O_{Y})=(0)$ より, $H^{0}(Y, JoY)\oplus H^{0}(Y, Io_{Y})[a,b]arrow H^{0}(Y, O_{Y})$ は全射.

$I,$ $J,$ $IJ$ は整閉なので, 上の全射は $J\oplus I^{[a}-,IJb$
]

に他ならなく, 故に $IJ=aJ+bI$.

これは, $I,$ $J$ が joint reduction number ゼロということをいっており (これが定義),

よって [HHRTa] から $R(I, J)$ の Cohen-Macaulay 性が従う.

この証明をみても解るように, Ribbe 氏の証明は 2次元 rational ring の性質に依っ

ているところが多いように思える. しかしながら, 次節で述べるように, 定理 1.1の

証明はイヂア)の analytic deviation の理論に依ったものであり, analytic deviation

の理論の高次元化はかなり進んだものがあるので, これを用いて定理 1.1や $R(I)$ の

rational 性の判定の高次元化が得られないであろうかと思っている.
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2. 定理の証明

以下, $(A, \mathrm{m})$ は 2次元 Cohen-Macaulay 局所環で, $I,$ $J$ は m-準素イデアルとす

る. $B=R(I)=A[It],$ $C=R(J)=A[Js]$ とおき, $M,$ $N$ をそれぞれ $B,$ $C$ の極大

な斉次イデアルとする. また $Y=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}c$ とおく.

補題 21. $B,$ $C$ は Cohen-Macaulay 環とする. $Y$ は正規スキーム であるか, また

は $IO_{Y}$ が可逆層であると仮定する. このとき次は同値である.

(1) $R(I, J)$ は Cohen-Macaulay 環.

(2) $\mathrm{d}_{\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}}\mathrm{h}c_{N}/IC_{N}>0$ .

証明. イデア) $IC_{N}$ について, $\mathrm{h}\mathrm{t}_{c_{N}}ICN--1,$ $P(IC_{N})=2$ である ( $\ell-$ は analytic

spread のこと). 実際, $\mathrm{h}\mathrm{t}_{c_{N}}IcN>0$ は自明で, 全射 $C/ICarrow C/\mathrm{m}C$ があること

から $\dim C/IC\geq 2$ となり, $\mathrm{h}\mathrm{t}c_{N}IcN=1$ となる. また, 同型 $C_{N}[It]/NC_{N}$ $[It]\cong$

$A[It]/\mathfrak{m}A[It]$ より, $P(IC_{N})=p(I)=2$ となる. $K$ を $I$ の minimal reduction とする

とき, $KC_{N}$ は $IC_{N}$ の minimal reduction であり, $r\kappa c_{N}(IC_{N})--\Gamma\kappa(I)$ となること

が容易にわかる (ここで嫁よ reduction number とした). いま $B$ は Cohen-Macaulay

なので, $a(G(I))<0$ となり, $r\kappa c_{N}(IcN)\leq 1$ がいえる. さらに, 任意の $Q\in V(IC_{N})$

で $\mathrm{h}\mathrm{t}_{C_{N}}Q=1$ となるものに対して, $(IC_{N})_{Q}$ は単項イデアルとなっている. 実際,

$Q\in V(IC)$ で $\mathrm{h}\mathrm{t}_{C}Ic=1$ ならば, $Q$ は $IC$ の極小素イデアルであり, $Q\in Y$ となる.

もし $IO_{Y}$ が可逆ならば, $IO_{Y,Q}$ は単項で, $IC_{Q}$ も単項となる. もし $Y$ が正規ならば

$O_{Y,Q}$ は $\mathrm{D}.\mathrm{V}$ .R. となり, やはり $IO_{Y,Q}$ は単項である. これは $IC_{Q}$ が単項であること

を意味する. よって, [ $\mathrm{H}\mathrm{H}$ ;Theorem 29] が適用できて, $G(IC_{N})$ が Cohen-Macaulay

であることの必要十分条件は, $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}CN/IC_{N}>0$ となる. いま $R(I, J)$ が Cohen-

Macaulay ならば, $R(IC_{N})$ も Cohen-Macaulay であ- り, $G(IC_{N})$ が Cohen-Macaulay

となり, $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}C_{N}-/IC_{N}>0$ を得る. 逆に, $G(IcN)$ が Cohen-Macaulay ならば, [ $\mathrm{G}\mathrm{H}$ ;

Proposition 24] $‘ \mathrm{k}\text{り}a(G(IC_{N}))=\max\{r\kappa c_{N}(IC_{N})-\ell(.ICN), -1\mathrm{u}\mathrm{t}c.NCIN\}<0\text{と}$

なるので, $R(IC_{N})$ が Cohen-Macaulay となり, これは $R(I_{2}.J)$ が Cohen-Macaulay

を意味する.

次の補題は–般の状況で成立する.
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補題 22. $(A, \mathrm{m})$ を Noether 局所環で, 剰余体 $A/\mathfrak{m}$ は, 無限体とする. $I,$ $J$ は $A$

のイデア) で, $\mathrm{h}\mathrm{t}_{A}\text{」}>0$ となるものとする. このとき, 元 $a$ \in 」が存在して, $a$ は $J$

の minimal reduction の $-$部であり, $IJ$ : $a\subseteq\overline{I}$ を罪す.

証明. $A$ は被約と仮定してよいことは容易に確かめられる. $S=B[t^{-1}]\subseteq A[t, t^{-1}]$

(拡張された $I$ の Rees 環) とおく. $S$ も被約であり, $\overline{S}$ を $S$ の全商環における整

閉包とすると否は Krull 整域の直積である. $\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{s}_{\overline{S}}\overline{S}/\mathrm{r}^{1}\mathrm{S}=\{P_{1}, P_{2,\ldots,r}P\}$ とお

く. ここで $\overline{S}_{P_{i}}$ は $\mathrm{D}.\mathrm{V}$ .R. となる事に注意する. $V_{i}=\overline{S}_{P_{i}},$ $\mathfrak{n}_{i}=P_{i}\overline{S}_{P_{i}}$ とおく.

$JV_{i}\neq(0)$ なので, $J\not\subset J\mathfrak{n}_{i}\cap A$ となる. $a_{i}=J\cap\text{」}\mathfrak{n}_{i}(i=1, \ldots, r)$ とおく. -方,

$\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{h}cc/\mathrm{m}C=\{\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}, \ldots, \mathfrak{p}_{u}\}$ とおき, イデア) $\mathrm{b}_{j}\subseteq A$ を $\mathrm{b}_{j}t=[\mathfrak{p}_{j}]_{1}$ となるものと

する. このとき $\mathfrak{a}_{i},$ $\mathrm{b}_{j}$ は $J$ に真に含まれるイデア)であり, $a$ \in 」を $a\not\in(\cup\alpha_{i})\cup(\cup \mathrm{b}_{j})$

となるものを取ることができ, これが求める元である. 実際, $as\in C$ は $C/\mathrm{m}C$ の

斉次なパラメーターの–部となるので, $a$ は $J$ の minimal reduction の–部となる.

$IJ$ : $a\subseteq\overline{I}$ を示す. $a\in A$ を $ax\in IJ$ ととる. $ax/1\in I\text{」}V_{i}=aIV_{i}$ であるから,

$x/1\in IV_{i}$ . また, $I\subseteq t^{-1}\overline{S}$ であり, $t^{-1}\overline{S}=Q_{1}\cap Q_{2}\ldots\cap Q_{r}$ を準素分解 $(\sqrt{Q_{i}}=P_{i})$

とすれば, $x/1\in IV_{i}\subseteq Q_{i}\overline{S}_{P_{i}}$ . 故に $x\in Q_{i}(i=1, \ldots, r)$ となる. 従って $x\in t^{-1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となり, $xt\in\overline{S}$ となる. これは $x\in\overline{I}$ 意味する.

れ

$L$

定理 1.1 の証明. $(a, b)\subseteq J$ を minimal reducution で, $a$ は補題 22でとったも

のとする. $I$ は整閉なので $I\text{」}$ : $a=I$ となっている. as $\in C$ が C/IC-正則元

であることを示す. そうすれば $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}CN/IC_{N}>0$ で補題 2.1 より $R(I, J)$ が

Cohen-Macaulay となる. そこで $C/ICarrow asC/IC(1)$ が単射であることを斉次成

分ごとにみる. つまり, 任意の $n\geq 0$ に対して, $J^{n}/I\text{」^{}n}arrow aJ^{n+1}/IJ^{\dot{n}+1}$ が単射

をいう. それには $IJ^{n+1}$ : $a=I\text{」^{}n}(n\geq 0)$ を示せば十分である. $n=0$ で

正しい. $n>0$ とし, $n-1$ で正しいと仮定する. (i.e. $(a)\cap IJ^{n}=aIJ^{n-1}$ を

仮定する.) 今, $C$ が Cohen-Macaulay なので, $G(J)$ も Cohen-Macaulay であり,

$a(G(J))<0$ であるから, $J^{2}=(a, b)\text{」}$ となっている. $x\in I\text{」^{}n+1}$ : $a$ とする.

$ax\in IJ^{n+1}\cap(a)$ であり, $I\text{」^{}n+1}\cap(a)=(a, b)IJ^{n}\cap(a)=aIJ^{n}+(a)\cap bIJ^{n}$ で

あり, $(a)\cap bI\text{」^{}n}=b(I\text{」^{}n}\cap ((a) : b))=b(IJ^{n}\cap(a))$ であり, 帰納法の仮定より

$(a)\cap I\text{」^{}n}=aI\text{」^{}n-1}$ , よって $ax\in aIJ^{n}$ . 従って $IJ^{n+1}$ : $a\subseteq I\text{」^{}n}$ を得る. 逆の包含
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は明らか.
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