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1 。問題とモデル

ここで扱う問題は、$\mathrm{n}$ 個の動物がある縄張りの独占をめぐって競う現象の理
論的説明づけから示唆されたゲームであり、 $\mathrm{n}$企業間のある新製品の市場をめ

ぐる競争や広告の問題といったマーケットゲームとしてモデル化できるゲー
ムである。

$\mathrm{n}$人のプレーヤ達がある市場をめぐって対立している。その対立はその市場を
独占するために努力を投入し、その努力投入をどこまで維持できるかという対
立であり、 $[0,\infty)$ の中で最も長く維持できたプレーヤがその市場を独占できる。
この市場は時刻 $t\in[0,\infty)$ では $v(t)\geq 0$の価値があり、勝者は独占できた時点以後

の価値を手に入れることができる。 しかしながら、時刻 $\mathrm{t}$ まで努力投入を維持
すれるためには $H(t)$ の (累積) 費用を使わなければならない。各プレーヤは、

どの時刻まで努力投入を維持すべきか考え投げればならない。
この種の問題にあっては、プレーヤ達にとって利用できる情報様式には二つ

の型がある。各プレーヤが他人の n-l人の行動が常に観測でき、どの時刻におい
ても他の何人が努力投入を維持しているのかが情報として知らされる場合を
Noisy 型とよび、反対に全員が情報防護を行い各プレーヤが他の $n-1$人のうち何

人があきらめ何人が頑張っているかが全く知らされず、市場を独占できた時点
で始めて他の $n-1$人が断念したことがわかる場合を Silent型とよぶ。
後の議論のため以下のような仮定を設定する :

(1) 各プレーヤにとって許された行動区間は $[0,\infty)$ 。

(2) 市場の価値 $v(t)$ は上に有界な連続関数として、

$0\leq v(f)<\infty\text{、}t\in[0,\infty)\text{、}$ さらに $\int_{0^{\mathcal{V}(t)d}}^{\infty}f<\infty\circ$

(3) $V(x)= \int_{x}^{\infty}v(f)dt$ とおく $0$ したがって $V(x)$ は $[0,\infty)$上で連続的微分可

能で $V(0)>0$, $V(\infty)=0$ かつ $V(f)\geqq 0$ $t\in[0,\infty)$ 。

(4) 累積維持費用 $H(t)$ については $H(0)=0$が自然だが $H(t)$ は連続的微

分可能 $0\leq H(0)<V(0)$ かつ $h(t)=H’(t)>0$ $t\in(0,1)$

と仮定しておく。
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次に $\ovalbox{\tt\small REJECT}[0,\infty)$ 上の実数値関数 $M_{i}(x_{1},\cdots,x_{n})$ に対して Player $i$ が混合戦略と
$i=1$

して $[0,\infty)$ 上の $cdfF_{i}(x_{i})$を用いたときの期待値として

$M_{i}(F_{1},F_{2}, \cdots,F_{n})=\int^{\infty}\cdots\int^{\infty}M(i2’\cdots,x_{n}X_{\mathrm{t}},x)dF(\chi)1\iota\ldots n(dF\chi_{n})00$

および

$M_{i}( \chi_{1},F,\cdots,F2n)=\int^{\infty}\cdots\int^{\infty}M(_{X}i1’ x\cdots,X_{n})dF(2)x_{2}\cdots dF(002’:nx_{n})$

という記号を使用する。 さらに
$\gamma=\sup\{t. |V(t)>0\}$ ;

$\theta(t)=\exp[-\int_{0}^{Z}\{h(t)/\nabla(t)\}dt$

とおく。
どころで、 $n$人のプレーヤのうち $k$人が最後まで頑張り同時亥|J $t$ で努力を打ち

切ったときは、時刻 $t$ 以後の市場の価値のすべてを $k$人で平等に分けるものとす

る。すなわち $k \text{人^{の}各々は}\frac{1}{k}V(t)$ を手に入れる。

この $n$人ゲームにおいては、各プレーヤの競争相手は他の $n-1$ 人というより
はむしろ他の $n-1$ 人の中で最後まで頑張るプレーヤであろう。従って、もし
Player $i$ が純戦略 $x_{i}\in[0,\infty)$ を用い、 $n$人の各々が共通に $[0,\infty)$上の $cdfF(X_{i})$ を

混合戦略として用いたとすると,player 2から Player $n$ が選んだ純戦略のうち
最大値 $\mathrm{y}$ は $(n-1)f(y)\{F(y)\}^{n-}2$ for $y\in(0,\infty)$ で与えられる Pdf を持つ混合戦
略に従ってプレーすることとなるから Player 1の平衡戦略はこの Pdf との応答
から定まってくることがわかる。

2 $\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{G}$ a $\mathrm{m}\mathrm{e}$

$n$人のプレーヤの各々は、互いに他の $n-1$ 人の行動が観測できない状態に置
かれており、 $(0,\infty)$ のどの時点まで努力投入をするあらかじめ決定し、自分の決

めたその計画時刻が実現されてみてはじめて,自分が勝者となり得たのかそうで
ないかが知らされるというのだから、 Player $i$ の純戦略は $x_{i}\in[0,\infty)$ とする

$(i=1,\cdots,n.)$
。

$M_{1}(x_{\iota},\cdots,x_{n})$ を Player $i$ が純戦略 $x_{i}$ を用いたときの Player 1 への期待利得
とし、 Player 2 から Player $n$ の選んだ純戦略 $x_{2},\cdots,x_{n}$ の中で最大値を $\mathrm{y}$ とす
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る。 そして、 $X_{1}=y$ の時は Player 2から Player $n$ の中の $k-1$ が最大値 $\mathrm{y}$ を選

ぶことになったとする。ただし, $k=1,\cdots,n_{0}$ そうすると

(2.1)
$M_{\iota}(X,\cdots,X)1n=\rfloor(1/-H(k)V(X)\iota-H(X_{\iota})X_{1}),$

,
$x_{1}<yx_{1}=y$

$[V(X_{1})-H(X_{1})$ , $x_{1}>y$

が得られる。混合戦略はケ ‘–ムの対称性より全プレーヤに共通な $cdfF(\chi_{i})$ とし、
区間 $(0,u)\subset(0,\infty)$ 上の density part $f(x_{i})>0$ のみで構成される、 というクラ
スから平衡戦略を見つけ出すことにする。点 $0$ での mass part を $0$ としてより

ことは、二人ゲームの解析から容易にわかる [1] 。

Player 1 が純戦略を用い、他の $n-1$ 人混合戦略 $F(x_{i})$ を用いたときの

Player 1 への期待利得 $M_{1}(x,F,\cdots,F)$ は、Player 2から Player $n$ が選んだ純戦
略のうち最大な値 $\mathrm{y}$ が $(n-1)f(y)\{F(y)\}n-2\text{、}$ for $y\in(0,u)$ で与えられる pdf
をもっから
(2. $\cdot$ 2)

$\mathrm{r}$

エ $u$

$M_{1}(x,F,\cdots,F)=$ $0\leq y\leq uy\geq u$

したがって
$M_{1}(x,F,\cdots,F)=v_{1}^{o}$ for $aIlx\in(0,u)$ ;
ロ

$(n-1)f(t)\{F(f)\}n-2df=1$
$0$

を満足するように考え
$\{F(x)\}n- 1=H(x)/V(x)$ $0\leq x\leq u^{o}$

ただし $u^{o}$ は $V(x)-H(x)=0_{\text{、}}x\in[0,\infty)$ の唯–根と選ぶと

$M_{1}(X,F,\cdots,F)=iV(x)-H(0,\chi)<00,\leq_{X}\leq \mathcal{U}^{O}X>\mathcal{U}^{o}$

が成立する。以上より次の定理を得る。

定理 1 。
$u^{0}$ を $V(x)-H(x)=0$ の [ $0_{\text{、}}\infty)$ における唯–根とし、 $cdfF^{0}(\chi)$

を

$F^{0}(X)=$ $0\leq x_{0}\leq u^{0}x\geq u$

とすると、$(F^{0},\cdots F^{0})$ は (21) で与えられる $n$人非 $0$ 年ケ $-$ムの–つの平衡点とな

30



り、 この平衡点に対応する Player $i$ への平衡値を $\mathcal{V}_{i}^{0}$ とすると $v_{1}^{0_{=\cdots=}0}\mathcal{V}_{2}=0_{\circ}$

注: この結果によると、 $H(x)$
.

$= \int_{0}h(t)dt,$
$V(x)= \int^{\infty}\mathcal{V}(lxt)dt$ であるから、それまでの

努力投入量とそれから以後の入手できるすべての価値か等しくなる点が $u^{o}$ であ

り、 $cdfF(x)$ はその比を競争相手の数 $n-1$ の $( \frac{1}{n-1})$ 乗で与えられることとなる。

3 。 $\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{G}$ a $\mathrm{m}\mathrm{e}$

ここでは,前節と逆に、各プレーヤは互いに他の $n-1$のうち何人がまだ努力投入
を続けているのかが常に観測できるものとする。このモデルにおいても Player $i$

の純戦略 $x_{i}\in(0,\infty)$ とし,この純戦略に対して Player 1への期待利得が次式で

与えられるような $n$ 人非 $0$ 和ゲームを考える :

(3. 1)
$M_{\iota}(x_{\iota},\cdots,x)n=\{$

$-H(_{X_{\iota}})$, $x<y$

$(1/k)V(\mathrm{X}_{1})-H(x_{\iota})$ , $x=y$

$\max_{1}\mathrm{t}V(x_{\iota}x\geq y)-H(X_{1})\},$ $x>y$

$=\{$

$-H(X_{1})$, $x_{1}<y$

$(1/k)V(x_{1})-H(X_{\iota})$ , $x_{1}=y$

$1^{V(y})-H(y)$, $x_{1}>y$

ここに、 $y$ は Player 2 から $n$ までの $n-1$ 人が選んだ純戦略のうち最大の値

であり、 $x_{1}=y$ となるのは Player 2 から $n$ のうち $k-1$ 人が最大値 yを選ん
だものとする。 $k=1,\cdots n$ . 。このゲームも対称ケ $-$ムであるから (31)で与えられ

る利得関数は全プレーヤに共通であり、 したがって混合戦略もまた全プレーヤ
に共通と考えてよいから、 $[0,\infty)$上の $cdfF(x_{i})$ とし、 $(0,\infty)$上の pdf $f(x)i>0$

のみで構成されるクラスの中から平衡戦略をみつけることとする [1] 。前節と
同様に、 Player 1 が純戦略 $x$ を用い、他の $n-1$ 人が混合戦略 $F(x_{i})$ を用いたと

きの Player 1への期待利得を $M_{1}(\mathrm{X},F,\cdots,F)$ とすると、Player 2から $n$ が選んだ純

戦略のうち最大な値 yは pけとして
$(n-1)f(y)\{F(\mathcal{Y})\}n- 2$ for $y\in(0,\infty)$

をもつ分布に従うから

(3. 2) $M_{1}(x,F, \cdots,F)=\int_{0}^{x}\{V(y\prime H(y)\}(n-1)f(y)\{F(y)\}n-2\emptyset \mathit{1}$
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$-H(x) \int^{\infty}(n-1)f(.y)\{F(y)\}n- 2dyx$ $x\in[0,\infty)$

を得る。
この pdf の中には、他の $n-1$人が順次 n-2, $\cdot$ ..,2,1と変化していく学習が入っ

ていないようであるが条件付きの期待値の反復であるからこれでよい。そこで
$M_{1}(x,F,\cdots,F)=v^{t}$ for all $x>0$ ;

$\int_{0}^{\infty}(n-1)f(f)\{F(t)\}^{n- 1}dt=1$

を解くことにより

(3. 3) $(n-1)f(t) \{F(t)\}n- 2=\frac{h(x)}{V(x)}\exp\{-\int^{\text{エ}}0\frac{h(t)}{V(t)}dt\}$ $x\in(0,r)$

$\{F^{\mathrm{r}}(x)\}^{n-}1=1-\exp\{-\int_{0}^{x}\frac{h(t)}{V(t)}dt\}$ $x\in(0,r)$

を得る。 この F“(x) に対して
$M_{1}(x,F^{\mathrm{r}},\cdots,F^{*})=0$ for $alIx\in[0,\infty)$

が成立する。

以上より定理 2を得る。

定理 2 。 $F^{*}(\chi)$ を次のような $[0,\infty)$上の $cdf$ とする

$F^{n}(_{X})=\{$

$\{1-\theta(\chi)\}1/(n- 1)$ , $0\leq x<\gamma$

1, $x\geq\gamma$

ここに $7=$ $\sup$ { $\mathrm{t}$ |V(t)>O} 、そうすると $(F^{*},\cdots,F)\alpha$ は $(3,1)$ で与えられる非
$0$ 和 gameの–つの平衡点となり、対応する平衡値は $v_{1}$

$=v2=\cdots=V_{n}^{\mathrm{r}}=0\circ$

4 。 $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}$ $\mathrm{E}\mathrm{x}$ a $\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$

(1) $V(t)=\{$
$1-t$ $0\leq t<1$

$0$ $t\geq 1$ ,

$H(t)=t$

の時は $r=1,$ $u^{o}=1/2$ から $\theta(x)=1-\chi$ for $x\in[0,1]$ 。

しだがって
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$F^{o}(_{\mathrm{X}})=\{$

$\{\frac{x}{1-x}\}^{\frac{1}{n-1}}$

1

$F^{\mathrm{r}}(x)=\{$

$n-\Gamma x$

1

$0 \leq z<\frac{1}{2}$

$z \geq\frac{1}{2}$

$0\leq X<1$

$x\geq 1$

を得る。

注: $V(t)=\{$
1, $0\leq t<1$

$0$ , $t\geq 1$

(2) $V(t)=e^{-t}$ $i\backslash \text{つ}$ $H(t)=t$ fOr all $t>0$

この時は $r=\infty$ で $u^{o}$ は $t=e^{-t}$ の根 $i.e$ . $u^{o}\approx 0567$ となる。

また
$\theta(x)=\exp(1-e)X$ for $x\geq 0_{\text{。}}$

したがって
( 1

$F^{o}(_{\mathrm{X}})=\{$

$1_{\overline{e^{-\text{エ}}}^{}\sim}I$
, $0\leq X<u^{o}$

1 , $x\geq u^{O}$

$F(x)= \{1-\exp(1-e)X\}\frac{1}{n-1}$ $0\leq x<\infty$

を得る。
注: $v(t)=e^{- t}$ , $t\geq 0$
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