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1 はじめに

$n$ 次の直交ラテン方陣を構成する問題は, 古来難しい組合せ問題の–つとして知られている. オ
イラーはすべての $n\equiv 2$ (mod 4) に対して $n$ 次の直交ラテン方陣は存在しないと予想したが,
その後 10次について存在が証明され, さらに $n=2,6$ を除いてすべての $n$ に対し存在すること
が判明した $[4, 5]$ . しかし, これは直交ラテン方陣の–つの構成法が得られたというだけで, これ
ら以外の直交ラテン方陣も存在することが知られているが, 全体で何個存在するかなどの正確な
様子は未解決である. いろいろな直交ラテン方陣を求める –つの方法として, ランダムに与えられ
た初期解から, それを修正することによって直交ラテン方陣を構成することが考えられるが, 一般
に極めて困難な組合せ問題である.
-方, 困難な組合せ問題に対し, メタヒューリスティックスと呼ばれる枠組みに従った種々の近

似アルゴリズムが注目を集め, 多くの成功例が報告されている. その中でもタブ一探索は, 複雑な
条件であっても, それらを満たす解を見出す能力が高いと言われている. そこで, 直交ラテン方陣
の構成問題に対してタブー探索にもとつくアルゴリズムを作り, その探索能力を評価するととも
に, 効果的なタブー探索を実施するための方針を得ることを目指す.

2 定義準備

2.1 直交ラテン方陣

$n$ 次のラテン方陣は, $n$ 行 $n$ 列の 2次元のセルの中に, ラベル $i\in N=\{1,2, \ldots, n\}$ をならべて,
どの行・どの列を見ても, 同じラベルが 2つ以上存在しないものをいう. 各ラベ)垣 $\in N$ はちょ

うど $n$ 同ずつ登場する. 直交ラテン方陣は, $n(\geq 2)$ 次のラテン方陣を 2枚作り, 2枚の同じセル
にあるラベル 2つを順序対と見るとき, これら $n^{2}$ 個の順序対がすべて異なるものをいう.

$n$ 次の直交ラテン方陣は, $n=2,6$ を除いてすべての $n$ に対し存在する. 特に, $n$ が奇数 (図 1)
か 4の倍数ならば簡単に構成できる. $n\equiv 2$ (mod 4) の場合の構成法も知られている [4].

$(1,1)$ $(2,2)$ $(3,3)$ $(4,4)$ $(5,5)$

$(2,5)$ $(3,1)$ $(4,2)$ $(5,3)$ $(1,4)$

順序対 $(3,4)’–\cdot$ $(,4,5.)$ $(.5,1.)$ $(,1,2.)$ $(.2,3.)$

$(4,3)$ $(5,4)$ $(1,5)$ $(2,1)$ $(3,2)$

$(5,2)$ $(1,3)$ $(2,4)$ $(3,5)$ $(4,1)$

図 1: 5次の直交ラテン方陣
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図 2: 行の交換

図 3: ラベルの置換

22 直交ラテン方陣の表現

2枚のラテン方陣の同じ 2つの行 (列) を入れ換える操作を施しても, 直交ラテン方陣の条件には
影響がなく, 表面的には異なる直交ラテン方陣を作ることができる (図 2). また, 直交ラテン方陣
のすべてのラベル 1, 2, $\ldots$ , $n$ に任意の置換を施して書き改めても, 直交ラテン方陣が得られる (図
3). この時, 2枚のラテン方陣に異なる置換を施してもよい.
この 2つの性質から, 直交ラテン方陣は, 2枚のラテン方陣の第 1行のうベルを 1, 2, $\ldots$ , $n$ に, さ

らに 1枚の第 1列を 1, 2, ..., $n$ に正規化することができる (図 1).

2.3 タブー探索

タブー探索は, 局所探索に基づくメタヒューリスティックスの–種である [1, 2, 3]. 解を保持し
ながら, それを近傍の中で最も良い解へ更新するという操作を反復する (局所探索) が, この際, タ

ブーリストを用いて解の禁止領域を作りサイクリングを防ぎつつ, 局所最適解から抜け出そうと
するのが特徴である. タブーリストは, 一般に解そのものではなく, 前の解との関係をあらわす変
化で記憶するのが良いとされている. さらに, 長期メモリに探索過程の記録を残し, これを利用す
ることで探索方向を分散させることも提案されている.

3 タブー探索の適用方法

直交ラテン方陣は決定問題なので, 探索解において満たされていない条件の数を目的関数とし
て持たせ, 最適化問題に帰着させることでタブー探索を適用した. 目的関数値が $0$ になれば組合せ
問題が解けたことになる. タブー探索の実行にあたって, 各部分の構成にはいろいろな可能性が考
えられる. 以下, 本実験でどのような方法を試みたかを述べる.
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[直交条件 $(\mathrm{a})$ ]
任意の 2つの順序対の交換

[行条件 $(\mathrm{a})$ ]
ある 1行の 2つのラベルの交換

[行条件か列条件] [行条件と列条件]
ある 1行か 1列の 2つのラベルの交換 –連のラベルの交換

図 4: 探索解の制限と近傍

3.1 目的関数

直交ラテン方陣には, 行条件 (1行に各ラベルが 1興ずつ現れる) 列条件 (1列に各ラベルが 1
回ずつ現れる) 直交条件 (各順序対が 1回ずつ現れる) の 3種類の制約条件がある. まず, 2枚の
ラテン方陣の各行および各列に対し, 現れていない $N$ のラベルの数を数える. また, $N\cross N$ の順

序対のうち, 現れていないものの数を数える. そして, これらの数の合計をとり, 目的関数とした.

32 探索解の制限と近傍

探索解の構成において, 2枚の $n\cross n$ 行列の 2 $n^{2}$個のセルのそれぞれに任意のラベルを許し, 直交
ラテン方陣の 3種類の制約条件を目的関数として処理するのは, ある意味で最も自然なアプロー
チであろう. しかしこの方法では探索空間の自由度が大きすぎるため, 制約を満たす解を求めるま
でに多数回の反復を要し, 有効な探索が困難であるとも考えられる. そこで, 特定の制約を満たす
解のみに探索を限定する方法も試みた (図 4参照). .-.... [条件なし] 探索解の範囲を限定しない. 近傍は, 現在の探索解の任意の 1つのセルにあるラ

ベルを, 別のラベルに変えて得られる解集合とする.

$\bullet$ 直交条件を満たすものに探索解の範囲を限定する. この場合, 解は $N\cross N$ の順序対に対する
置換とみなすことができる.
[直交条件 $(\mathrm{a})$ ] 近傍は, 任意の 2つの順序対の位置の交換により得られる解集合とする.
[直交条件 $(\mathrm{b})$ ] 近傍を, 交換する順序対が同–行か同–列にある場合に制限する.. 行条件を満たすものに探索解の範囲を限定する. この場合, 各行は $N$ の順列となる.
[行条件 ( $\mathrm{a}$

.
)] 近傍は, ある 1行の 2つのラベルの交換により得られる解集合とする.

[行条件 $(\mathrm{b})$ ] 上の近傍に, ある 1行の 2つの順序対の交換により得られる解集合も加える.
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. [行条件か列条件] 2枚の行列の, 1枚は行条件を, もう 1枚は列条件を満たすものに探索解の
範囲を限定する. 近傍は, ある 1行 (あるいは 1列) の 2つのラベルの交換により得られる解
集合とする.. [行条件と列条件] 行条件と列条件を同時に満たすものに探索解の範囲を限定する. この場合,
探索解は常に 2枚のラテン方陣を与えるので, 直交条件を満たす解を探索することになる.
近傍は, 以下の操作によって生成され得る解集合とする. 任意のセル恥のラベル a を別の
ラベル $\mathrm{b}$ に変える. すると, $P_{0}$ と同じ行にラベル $\mathrm{b}$ を持つセル $P_{1}$ が存在するので, このラ
ベルを a に変える (行操作). 次に, $P_{1}$ と同じ列にラベル a を持つセル凸が存在するので,
このラベルを $\mathrm{b}$ に変える (列操作). 以下, 行条件と列条件を同時に満たすまで, 行操作と列
操作を交互に繰り返す.

33 タブーリストの持ち方

タブーリストは, すでに探索した解に戻ることを防ぐための解の禁止領域である. 普通は, 逆戻
りの動きを禁止するだけで十分な働きをするので, タブーリストは前の解との変化を記憶するの
が良いとされている. 本実験では, 以下の方法を検討した.. [セル] ラベルが変化したセルを覚え, 一定期間そのセルのラベルを変更しない.

$\bullet$ [ラベル] ラベルが変化したセルと, 変化前のラベルを覚え, 一定期間そのセルに元のラベル
を戻さない.. [セル対] 交換した 2つのラベルのセル対を覚え, 同じ 2つのセルのラベルを交換しない.. [最近の\hslash \not\cong ] 最近の解そのものを覚え, 同じ解に戻ることを禁止.. [過去の解 (1)] 過去の解そのものをすべて覚え, 同じ解に戻ることを禁止.. [過去の解 (2)] 過去の解そのものをすべて覚え, 2回続けて過去の解に戻ることを禁止. (た
だし, 直前の解には戻らない. ). [更新前後の解] 解の更新の際の, 前後の解を過去すべてについて記憶し, 同じ前後解への更
新を禁止. (前後関係の入れ代わる場合も禁止. )

34 近傍の削減

近傍探索では, 現在の探索解の制約違反に直接かかわるラベルを含むような交換操作のみに探
索を限定して, 計算時間を短くする工夫をした. [行条件 $(\mathrm{a})$ ] [行条件 $(\mathrm{b})$ ] [行条件か列条件] の場
合は, 各列について重複するラベルを持つセルと, 重複する順序対を持つセルを調べ上げ, これら
のセルを含む交換のみを探索する. [直交条件 $(\mathrm{a})$ ] [直交条件 $(\mathrm{b})$ ] の場合は, 各行と各列について
重複するラベルを持つセルを調べ上げ, そのようなセルどうしの交換のみを探索する.

35 目的関数値の評価変更

最適解の近傍内に存在する解の目的関数値は 4以上なので, 目的関数値が 2の解は最適解に近
いとは限らない. そこで, 目的関数の評価を, ある変形を通して行ってみた (目的関数値 2を 5と
評価する, など).
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3.6 その他

近傍の探索方法に, 現在の解を改善する解を見つければただちに探索を打ち切ってその近傍へ
移る first 改善と, すべての近傍を探索したのち最も良い解に移る best 改善の 2つの方法がある.
本実験では best 改善を採用した. その理由は, 探索解のうち近傍に改善解を持つものが 3\sim 4割し
か存在せず (6割程度は同点の解しか持たず, 3\sim 5%は改悪解しか持たない), しかもその 7割は改
善解を 1つしか持たないので, first 改善でもすべての近傍を探索することが多く, best 改善で組織
的にすべての近傍を探索した方が計算時間を節約できるからである. また, 近傍の中に最も良い目
的関数値をとる解が複数ある場合は, その中からランダムに 1つ選ぶことにした.

タブー探索の–般的枠組みでは, 過去の探索記録を長期メモリに残し, 探索域を分散させるとい
う方法が提案されている. この実験でも, いくつかの方法を試したが, 良い結果が得られなかった
ので採用しないことにした.

4 計算実験と結果分析

実験にはワークステーション Sun ULTRA 1 $(167\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{Z})$ を用い, 言語は $\mathrm{C}$ 言語を用いた. 計算
実験は, 以下の要領で行った.. 解の更新 1回を 1反復と数え, 反復回数の上限を設け, 探索を打ち切る.

$\bullet$ 目的関数値が $0$ になれば, 次の反復はランダムに作った解から始める.

$\bullet$ 見つけた最適解 (直交ラテン方陣) の個数と, 探索に要した計算時間を記録する.
そして, 最適解 1個あたりの平均計算時間を性能評価の基準とする.

探索解の制限と近傍に 7種類, タブ $-$ リストの持ち方に 7種類の方法を考えたが, そのうち [行条
件と列条件] は, 初期解の生成が困難なうえ, 探索解の制限が強すぎて十分な探索ができなかった
ため, 以下では取り上げない. タブーリストの長さは, [セル], [ラベル], [セ/対] では 2, 3, ..., 8に

ついて, [最近の解] では 10, 15, ..., 40について試み, それぞれ結果の良いもの 3つを選んで平均を
とった.

$n=7$ について, 近傍の削減をする場合の結果を表 1, 近傍の削減をしない場合の結果を表 2に
示す. $n=8,9$ については, 探索能力の高いものを表 3と 4に抜粋した. なお, $n=9$ では見つけ

た最適解の個数が極端に少ないため, 平均計算時間に大きなばらつきが生じて性能を反映しない
ので, 目的関数値が 2以下の解について数えた.

4.1 近傍の削減

表 1と 2を比較することにより, 近傍の削減を行うと, 見つけた最適解の個数は若干減るが, 計
算時間が 1/2\sim 1/10に減り, 最適解 1個あたりの平均計算時間は大きく改善していることがわか
る. これより近傍削減の効果は大きいと言える.
なお, これとは別に, 正規化を利用して 2つの行列の第 1行のうベルを 1, 2, ..., $n$ に固定する方

法による近傍削減も試みたが, こちらは逆効果であった.
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42 探索解の制限と近傍

探索解の制限と近傍に関して, [条件なし] と [直交条件 $(\mathrm{b})$ ] は探索能力が低い. これは, 前者は
操索解の制限が弱すぎるため, 後者は近傍が小さすぎるためと考えられる.

[行条件 $(\mathrm{b})$ ], [行条件 $(\mathrm{a})$ ], および [行条件か列条件] は性能が良く, [直交条件 $(\mathrm{a})$ ] はやや劣る.

前者 3つは, 探索解の制限方法が似通っているうえに制限の強さは等しいが, 性能にはやや差があ
り探索能力の高いものから並べるとこの順番になる. このような性能差があらわれる原因とし
て, 以下のことが考えられる. 順序対の交換を, [行条件 $(\mathrm{b})$ ] では近傍操作 1回で, [行条件 $(\mathrm{a})$ ] で
は 2回で実現できるが, [行条件か列条件] では実現できない. すなわち, 順序対の交換がしゃすい
ほど探索能力が高いと言える.

43 タブーリストの持ち方

タブーリストの持ち方では, [セル] が非常に悪く, また [ラベル] と [セル対] は, $n=7$ の時には

あまり差があらわれないが, $n=8$ のときには解を直接記憶する 4つの方法に比べてかなり性能
が劣ることがわかる (表 3). 近傍の禁止領域の大き $\text{さ}$ は, [セル] が–番大きく, 次いで [ラベル] と

[セル対], さらに残りの 4つという順序になるが, 上述の結果より, 近傍の禁止領域が狭いほど探
索能力が高いので, この問題に関しては, 解を緻密に探索するのが良いと言える. なお, [セル], $[\text{フ}-$

ベル], および [セル対] の 3つには, タブーリストの長さが変わると探索能力が大きく影響を受け
るという欠点もある.
解を直接記憶する 4つの方法を比べると, [最近の解], [過去の解 (2)], [更新前後の解] の 3つは

同程度の性能であるが, [過去の解 (1)] はこれらより若干劣る. このことから, 単純に過去に探索
した解への動きを禁止するのは良くないようである.

. なお, [過去の解 (1)], [過去の解 (2)], [更新前後の k\varpi ] は, 過去に探索した解をすべて記憶するた
め, 非常に大きな記憶領域を必要とする. -方, [最近の解] は, 探索能力はこれらとほぼ同等であ
りながら, パラメータで定めた記憶領域しか用いないので, より実用的である. さらに [最近の
は, タブーリストの長さの変化による探索能力への影響が少ないので, 取り扱う上で便利である.
(本実験で解の記憶はハッシュ関数を用いて近似的に実現している)

44 その他

結果は示さないが, 目的関数値の評価変更は, 目的関数値 2\sim 4を 2\sim 5に対応させる様々な写像
を試みたが, 探索能力に影響はなく, 効果がないことがわかった. これは, 目的関数値 2の解が 4
の解に比べてかなり少ないことが原因と考えられる.
長期メモリについても, 効果のある方法は見つけられなかった. この問題は, 制約が対称的で, ど
のラベルも目的関数に同じ影響力を持つため, 特に探索域を分散させなくても十分な探索が行え
るので, 長期メモリの効果が表れにくいものと思われる.
最後に, $n=9$ で最も成績の良かった [行条件 $(\mathrm{b})$ ] と [更新前後の鯛の組合せと, 記憶容量の観

点からより実用的と考えられる [行条件 $(\mathrm{b})$ ] と [最近の解] の組合せで $n=10$ について探索を行

い, どちらも 1つずつ直交ラテン方陣を構成することに成功した (図 5, 6). これらは, 行の交換な
どの様々な変形を施しても, 文献 [4] によるもの (図 7) とは–致しないことを確認した.
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表 1: 見つけた最適解の個数と計算時間, および最適解 1個あたりの平均計算時間
($n=7$, 反復 50万回, 近傍の削減をする).

タブの持ーちリ方ス $\ovalbox{\tt\small REJECT}\emptyset$適個解数 [条計間件算 (秒時な) し平](均秒時個間) \mbox{\boldmath $\sigma$})探適個解数索 [‘ 解計交間の算条 (制秒時件)限 (と平 (近均秒傍時個間) \emptyset 個適解数 [ 交計間条算 (秒時件) (平 (均秒時個間)

タトブの持ーちリ方ス最の適個 [解数行条計間件算 (か秒時)列条平 (件均秒 1/時個間) 最の探個適解数索 [解行計間の条算 (制件秒時)限 (aと平)(]近均秒傍/時個) 最の個適解数 [行計間条算 (件秒時)(b平)(l均秒/時個間)

5 まとめ

直交ラテン方陣を構成する問題に対して, メタヒューリスティックスの 1つであるタブー探索の
適用を試みた. その結果, 非常に困難な組合せ問題と考えられる $n=10$ に対する直交ラテン方陣
をいくつか求めることに成功した. このことから, タブー探索は, 複雑な組合せ問題を解くための
有望なツールの 1つであるといえる.
この問題に関して, タブー探索の構成方法を種々試みた結果, 効果的なアルゴリズムを構成する

ための指針として, 以下のことが観測できた. まず, 探索解の制限と近傍の選択は, 探索能力を大
きく左右する非常に重要な要素であった. また, タブーリストの持ち方は, 近傍内で禁止される解
の数が少ないものを選べば, タブーリストの長さにもあまり影響されず, どの方法でも安定して高
い性能が得られた. 中でも, 最近探索した解に戻ることを禁止するのは, ハッシュ関数を用いれば
必要とする記憶領域も少なく, 非常に効果的であった. なお, タブー探索の基本的戦略の–つであ

る長期メモリは, 本問題に対しては, 効果が認められなかった.
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表 2: 見つけた最適解の個数と計算時間, および最適解 1個あたりの平均計算時間
($n=7$, 反復 50万回, 近傍の削減をしない).

タトブの持ーちリ方ス最の適個解数 [条計間件算 (秒時な) し平 (均秒時個間) 最の探適個解数索 [直解交計間の算条 (制秒時件)限 (と平 (近均秒傍時個間) 最の個適解数 [直交計間条算 (秒時件) (平 (均秒時個間)

タブの持ーちリ方ス \emptyset 個適 [解数行条計間件算 (か秒時)列条平 (件均秒]時個間) \mbox{\boldmath $\sigma$})探適個解数索 [解行計間の条算 (制件秒時)限 (aと平)(近均秒傍時個間) \mbox{\boldmath $\sigma$})適個解数 [行計間条算 (件秒時)(b平)(]均秒時個間)
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表 3: 見つけた最適解の個数と計算時間, および最適解 1個あたりの平均計算時間
($n=8$ , 反復 200万回, 近傍の削減をする).

表 4: 見つけた最適解の個数と計算時間, および最適解 1個あたりの平均計算時間
($n=9$ , 反復 800万回, 近傍の削減をする).

\dagger 最適解ではなく, 目的関数値 2以下の解の個数
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310 87265149 834610 79125
5 4 7 2 6 1 3 10 9 84 10 8 5 2 9 1 7 6 3
4298351610 71428310 7659
2 7 5 3 8 9 6 4 1 10 3 2 5 7 6 4 8 9 10 1
8 6 1 9 5 4 10 2 7 37 5 3 9 8 6 4 2 1 10
7341910 2865597418610 32
9 1 3 10 7 2 4 5 8 610 8 6 2 7 1 5 3 9 4
10 8 2 6 1 3 9 7 5 461910 523478
6910 54783219710 1432586
156410 879322 6 1 3 9 5 10 8 4 7

図 5: 本実験による 10次の直交ラテン方陣 (1)

69210 8341753784921510 6
879534110 261410 5768239
9 1 8 3 4 6 2 7 5 10 2 6 3 9 10 8 5 1 4 7
3210 87594615 9 6 2 3 7 4 8 1 10
10 6 3 1 9 7 5 2 8 4810 41593762
7 10 4 9 5 8 3 6 1 27 3 9 6 8 5 10 4 2 1
4372618510 94 1 2 10 6 3 7 9 5 8
25671910 843625841910 73
1456210 79389 5 1 7 2 10 6 3 8 4
581410 2639710 8 7 3 1 4 2 6 9 5

図 6: 本実験による 10次の直交ラテン方陣 (2)

176510 982341 8 9 10 2 4 6 3 5 7
8217610 9345728910 35461
98321710 4566 1 3 8 9 10 4 5 7 2
10 9 8 4 3 2 1 5 6 757248910 613
210 9854367110 6 1 3 5 8 9 7 2 4
4310 9865712910 72468135
65410 9871238910 1357246
3 4 5 6 7 1 2 8 9 10 2 3 4 5 6 7 1 8 9 10
5 6 7 1 2 3 4 9 10 8345671210 89
7 1 2 3 4 5 6 10 8 94567123910 8

図 7: 文献 [4] による 10次の直交ラテン方陣の例
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