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1 序

閉路を含む加法型の最短経路問題 (道の長さがその道に含まれる枝の長さの和である
問題) においては、最短経路の存在性を保証するため、ネットワークが負閉路を含まない
ことが仮定されているかまたはそれがあるならばいかに検出するかが問題になる。それで
は–般の非加法型の最短経路問題の場合、最短経路の存在性を保証するにはいかなる条
件が必要であろうか。また加法型問題では全ての枝の長さが非負である場合 (負閉路を含
まないことが保証されるが) 最短路長、経路を求める方法としてダイクストラ法が代表的
なものであるが、もし負の長さをもつ枝が存在するときはこの方法は使えない。その場合
の解法としてはフォード法が知られている。それでは、一般の非加法型問題においても、
加法型問題の場合のフォード法に相当する解法で最短路長、最短経路がもとまるであろう
か。本研究ではこれらの疑問に答えて行きたい。
第 2節では、非加法型問題として、様々な型の問題を含む結合型 (最短経路) 問題に

ついて述べる。第 3節では結合型問題における、最短経路の存在性を保証する条件 (必要
十分条件) を求める。さらに第 4節では加法型問題の場合のフォード法に相当する解法に
より、結合型問題における最短弘長、最短経路をもとめる。

2 結合型最短経路問題

加法型問題のみならず様々な非加法型問題を含む次の問題を考える。有向グラフ $G=$

(V, $A$), 始点 1, 終点 $N$ が与えられているとする。また各藩 $(i,j)\in A$ には各々、枝長 $t_{ij}$

が与えられている。頂点 $i$ から頂点 $n$ への道 $(i,j, k, \ldots, m, n)$ の長さを

$t_{ij^{\mathrm{O}}}t_{jk^{\mathrm{O}}}$ . . . $\mathrm{o}t_{mn}$

で定義する。ただし、 $\circ:R^{1}\cross R^{1}arrow R^{1}$ は結合法則 : $(x\mathrm{o}y)\circ z=x\circ(y\circ z)$ をみたす 2
項演算である。 このとき次のような問題を考える :

$\min_{p}[t_{1j}\mathrm{o}t_{j}k^{\mathrm{O}}\ldots tN]m’ p=$ $(1, j, k, . . . , m, N)$ . (1)

このような問題を結合型 (最短経路) 問題と呼ぶことにする。これまでに丸山 ([1], [2], [3])
は閉路を含まないネットワーク上の結合型問題の解法を求めたがここでは閉路を含む場合
の解法を与える。ここで問題 (1) lよ以下の仮定を満たすものとする : 仮定 1: 集合 $S$ は 2

項演算 $0$ に関して半群であり $(0:s_{\mathrm{X}}Sarrow S)$ , 各 $i,j\in V$ に対して $t_{ij}\in S$ とする。 仮
定 2: 2項演算 $0$ は可換律: 任意の $a,$ $b\in S$ にたいして $a\mathrm{o}b=b\mathrm{o}a$ を満たす。 仮定 3:
集合 $S$ は単位元 $R(0)$ をもつ。仮定 4: 各 $a\in S$ にたいして

$a_{1},$ $a_{2}\in S,$ $a_{1}<a_{2}\Rightarrow$ a $\mathrm{o}a_{1}<a\mathrm{o}a_{2}$ ,
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が成り立つ。仮定 5: $R(0)>b$ を満たす $b\in S$ にたいして次が成り立つ:

$\lim_{narrow\infty}[a\mathrm{o}(b)^{n}]=I_{-\infty}=\inf S$ , $a\in S$ ,

ただし

$(b)^{n}=b\mathrm{o}b\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}b\sim$ .
$n$ times

結合型問題には以下のように様々な型の問題が含まれる。

[加法型] $0=+$ の場合で、 $t_{ij}\in S=R^{1},$ $R(+)=0\in S$ にたいして仮定 1\sim 仮定 3
をみたす。 また仮定 4は明らかに成り立つ。 さらに仮定 5は $0>b$ ならば

$\lim_{narrow\infty}[a+nb]=-\infty=\inf R$

なので成り立つ。

[乗法型] $0=\cross$ の場合で、 $t_{ij}\in S=(\mathrm{O}, +\infty),$ $R(\cross)=1\in S$ にたいして仮定 1\sim 仮定
3をみたす。また仮定 4は $a>0$ にたいして明らかに成り立つ。さらに仮定 5は $1>b>0$
ならば

$\lim_{narrow\infty}[a\cross b^{n}]=0=\inf S\not\in S$

なので成り立つ。

[2 パラメータ乗加法型] 加法、乗法を統合するものとして次のような 2 パラメータ を

含む 2項演算を定義する。

a $\mathrm{o}b=f(s, t;a, b)=(a+b+s)(1+st)+tab$ a, $b\in R^{1}$ ,

ただし $s,$ $t\in R^{1}$ である。 この演算は結合法則をみたし、単位元 $-S$ をもつ。各パラメー
タ $s,$ $t$ にたいして $0$ は次のような 2項演算である :

$f(0,0;a, b)=a+b$, $f(-1,1;a, b)=ab$, $f(\mathrm{O}, 1;a, b)=a+b+ab$ ,

$f(\mathrm{O}, -1;a, b)=a+b-ab$ , $f(-1, -1;a, b)=2(a+b-1)-ab$.

上記演算で道の長さが定義された問題は、

$t_{ij}\in S$ $=$ $(-(1+st)/t, +\infty),$ $R(0)=-S\in S(t>0)$ ,
$t_{ij}\in S$ $=$ $(-\infty, -(1+st)/t),$ $R(0)=-S\in S(t<0)$ ,

$t_{ij}\in S$ $=$ $R^{1},$ $R(0)=-S\in S(t=0)$

という各々の場合にたいして仮定 1\sim 仮定 3をみたす。また仮定 4は

$\frac{\partial f}{\partial b}=1+t(a+s)>0(a\in S)$
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なので成り立つことがわかる。 さらに $b<-s=R(0)$ をみたす $b\in S$ にたいして

$\lim_{narrow\infty}[a\mathrm{o}(b)^{n}]=\{$
$-(1+st)/t$ , for $t>0$

$-\infty$ , for $i<0$

が成立するので、この演算は仮定 5をみたす。

さらに結合型問題には、次のような問題も含まれる。
[2 パラメータ分数型]

$a \mathrm{o}b=g(s, t;a, b)=\frac{a+b+2t}{1+s^{2}(a+t)(b+t)}-t$ ,

ただし $s>0,$ $t\in R^{1}$ である。 この演算は結合法則をみたし、単位元 $-t$ をもつ。各パラ
メータ $s,$ $t$ にたいして $0$ は次のような 2項演算である :

$g(1, \mathrm{o};a, b)=\frac{a+b}{1+ab},$ $g(1, -1;a, b)= \frac{ab}{1+(1-a)(1-b)}$ ,

$g( \frac{1}{2},0;a, b)=\frac{4(a+b)}{4+ab}$ , $f( \frac{1}{2},2;a, b)=\frac{-2ab}{4+(2+a)(2+b)}$ .

上記演算で道の長さが定義された問題は、

$t_{ij} \in S=(_{-t-\frac{1}{s},-}t+\frac{1}{s}),$ $-t=R(0)$

にたいして仮定 1\sim 仮定 3をみたす。 また仮定 4は

$\frac{\partial g}{\partial b}=\frac{(1-st-as)(1+st+aS)}{\{1+s^{2}(\mathit{0}+t)(b+t)\}^{2}}>0(a\in S)$

なので成り立つことがわかる。 さらに $b<-t=R(0)$ をみたす $b\in S$ にたいして

$\lim_{narrow\infty}[a\mathrm{o}(b)^{n}]=-t-\frac{1}{s}=\inf s\not\in S$

が成立するので、この演算は仮定 5をみたす。

3 最短経路が存在するための必要十分条件
頂点 $i$ から終点 $N$ への道 $p=(i,j, \ldots,i, k, \ldots, k, l, *\cdot., n, N)$ が閉路

$(j,j(1),i(2),$ $..,$ $,j(s),j),$ $(k,j’(1),j’(2),$ $\ldots,j’(t),$ $k),$
$\ldots$ . を含んでいるとする。 このとき

各閉路の長さ $(t_{jj(1)j\mathrm{t})}\mathrm{o}t1j\mathrm{t}^{2})\circ\cdots \mathrm{o}tj(S)j,$ $\ldots)$ を各々 $C_{P},$ $C_{p}’,$
$\ldots$ , と表す。 また、道 $P$

からすべての閉路を取り除いてできる単純路 (simple path) : $(i,j, k, \iota, , .., n, N)$ の長さを
$S_{P}$ と表すことにする。 このとき仮定 2より閉路を含んだ道 $P$ の長さは $S_{p}$ 。$C_{p}$ 。$C_{p}’\mathrm{o}\cdots$

に等しいことに注意すると次が成立する。
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命題 1
頂点 $i$ から終点 $N$ への道 $P$ は 1つの閉路を含みその長さを $C_{P}$ とする。
さらに、 $\inf S=I_{-\infty}\not\in S$ とする。 このとき、
(i) もし $R(0)\leq C_{P}$ ならば

$S_{p}\leq s_{p^{\circ c}p}$ $\leq$ $S_{p}\mathrm{o}(c_{p})^{2}\leq\cdots$

$\leq$ $S_{p}\mathrm{o}(c_{p})n\leq^{s\circ}p(c_{p})^{n}+1\leq\cdots$ , (2)

(ii) もし $R(0)>C_{p}$ ならば $i$ から $N$ への最短経路は存在しない。

(i) より頂点 $i$ から終点 $N$ への道に含まれる閉路の値 $C_{P}$ が全て $R(0)\leq C_{p}$ ならば $i$

から $N$ への最短経路は単純路のなかに存在することがわかる。さらに (ii) が成立するの
で最短経路の存在性を保証する条件 (必要十分条件) は長さ $C_{P}$ が $C_{p}<R(0)$ をみたす
閉路は存在しないことである。
凸型の問題において存在性を保証する条件は以下の通りである。

[加法型] $C_{p}<0$ なる閉路は含まない、

[乗法醐 $C_{P}<1$ なる閉路は含まない、

[2 パラメータ乗加法型] $C_{P}<-S$ をみたす閉路は含まない、

[2 パラメータ分数型] $C_{P}<-t$ をみたす閉路は含まない。

4 逐次列の構成 (フォード法)
前節で述べたように最短経路が存在するための必要十分条件は長さ $C_{P}$ が $C_{p}<R(0)$

をみたす閉路は存在しないことであるが、 もし任意の枝の長さ $t_{ij}$ が $t_{ij}\geq R(0)$ を満たせ
ばこの条件は成り立つ。加法型の場合で言えば $\forall t_{ij}\geq 0$ を満たせばよい。 この場合、最
短経路を求めるアルゴリズムとしてダイクストラ法が代表的なものである。 しかしこの方
法は $t_{ij}<0$ なる枝がある場合は使えない。 この場合、最短経路を求める方法の–つとし
てフォード法が知られている。本研究でも $t_{ij}<R(0)$ なる枝を含むネットワークを扱う
ので、 $R(0)>C_{p}$ をみたす閉路は存在しないという条件の下、フォード法により結合型最
短経路問題を解く。
以下のように、最短経路の長さに収束する逐次列を構成する :

$k=0:f_{i}^{(}0)$ $=$ $\{$

$t_{iN}$ if $i\in I(N),$
$i\neq N$ , $f_{N}^{\langle 0)}=R(0)$ ,

$I_{\infty}$ , if $i\not\in I(N)$ ,
(3)

$k\geq 1:f_{i}^{(k)}$
$= \min_{j\in D(i)}[t_{ij}\mathrm{o}f_{j}^{()}k-1],$

$f_{N}^{(k)}=R(0)$ , (4)

ただし、 $I_{\infty}= \sup S$ , $I(N)=\{i\in V|(i, N)\in A\}$ , $D(i)=\{j\in V|(i,j)\in A\}$ .
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補題 1
各 $a\in S$ にたいして

a $\mathrm{o}I_{\infty}=\lim_{barrow I_{\infty}}$ (a $\mathrm{O}b$) $=I_{\infty}$

が成り立つとする。このとき各 $i$ にたいして

$f_{i}^{(n)}=I$ 。かまたは $f_{i}^{(n)}\in S$, $n=0,1,2,$ $\ldots$ . (5)

である。

命題 2
各 $a\in S$ にたいして $a\mathrm{o}$ I\infty \infty =I\infty 。とし、 $I_{\infty}\not\in S$ とする。 このとき (3) $\sim(4)$ で構成さ

れる逐次列 $\{f_{i}^{(n)}\}^{\infty}n=1(i\in V)$ においてが)\in S となるための必要十分条件は、 $i$ から終
点 Nへの道で $n+1$ 個以下の枝を含むものが存在することである。また $f_{i}^{(n)}\in S$ の場合は

$f_{i}^{(n)}= \min_{p,l\leq n}[t_{i}j_{1}\mathrm{o}tj1j20 . . . \mathrm{o}t_{j\mathrm{t}^{N}}]$ (6)

が成立する。ただし、 $p=$ $(i,j_{1},i_{2}, \ldots ,j_{l}, N)$ である。

この (6) 式および命題 1(i) より、. 次のことが成立する :
定理 1

各 $a\in S$ にたいして $a\mathrm{o}I_{\infty}=I$ 。とし、 $I_{\infty},$ $I_{-\infty}\not\in S$ とする。 さらにネットワーク

$G=(V, A)$ は長さ $C_{P}$ が $R(0)>C_{P}$ をみたす閉路は存在しないものとする。 このとき上
記 (3) $\sim(4)$ で構成される逐次列は高々 $N-1$ step で各頂点

,
$.i$
から終点 $N$

.
への最短経路

の長さに収束する。

以下、前述した様々な 2項演算が仮定 $a\mathrm{o}I_{\infty}=I_{\infty}\not\in S$ を満たす $\mathrm{c}$’とを示す。

$[ \circ\cdot=+]\lim_{barrow+\infty}[a+b]=+\infty=I_{\infty}$ ,

$[0= \cross]\lim_{barrow+\infty}[a\cross b]=+\infty=I_{\infty}(a>0)$ ,

[2 パラメータ乗加法型] $a\in S$ ならば $1+t(s+a)>0$ なので

$\lim_{barrow I_{\infty}}[\{1+t(s+a)\}b+(a+s)(1+st)]=\{$
$+\infty$ , for $t>0$

$=I_{\infty}\not\in S$ .
$-(1+st)/t$ , for $t<0$

[2 パラメータ分数型]

$\varliminf_{barrow t+1/s}[\frac{a+b+2t}{1+s^{2}(a+t)(b+t)}-t]=\frac{a+t+1/s}{1+sa+St}-t---t+1/S=I_{\infty}\not\in S$.

最短経路の求め方は以下の通りである :
$f_{i}^{(k)}$ $= \min[t_{ij^{\mathrm{O}}}f_{j}(k-1\rangle]=t_{i)}ki)\mathrm{o}(f_{\pi^{(}}\pi^{(}k)((k-1)i)$

’
$j\in D(i)$
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$\hat{j}=\pi^{(N-2}()i),\hat{k}=\pi^{(N-3})(\hat{j}),$ . . $,$
$,$

$N=\pi^{(k)}(\hat{m})$ .

このとき
$(i,\hat{j},\hat{k}, \ldots,\hat{m}, N)$

が節点 $i$ から終点 $N$ への最短経路である。

以下、具体例を述べる。

例 1. 図 1のようなネットワーク上で乗法型問題 (路長が乗法で定義された問題) を

考える。このネットワークには $C_{p}<1$ を満たす閉路は存在していない。そこで表 1から
わかるように逐次列 $\{f_{i}^{(k)}\}$ は第 4 ステップで各頂点 $i$ から終点への最短路長に収束して
いる。 また各頂点 $i$ から終点への最短経路は表 3より、

$(1, \pi^{(4)}(1),$ $\pi((3)3),$ $\pi^{(2)}(2),$ $\pi^{(1)}(4))=(1,3,2,4,6)$

であることがわかる。

例 2. 図 2のようなネットワーク上で乗法型問題を考える。表 3を見ると逐次列は第
5 $(=\mathrm{N}- 1)$ ステップで収束していない。 したがって定理 1より $C_{p}<1$ を満たす閉路が

ネットワーク上に存在していることがわかる ( $C_{P}<1$ を満たす閉路が検出された) 。実

際、 閉路 (3, 5, 4, 3) の長さ $C_{P}$ は $\frac{3}{4}$ で 1より小さい。

例 3. 図 3のようなネットワーク上で、道の長さか $a+b-$晶で定義された問題 (2 パ

ラメータ乗加法型問題の 1つ) を考える。 このネットワークには $C_{p}<0$ を満たす閉路は

存在していない。そこで表 4からわかるように逐次列は第 4 ステップで各頂点 $i$ から終点

への最短路長に収束している。また表 5より最短経路は (1, 3, 5, 6) であることがわかる $0$

例 4. 図 4のようなネットワーク上で、道の長さ \mbox{\boldmath $\phi$}�鴇で定義された問題 (2 パラ

メータ分数型問題の 1つ) を考える。 このネットワークには $C_{p}<0$ を満たす閉路は存在
していない。そこで表 6からわかるように逐次列は第 3 ステップで各頂点 $i$ から終点へ

の最短路長に収束している。 また表 7より最短経路は (1, 2, 4, 6) であることがわかる。

例 5. 図 5のようなネットワーク上で ‘ 道の長 $\text{さ}$ が $\frac{ab}{1+(1-a)(1-b)}$ で定義された問題 (2
パラメータ分数型問題の 1つ) を考える。 このネットワークには $C_{P}<1$ を満たす閉路

は存在していない。そこで表 8からわかるように逐次列は第 3 ステップで各頂点 $i$ から

終点への最短路長に収束している。 また表 9より最短経路は (1, 3, 2, 5, 6) であることがわ
かる。
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図 1: $a\mathrm{o}b=a\cross b,$ $S=(0, +\infty),$ $\forall C_{p}\geq 1$

表 1:

表 2:
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図 2: $a\mathrm{o}b=a\cross b,$ $s_{--}(0, +\infty),$ $\exists C_{p}<1$

表 3:

図 3: $a\mathrm{o}b=a+b-ab$ , $S=(-\infty, 1)\ni 0=R(0),$ $\forall C_{p}\geq 0$
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表 4:

表 5:

図 4: $a \mathrm{o}b=\frac{a+b}{1+ab}$ , $S=(-1,1)\ni 0=R(\circ),$ $\forall C_{p}\geq 0$
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表 6:

表 7:

図 5: $a \mathrm{o}b=\frac{ab}{1+(1-a)(1-b)}$ , $S=(0,2)\ni 1=R(0),$ $\forall C_{p}\geq 1$
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表 8:

表 9:
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