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ABSTRACT.
この報告集で述べた主定理では $U(n, n)$ の無限次元表現の二つの異な

る幾何的実現, すなわち, 非コンパクト複素等質多様体上の Dolbeault コ

ホモロジー群がら AIII 型の有界対称領域上の正則函数の空間の間の in-
tertwining $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}$ としてペンローズ変換を構成した。ペンローズ変換
の像は $k+1$ 次の偏微分方程式系 $(.\wedge\Lambda_{k})$ を満たすことを証明する。逆
に, 微分方程式系 $(\mathcal{M}_{k})$ の任意の解は, ペンローズ変換の像として–意的
に得られることも概均質ベクトル空間の理論を使って証明した。 さら
に, 微分方程式系 $(\mathcal{M}_{k})$ を用いて, 青本 -Gelfand の超幾何微分方程式系
の高階の系への拡張を与え, 有界対称領域上のすべての正則解を構成し,
大域解の有限次元定理を証明する。

\S 1. 主結果の説明

はじめに複素グラスマン多様体 $Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n})$ の幾何を復習しよう。複素ベクトル

空間 $\mathbb{C}^{2n}$ の $k$ 次元部分空間全体は $k(2n-k)$ 次元のコンパクトな複素多様体

である。 これをグラスマン多様体 $Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n})$ と表す。一般線型群 $GL(2n, \mathbb{C})$ は

$\mathbb{C}^{2n}$ に線型に作用するので, $k$ 次元部分空間を $k$ 次元部分空間に移す。すなわ

ち, $GL(2n, \mathbb{C})$ はグラスマン多様体に作用する。この作用は推移的であり, 従って

グラスマン多様体 $Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n})$ は, $GL(2n, \mathbb{C})$ の等質多様体となる。 $k$ 次元部分空

間 $W:= \sum_{j=1}^{k}\mathbb{C}e_{j}$ を保つ $GL(2n, \mathbb{C})$ の部分群を $Q(k)$ とすると,

$Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n})\simeq GL(2n, \mathbb{C})/Q(k)=:G_{\mathbb{C}}/Q(k)$

と表せる。 ここで,

$Q(k):=\{g=(g_{ij})\in GL(2n, \mathbb{C}) : g_{ij}=0, k+1\leq i\leq 2n, 1\leq j\leq k\}$
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である。 $Q(k)$ は $GL(k, \mathbb{C})\cross GL(2n-k, \mathbb{C})$ を Levi 部分群とする $GL(2n, \mathbb{C})$ の

極大放物型部分群である。

次に, $\mathbb{C}^{2n}$ に符号 $(n, n)$ の不定値エルミ一ト形式

$(z, y)_{n},n+\cdots+n-Z_{n+}1\overline{yn+1}-\cdots-:=z_{1}\overline{y_{1}}z\overline{yn}2zn\overline{y2n}$

を入れる。 この不定値エルミート形式 $(, )_{n,n}$ を不変にする $GL(2n, \mathbb{C})$ の部分群

を $G:=U(n, n)$ とする。すなわち, $U(n, n)$ は

$G:=U(n, n)=\{g\in GL(2n, \mathbb{C}) : g^{*}g=\}$

で与えられる簡約リー群である。

整数 $k$ を $0\leq k\leq n$ ととる。 さて, $k$ 次元部分空間にこの不定値エルミート形

式を制限したとき, 正定値になるような $k$ 次元部分空間全体の集合は $Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n})$ の

開集合となる。 $W= \sum_{j=1}^{k}\mathbb{C}e_{j}$ に上の不定値エルミート形式を制限すると, $0\leq$

$k\leq n$ のとき正定値なので, この開集合は空ではない。 この開集合には $U(n, n)$

が作用し, かつ, この作用が推移的であることは線型代数の簡単な議論で分かる。

$W= \sum_{j=1}^{k}\mathbb{C}e_{j}(\in Gr_{k}(\mathbb{C}^{2n}))$ における $U(n, n)$ の固定部分群を $L(k)–U(k)\cross$

$U(n-k, n)$ と書く。すなわち, $L(k)=G\cap Q(k)$ である。従って, この開集合は

$G/L(k)=U(n, n)/U(k)\cross U(n-k, n)$ と表される。 このようにして,

$G/L(k)\subset G_{\mathbb{C}}/Q(k)$

という open embedding ができる。 これはエルミート対称空間に関する Borel em-

bedding の–般化である。 (今の場合, $G/L(k)$ は不定値エルミート計量をもつ半

単純対称空間になっている。)
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特に, $n=k=1$ の場合はよく知られた埋め込み

$U(1,1)/U(1)\mathrm{x}U(1)\subset GL(2, \mathbb{C})/$

$\simeq||$ $||\simeq$

$\{_{Z\in \mathbb{C}:}|Z|<1\}$ $P^{1}\mathbb{C}$

単位円板 ガウス球面

となる。

$G_{\mathbb{C}}/Q(k)$ の開集合として複素構造を $G/L(k)$ に定義すると, この複素構造は G-

不変である。 このようにして非コンパクトな複素等質多様体 $G/L(k)$ が得られた。

次に $L(k)$ の 1次元表現を定義する。 $k=0,1,$ $\cdots,$ $n$ に対して,

$\nu_{m}^{(k)}$ : $L(k)\simeq U(k)\cross U(n-k, n)arrow \mathbb{C}^{\cross}$ , $\vdasharrow(\det a)^{m}$

とする。但し, $a\in U(k),$ $d\in U(n-k, n)$ である。 簡単のため, この–次元表現

$(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m}^{(k)}, \mathbb{C})$ を $\mathbb{C}_{m}$ と書くことにする。

主定理.

i) $G$ の作用と可換な連続写像

$\mathcal{R}:H\frac{k}{\partial}((n-k)c\cross \mathbb{C}_{n})arrow \mathcal{E}(G\mathrm{x}\mathbb{C}Kk)$

$L(k)$

が構成される。

ii) $\mathcal{R}$ は単射である。

iii) Image $(n)\subset So\iota(\mathcal{M}_{k})$ . ここで, $So\iota(\mathcal{M}_{k})$ は以下で定義する偏微分方程式系の

大域解の空間である。

iv) $\mathcal{R}:H\frac{k}{\partial}(n-k)Karrow Sol(\mathcal{M}k)_{K}$ は全単射写像を与える。

注意. (iv) の結果より,

$\mathcal{R}:H\frac{k}{\partial}((n-k)c\cross \mathbb{C}_{n})\simeq Sol(\mathcal{M}k)$

$L(k)$

なる全単射が得られる (Schmid の maximal globalization の結果を使う) $\circ$
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\S 2. 歴史

有界対称領域や最高ウェイト加群自身についてはいろいろな文献があるが, ここ

では幾何的実現を結び付ける intertwining operator であるペンローズ変換に関連

したいろいろな人の結果を簡単に紹介する。

重力場のない場の方程式についてペンローズは, twistor construction といわれ

る方法で, -気に多くの解を見つけた $([\mathrm{P}])$
。

定式化

ペンローズの構成を数学的に整備したのが, $\mathrm{E}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}-\mathrm{p}_{\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}-\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{l}1_{\mathrm{S}}([\mathrm{E}\mathrm{P}\mathrm{W}])$ で

これは今回の主結果の $n=2,$ $k=1$ の場合, すなわち, $G=U(2,2),$ $L=U(1)\cross$

$U(1,2)$ の場合となる。最近のサーベイでは, Eastwood の [E] がある。

ペンローズ変換に関する文献の多くは, ペンローズ変換が単射かどうか, 像がど

ういう微分方程式を満たすかについてであり, 全射性, すなわち, 与えられた微分方

程式の解の全てがペンローズ変換の像として書けることを証明している文献はあま

りないようである。

単射性

単射性は先の [EPW], [Mal], [Gi] が示している。 また, [P-R] は代数幾何的な証明

で小平 -Spencer の変形理論を用いた証明をしているようである。

像の満たす微分方程式系

ペンローズ変換の像がある微分方程式を満たしているという証明は, 先の [EPW]

がある。 また, Mantini の–連の論文 ([Mal], [Ma3]) では, 最高ウェイトベクト

ルのペンローズ変換の像の積分公式等を用いて示し, Gindikin は積分幾何的な手法

で示している $([\mathrm{G}\mathrm{i}])$
。

全射性

ペンローズ変換の全射性については, 次元の低い場合, すなわち, $n=2,$ $k=1$ の場
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合に 2通りの証明が知られている。その 1つは $\mathrm{E}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{W}\mathrm{O}\mathrm{o}}\mathrm{d}- \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}- \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}1_{\mathrm{S}}$の結果

で相対コホモロジーを用いるものであり $([\mathrm{E}\mathrm{P}\mathrm{W}])$ , もう 1つは Gindikin の積分幾

何の手法で逆変換を構成するものである $([\mathrm{G}\mathrm{i}])$
。

\S 3. ペンローズ変換の定義

非コンパクトな複素多様体 $G/L(k)$ は, コンパクトな複素多様体であるグラスマ

ン多様体 $K/L(k)\cap K$ を部分多様体として含む。 この埋め込み写像を

$i:K/L(k)\cap Karrow G/L(k)$ , $x(L(k)\cap K)-\succ xL(k)$

と名付けよう。各 $g\in G$ に対して左移動

$l_{g}$ : $G/L(k)arrow G/L(k)$ $xL(k)-+gxL(k)$

と定義する。 このとき, 写像 $\overline{\mathcal{R}}$ を

$\overline{\mathcal{R}}:H_{\frac{k}{\partial}}(n-k)(G\cross \mathbb{C}_{n})\cross Garrow H\frac{k}{\partial}((n-k)K \cross \mathbb{C}_{n})$ $([\omega], g)-t[i*l_{g}^{*}\omega]$

$L(k)$ $L(k)\cap K$

で定義する。 この写像は, $H_{\frac{k}{\partial}}-k$)($(nG\cross \mathbb{C}_{n})$ の代表元 $\omega$ をとって, $g\in G$ の左移
$L(k)$

動で引き戻し, コンパクト部分多様体に制限してコホモロジークラスをとるという

ものである。 この $\omega$ が $\overline{\partial}$-closed ならば, $i^{*}l_{g}^{*}\omega$ も $\overline{\partial}$-closed, また $\omega$ が $\overline{\partial}$-exact なら

ば, $i^{*}\iota_{g}*\omega$ も $\overline{\partial}$-exact である。従って, $\overline{\mathcal{R}}$ はコホモロジーの空間 $H \frac{k}{\partial}(n-k)(G\cross \mathbb{C}_{n})$

$L(k)$

からコホモロジーの空間 $H \frac{k}{\partial}(n-k)(K\mathrm{x}\mathbb{C}_{n})L(k)\cap K$ への写像として well-defined であ

る。

$\overline{\mathcal{R}}$ は見方を変えてみると, コホモロジー $H \frac{k}{\partial}(n-k)(G\cross \mathbb{C}_{n})$ から $G$ 上の
$L(k)$

$H \frac{k}{\partial}$ $((n-k)K \cross \mathbb{C}_{n})-$値の函数としてみなすことができる。 $\overline{\mathcal{R}}$ は右からの $K$ の
$L(k)\cap K$

作用を次の意味で保つ :

$\overline{R}([\omega],gh)=h-1.\overline{\mathcal{R}}([\omega],g)$ $(h\in K)$ .
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ここで, $h^{-1}$ . $()$ は $K$ の $H \frac{k}{\partial}(n-k)(K\mathrm{x}_{\cap}\mathbb{C}_{n})L(k)K$ への自然な作用である。すなわち,

$\overline{\mathcal{R}}([\omega], \cdot)$ は $G\mathrm{x}\mathbb{C}_{k}Karrow G/K$ の切断を与える。従って,

$\mathcal{R}:H\frac{k}{\partial}((n-k)G\cross \mathbb{C}_{n})arrow \mathcal{E}(G\cross H\frac{k}{\partial}((n-k)KK \cross \mathbb{C}_{n}))$ $[\omega]\ulcornerarrow\overline{\mathcal{R}}([\omega], \cdot)$

$L(k)$ $L(k)\cap K$

が定義された。

$H_{\frac{k}{\partial}}-k)((nG \cross \mathbb{C}_{n}), \mathcal{E}(c_{K}\cross H\frac{k}{\partial}(n-k)(K \cross \mathbb{C}_{n}))$ はそれぞれ自然に $G$ の表
$L(k)$ $L(k)\cap K$

現空間となっているが, 定義より $\mathcal{R}$ は $G$-intertwining operator であることが容易

に分かる。

またコンパクト群に関する $\mathrm{B}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}}1- \mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{i}1-\mathrm{B}_{\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{t}}$ の定理より $H \frac{k}{\partial}(n-k)(K\mathrm{x}\mathbb{C}_{n})L(k)\cap K$

は $K=U(n)\cross U(n)$ の表現として, $(\det)^{k}\otimes 1\equiv(\nu_{k}^{(n)}, \mathbb{C}):U(n)\cross U(n)arrow$

$GL(1, \mathbb{C})$ という 1次元表現と同型である。この表現は $\mathbb{C}_{k}$ と略記するという約束

だったので, この記法を使うと Penrose 変換

$\prime \mathcal{R}:H_{\frac{k}{\partial}}-k)((nG\cross \mathbb{C}_{n})arrow \mathcal{E}(G\cross \mathbb{C}Kk)$

$L(k)$

が定義された。

\S 4. $So\iota(\mathcal{M}_{k})$ の定義

$G/K=U(n, n)/U(n)\cross U(n)$ は有界対称領域として

$G/K\simeq D:=\{Z\in M(n, \mathbb{C}) : I_{n}-Z^{*}Z\gg \mathrm{O}\}$

と表される。 $n=k=1$ の場合は,

$U(1,1)/U(1)\cross U(1)\simeq\{z\in \mathbb{C} : |z|<1\}$

となるので–般の場合は $n=k=1$ の高次元化となっている。 $G/K\simeq D$ の作用

を

$c^{r\sim}D\simeq c/K$
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$G/K$ はユークリッド空間と微分同相なので, $G/K$ 上の直線束は global に自明化

できる。実際, $G/K$ と有界対称領域 $D$ を先に同–視したやり方は, Bruhat 分解

を用いて, $G/K$ から複素リー環のべき零り $-$環への切断によって定義したが, この

写像によって直線束
$G\mathrm{x}\mathbb{C}_{k}K$

は $D$ 上自明化することができる。 自明化は正則な力

テゴリーで行われるので, $C^{\infty}-$ 切断, 正則切断のそれぞれについて

$\mathcal{E}(G\cross \mathbb{C}Kk)\simeq C^{\infty}(D)$

$\cup$ $\cup$

$\mathcal{O}(G\cross K\mathbb{C}_{k})\simeq \mathcal{O}(D)$

という函数空間の同–視を行うことができる。 G- 共変な直線束 $G\cross \mathbb{C}_{k}Karrow G/K$

の $C^{\infty}-$ 切断の空間
$\mathcal{E}(G\cross \mathbb{C}k)K$ には, $G$ が函数の引き戻しとして作用する。 同型

写像 $\mathcal{E}(G\cross \mathbb{C}Kk)\simeq C^{\infty}(D)$ を通じて, この作用を $C^{\infty}(D)$ に定義すると, $g^{-1}=$

$\in U(n, n)$ に対して

$\overline{\pi}_{n,k}(g)F(z)=\det(a+bZ)^{-k}F((c+dZ)(a+bZ)^{-1})$

となる。 このようにして, $G=U(n, n)$ の無限次元表現 $(\overline{\pi}_{n},, {}_{k}C\infty(D))$ が $k\in \mathbb{Z}$

に対して定義された ( $k\in \mathbb{C}$ では, $U(n, n)$ の普遍被覆群の表現としては, 定義され

る。 なお, 以下では $k=0,$ $\cdots,$ $n$ を主に扱う)。

$D$ の global な座標を $(z_{ij})_{1}\leq i,j\leq n$ とする。 $I,$ $J\subset\{1, \cdots, n\}$ をそれぞれ $k+1$

個の元からなる部分集合とするとき $D$ 上の $k+1$ 階の偏微分作用素 $P(I, J)$ を

$P(I, J)= \det(\frac{\partial}{\partial z_{ij}})_{i\in jJ}I,\in$

で定義する。更に, $F\in C^{\infty}(D)$ に対し, 微分方程式系 $(\mathcal{M}_{k})$ を

$\partial$

$(\mathcal{M}_{k})$

$\{$

$\overline{\theta\overline{z_{ij}}}\vee F(z)=0$
$(1\leq i,j\leq n)$ $(\mathcal{M}_{k^{-}}1)$

$P(I, J)F(z)=0$ $I,$ $J\subset\{1, \cdots, n\}|I|=|J|=k+1$ $(\mathcal{M}_{k^{-}}2)$
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と定義する。最初の偏微分方程式は Cauchy-Riemann の微分方程式なので, $(\mathcal{M}_{k})$

の解は $D$ 上の正則函数であることに注意しよう。

注意. 定義で $k=0,$ $n$ の両極端な場合を考えよう。

$f$ が $(\mathcal{M}_{n})$ を満たす。 $\Leftrightarrow f$ は正則函数。

$f$ が $(\mathcal{M}_{0})$ を満たす。 $\Leftrightarrow f$ は定数。

$(\mathcal{M}_{k})$ を満たす解の空間を

$So\iota(\mathcal{M}_{k}):=$ { $F\in C^{\infty}(D)$ : $F$ は $(\lambda 4_{k})$ の解} $\subset \mathcal{O}(D)$

とする。

注意. Laplace の展開公式より次の包含関係が分かる。

$\mathbb{C}=Sol(\mathcal{M}_{0)}\subset S_{\mathit{0}}\iota(\mathcal{M}_{1})\subset\cdots\subset So\iota(\mathcal{M}n)=\mathcal{O}(D)$

注意 $n=2,$ $k=1$ のとき, 簡単のために$=$ と書けば,

$(\mathcal{M}_{1})$
$( \frac{\partial^{2}}{\partial a\partial d}-\frac{\partial^{2}}{\partial b\partial c})F=0$

なる微分方程式となる。

注意. $k=1$ の場合, $(\mathcal{M}_{1})$ は

$( \frac{\partial^{2}}{\partial Z_{il}\partial zjm}-\frac{\partial^{2}}{\partial z_{imj}\partial z\iota})F=0$ $(1\leq i,j, l, m\leq n)$

となり, これは青本 -Gelfand の超幾何微分方程式の主要部分を形作っている。

\S 5. 解の有限次元性定理

\S 4で定義した微分方程式系は, ほぼ青本 -Gelfand の超幾何微分方程式を与えて

いる。正確には, $G$ の Cartan 部分群の指標を $-$つ定め, それに従う解 (この条件
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は容易に $-$階の微分方程式, すなわち, オイラーの微分方程式で表される) を $(\mathcal{M}_{k})$

につけ加えることにより, 本来の形の Gelfand の超幾何微分方程式が得られる。

Penrose 変換は G- 共変なので, 我々の主定理より, すべての解は同じ指標に従う

Dolbeault コホモロジーの空間の Penrose 変換の像として得られる。 $k$ が 1 より

大きいときは, Gelfand の超幾何微分方程式よりさらに–般の微分方程式系になる

が, その大域解の空間は有限次元であることを証明しよう。 このために次のユニタ

リ表現論の結果を復習する。

次の設定を考える:

$G$ : 線型簡約 Lie 群

$G’$ : $G$ における簡約な閉部分群

$\pi:G$ のユニタリ表現.

このとき, 一般に $\pi_{1_{G}}$ , は $G’$ の表現として既約ではなく, $G’$ の既約表現の直積分

(連続和と離散和) として表される。連続和が現れないような制限 $\pi_{1_{G}}$ , の理論が小

林俊行氏によって展開され ( $[\mathrm{K}_{0}4]$ , [Ko5]), 特に次の形の条件が与えられた。

Fact ( $[\mathrm{K}_{0}4]$ Theorem 4.1). Cone(yr) を $G$ のユニタリ表現 $\pi$ によって定義さ

れる閉錐, Subset $(c’)$ を $G$ で簡約な閉部分群 $G’$ で定義される部分集合とする。

(それぞれ同じ Cartan subalgebra の部分集合として定義される。)

Cone(yr) $\cap \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{t}(G’)=\{0\}$

ならば,

制限 $\pi_{1_{G}},$ $\simeq\sum_{\tau\in\overline{G}}^{\oplus},$
$n(\mathcal{T})\tau$ は離散直和に分解され,

重複度 $n(\tau)=\dim \mathrm{H}_{0}\mathrm{m}c’(\tau, \pi_{1_{G}}, )<\infty$ $(\forall\tau\in\overline{G’})$ が成り立つ.

$\mathfrak{y}_{:=}\sum_{i=}2n\mathbb{C}E1ii$ とおくと, $\mathfrak{h}$ は $\mathrm{g}=\mathfrak{u}(n, n)$ の fundamental Cartan subalge-

bra である。 $\mathfrak{h}$ を Lie 環とする $U(n, n)$ の Cartan 部分群を $H$ と表すことにす
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る。 $H$ の任意の指標は次の形で書くことができる: $\nu=(\mathcal{U}_{1}, \ldots, \mathcal{U}_{2n})\in \mathbb{Z}^{2n}$ に対

$\llcorner^{-}\mathrm{C}$ ,

$\chi_{\nu}$ : $Harrow \mathbb{C}^{\cross}$ , $\exp(\sum_{i=1}^{2n}\sqrt{-1}l_{i}Eii)-\not\simeq\exp(\sum^{2n}i=1\sqrt{-1}\nu iti)$ .

また, $\nu=(\nu_{1}, \ldots, \mathcal{U}_{2n})\in \mathbb{Z}^{2n}$ に対して

$H \frac{k}{\partial}((n-k)c\cross \mathbb{C}_{n})(L\nu):=\{v\in H\frac{k}{\partial}((n-k)G\mathrm{x}\mathbb{C}n):\pi_{n,k}L(h)v=x\nu(h)v(h\in H)\}$ ,

$Sol(k)(U):=\{F\in s_{\mathit{0}}\iota(\lambda 4k) : \tilde{\pi}_{n,k}(h)F=\chi_{\nu}(h)F(h\in H)\}$

と定義する。 Penrose 変換は $H \frac{k}{\partial}(n-k)(c_{L}\mathrm{x}\mathbb{C}n)$ から $s_{\mathit{0}}\iota(\mathcal{M}_{k})$ への全単射な市-

tertwining operator であるので (\S 1の主定理, 注意を参照), $\nu\in \mathbb{Z}^{2n}$ に対して次

の全単射が得られる:

$\mathcal{R}:H\frac{k}{\partial}(n-k)(c_{L}\mathrm{x}\mathbb{C}n)(\nu)\simeq sol(k)(\nu)$ .

[Sel], Lemma 6.1より,

$Sol(k)(\nu)=$ { $F\in \mathcal{O}(D)$ : $F$ は $(\overline{\mathcal{M}_{k}})$ を満たす}.

ここで微分方程式系 $(\overline{\mathcal{M}_{k}})$ を次のように定義する:

$(\overline{\mathcal{M}_{k}})$

$k=1$ の場合, この微分方程式系 $(\overline{\mathcal{M}_{k}})$ は青本, I. M. Gelfand によって導入された

一般超幾何微分方程式 (Gauss の超幾何微分方程式を多変数化したもの) である。

$k\geq 2$ のとき $(\overline{\mathcal{M}_{k}})$ は青本 -Gelfand の超幾何微分方程式系の高階 ( $k+1$ 階) へ

の拡張であるといえる。
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$D$ は $M(n, \mathbb{C})\simeq \mathbb{C}n^{2}$ の有界対称領域であったことを思いだそう。 $(\overline{\mathcal{M}_{k}})$ の $D$

上定義された大域解の空間の次元が有限であることを示すのが, この節の目標であ

る。

$H_{1}:= \sum_{i=1}^{n}E_{ii}-\sum_{=in+1}^{n}2E_{ii}$ ,

$H_{2}:= \sum_{i=k+1}^{n}Eii$ ,

$\mathrm{t}’:=\sqrt{-1}0\mathbb{R}H1+\sqrt{-1}\mathbb{R}H2(\subset \mathfrak{h})$ ,

$\mathrm{t}’:=\mathrm{t}_{0}’\otimes \mathbb{C}$,

$\tau^{J}:=\exp(\{_{0})’(\subset K\subset G)$

とおく。 このとき, $H \frac{k}{\partial}(n-k)(c_{L}\cross \mathbb{C}_{n})$ は $T’$-admissible であることが Fact より分

かる。 さらに $T’\subset H$ であるので, $H \frac{k}{\partial}(n-k)(G\mathrm{x}\mathbb{C}n)L$ は H-admissible でもある

( $[\mathrm{K}_{0}4]$ , Theorem 12参照)。 admissibility の定義より, 任意の $\nu\in \mathbb{Z}^{2n}$ に対して,

$\dim_{\mathbb{C}}H\frac{k}{\partial}(n-k)(G\cross \mathbb{C}n)L(_{\mathcal{U}})<\infty$

が成立する。従って, 次の定理が証明された:

定理. 任意の $\nu\in \mathbb{Z}^{2n}$ に対して

$\dim_{\mathbb{C}}s_{ol}(k)(\nu)<\infty$ .

\S 6. 主定理の意味

この講究録で述べた定理の意味をいくつかの側面から眺めてみよう。
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1)

Dolbeault コホモロジーによる実現

. . . 特異な無限小指標をもつ既約ユニタリ最高ウェイト表現

$\downarrow$

有界対称領域上の正則直線束の正則切断の空間

. . . 既約とは限らない表現

定理では, 上の 2つの表現の幾何的実現を結びつける写像を具体的に構成したこ

とになる。

2) パラメータをもつ微分方程式系– 特異パラメータにおける Schmid operator

を補う微分作用素

Schmid あるいは 堀田先生 -Parthasarathy らの結果によって, 離散系列表現

はリーマン対称空間上の G- 共変なベクトル束の切断に作用する $-$階の楕円型微分

方程式の解の空間として実現される。 しかし離散系列のパラメータをずらしていっ

て, パラメータを limit of discrete series よりもっと特異なところにも D ていくと,

対応する表現空間はそれにつれて小さくなると期待される。従って, そこに属する

函数はよりたくさんの微分方程式を満たすようになると期待される。 この報告集で

述べた主定理は, 極めて特別な場合ではあるが, この現象を具体的な方程式で定式

化したと解釈できる。すなわち, ペンローズ変換の像の満たす微分方程式のうち,

Cauchy-Riemann 方程式... Schmid operator

偏微分方程式系 $(\mathcal{M}_{k^{-}}2)\cdots$ Schmid operator を補う微分方程式

となっている。

表現論的に言うと正則離散系列の coherent family を考えて, パラメータが limit

of discrete series よりもっと特異になっても, そのパラメータに対応する表現はし

ばらくはユニタリ化可能になることが知られている。このパラメータは Wallach
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set と呼ばれている。今扱っている設定ではペンローズ変換の像として表される表

現が Wallach set に対応するユニタリ表現である, ということを主張している。

3) 偏微分方程式の解の構成

積分変換を使って偏微分方程式のすべての解を構成するということは大域解析

における基本問題である。 この問題は積分幾何における主たる問題の一つであっ

た。 1938 ([J]) に, F. John は ultra-hyperbolic equation

$\frac{\partial^{2}F}{\partial a\partial d}-\frac{\partial^{2}F}{\partial b\partial c}=0$

のすべての解を積分変換

$f(x, y, Z) \vdash\Rightarrow Ff(a, b, C, d)=\int_{-\infty}^{\infty}f(t, at+b, ct+d)dt$

の像として構成した。

リーマン対称空間 $G/K$ に対する Poisson 変換は hyperfunction 値の spherical

principal series (すなわち “境界 ” 上の函数) から $G/K$ 上の偏微分方程式のすべ

ての解の空間の上への積分変換であるという別の例になっている。

上で述べた例は積分変換によって

{多様体 $N$ 上の全ての函数}

\rightarrow {多様体 $M$ 上の偏微分方程式の全ての解}

の全単射を与えていることに注目しよう。 この定式化では, 次元に関する不等式

$\dim N<\dim M$ が自然に要請されている。

この論文では, 上の定式化に沿って言えば古典型有界対称領域 AIII

$M:=\{Z=(z_{ij})_{1}\leq i,j\leq n\in M(n, \mathbb{C}) : I_{n}-Z^{*}Z\gg 0\}$

上の偏微分方程式系 $(\mathcal{M}_{k})$ の全ての解を構成する積分変換の一つの例を与える。

実際, $0\leq k\leq n$ となる整数 $k$ を 1つ選び, 偏微分方程式系 (A4 $k$ )

$\overline{\partial_{\overline{Z}}^{-}ij}F(z)=0$
$(1\leq i, j\leq n)$ $(\lambda 4_{k}- 1)$

$\partial\backslash$

$-$

$\det(\frac{\partial}{\partial z_{ij}})_{i\in I,J}j\in(FZ)=0$ $I,$ $J\subset\{1, \cdots, n\}|I|=|J|=k+1$ $(\mathcal{M}_{k^{-}}2)$
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を考えたのであった。 $k=1$ のとき, $(\mathcal{M}_{k}- 2)=(\lambda 41- 2)$ は

$( \frac{\partial^{2}}{\partial z_{i\iota}\partial z_{j}m}-\frac{\partial^{2}}{\partial z_{imjl}\partial_{Z}})F(Z)=0$

という形の微分方程式系である。 このような系に群作用で定義される簡単な $-$階の

微分作用素をつけ加えたものは Gelfand による “多変数超幾何函数 ” の関係で最

近集中的に研究されている。 $k\geq 2$ ならば, Gelfand の超幾何函数の高次元化と解

釈できる。従って, 我々の主定理は, 系 $(\mathrm{A}t_{k})$ の全ての解の積分変換による構成法

を与えたと解釈することもできる。
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