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1 はじめに

距離空間 $X$から $[-\infty, +\infty]$ への下半連続関数の列 $\{f_{n}\}_{n=1}^{\infty}$. を考える. 関数のエピグラフ
に対して集合の収束の概念を適用することそ, 関数め $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$-convergence を定義することがで
きる. 本研究では特に集合の収束として Painlev\’e-Kuratowski 収束を考え, 可分な距離空間
上の関数列の収束に対する同値条件を与えた Beer, Rockafellar, Wets の結果を可分でない
空間上で考えた場合にどうなるのかを考察した.

1992年に Beer, Rockafellar, $1\prime \mathrm{v}_{\mathrm{e}}\mathrm{t}\mathrm{s}$ によって以下の定理が証明された [4].

定理 $X$を可分な距離空間とし, $f.,$ $f_{1},$ $f\underline{\cdot)},$

$\ldots$ を $X$ から $[-\infty, +\infty]$ への下半連続関数の列と
する. このとき以下は同値である:

(i) $\mathrm{e}_{1}\mathrm{J}\mathrm{i}f=\mathrm{I}^{arrow}\backslash -\lim|\iotaarrow\infty \mathrm{e}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}f1}}|$;

(ii) 任意の実数\alphaに対して $c\iota-$に収束する実数列 $\{C\mathrm{t}_{\iota}^{\mathit{1}},\}$ が存在して

$\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{v}(f, c\iota’)=\mathrm{I}_{\mathrm{t}-\lim_{arrow 7l\infty}\mathrm{S}1}’\mathrm{v}(f\eta’ a_{n})$

をみたす.

ただし $\mathrm{s}\mathrm{l}_{1\prime}r(f, 0)=\{x\in X:f(a\cdot)\leq C\mathrm{t}\}$ である.

同じ論文で, 連続体仮説を仮定した場合に, 可分でない距離空間では二つの命題が同値に
ならない例が存在することも示されている. したがって, 可分でない距離空間で考える場合
には $\mathrm{e}_{1^{\mathrm{J}\mathrm{i}}}$-convergence の同値条件として上記のものとは別のものを考える必要がある. 本研
究ではレベルセットを構成する実数列

.
$\mathrm{t}C\mathrm{t}_{1\mathit{1}}^{!}$ } のかわりに, コンパクト集合上で–様収束する

関数の列を用いることで同値条件となることを証明した.
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2 準備と補題

距離空間 Xの部分集合の列 $\{A\}|\mathit{1}$ を考える. 十分大きな $ll\in \mathrm{N}$ に対して $X_{1l}$ C沖である
ような.1 $\in X$に収束する点列が存在するとき, $.\prime \mathrm{r}$. は $\{A_{?\mathit{1}}\}$ の極限点であるという. また, 自
然数の増加列 $\{\uparrow\iota_{\mathrm{t}}.\}$ と, 任意の $k\in \mathrm{N}$ に対して $.\iota\cdot,,k\in_{4}4_{n_{k}}$をみたす忽 \in Xへの収束点列が存
在するとき \sim は $\{A_{?},\}$ の収積点であるという.
以下は集合の収束の定義である [5].

定義 $\{A_{?},\}$ を距離空間 $X$ゐ集合の刻とする. このとき, $\{A_{n}\}$ の極限点, 収積点の全体をそ
れぞれ $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\iota\wedge},4_{l}$, , $\mathrm{L}_{\mathrm{S}_{l\mathit{1}}}A,\iota$ であらわす. さらに, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\gamma \mathit{1}}$ $A\mathrm{t}?=\mathrm{L}\mathrm{s}_{\mathrm{t}l},A,=A$ が成り立つとき $\{A_{l},\}$ は
$A$ に Painlev\’e-Kuratowski収束するといい, $A=\mathrm{I}_{\acute{\mathrm{C}}}-1\mathrm{i}111_{1}-\infty A_{n}\iota$ とあらわす.

距離空間の部分集合 $A$ 加 $>0$ に対し, $S_{1}.(A)$ で $A$ からの距離が $r$より小さい点の全体
をあらわす. すなわち $S_{r}(A)=\{x\in X:d(\backslash ?:, A)<\uparrow’\}$ である. また, 14が–点集合 $\{x\}$ の

ときは, $S,,(\{X\})$ のかわりに $S,.(x)$ ともあらわす.
関数 $f$ : $Xarrow[-\infty, +\infty]$ に対し, $\{(.I^{\cdot}.C\iota’) : f(\backslash \iota\cdot)\leq c\iota’\}\subset X\cross \mathbb{R}$ なる集合を fのエピグラ
フといい, $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ fであらわす. 同様にして, $\{(\backslash \iota\cdot, \alpha) : f(.\tau)\geq \mathfrak{a}\}\subset X\cross \mathbb{R}$ をハイポグラフとい
い, $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}_{0}$ fであらわす. また.\acute A\subset X $\cross$ Yのとき, $arrow 4$ の Xへの射影を $7$「$x(A)$ であらわす. $\cdot$

以下に, 主定理を証明するのに必要な補題を述べる.

補題 1 $\{f_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ を距離空間 $X$から実数への同程度連続な関数の族で任意の $x\in X$に対して...
$\mathrm{S}\mathrm{t}\iota_{1^{1)}f\lambda}\lambda\in\Lambda(X)<+\infty$ をみたすものとする. このとき

.

$f(\backslash \iota")=\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}\lambda f.\lambda(x)$

で定義された関数 fは Xで連続である.

証明 $\{f_{\lambda}\}$ が同程度連続なので, 任意の $.?\in X$ と $\epsilon>0$ に対してある $\delta>0$ があり, I $f_{\lambda}(.li)-$

$f_{\lambda}(u))|<\epsilon/\mathit{2}$ が任意の $w\in S_{\delta}(x)$ と $\lambda\in \mathrm{A}$に対して成り立つ. $f(w_{0})-f(X)\geq\epsilon$ となるよう
な $s_{\delta(\mathrm{t}}\backslash \cdot$ ) が存在したと仮定すると, fの定義より $f(u!_{0})-f_{\lambda_{\text{。}}}(w_{0})<\epsilon/\mathit{2}$ なる $/\backslash _{0}\in$ /\が存在
する. このとき

$f_{\lambda_{0}}.(_{X})-f.(\backslash 1’)$ $\geq$ $f_{\lambda_{\mathrm{r}\rfloor}}(.\mathrm{t}’)-f(w0)+\epsilon$

$>$ $f_{\lambda_{0}}.( \backslash \tau;)-f.\lambda(u)0)-.\frac{\epsilon}{\mathit{2}}+\epsilon$

$.>$. $- \frac{\epsilon}{2}-.\frac{\epsilon}{\mathit{2}}+\epsilon=0$ .

これは矛盾である. よって $f(1l))-f(.?\cdot)<$ \epsilon が任意の $w\in S_{\delta}(x)$ について成り立つ. 次に
$f(\backslash \iota\cdot)-f(w_{1})\geq\epsilon$ となる $?\iota$) $\iota\in S_{\delta}(x)$ が存在したとしよう. このとぎ任意の\mbox{\boldmath $\lambda$} $\in\Lambda$に対して
$f.(\mathrm{t}?\cdot)-f.\lambda(1\{_{/}’ 1)\geq\epsilon$なので

$f.(x)-f.\lambda(x)$ $=$ $f.(_{l^{\backslash }})-f.\lambda(w1)+f.\lambda(w1)-f_{\lambda}.(x)$

$\geq$ $\epsilon+\frac{\epsilon}{2}$
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が任意の\mbox{\boldmath $\lambda$}\in ]\で成り立つ. よって $f(x)>f(x)+\epsilon$ となり矛盾 したがって, 任意の $u\mathrm{J}\in s_{\delta(}\backslash T.$ )

に対して $|f(.\iota\cdot)-f(\mathrm{c}\mathrm{t}))|$ <\epsilon が成り立ち. fは連続であることが示された. $\square$

..
$\cdot$ .

補題 211を距離空間 X上の有界な関数とする. このとき任意の $\tau\cdot>0$ に対して X上の連続

な関数 $f$で

hypo $ll\subset \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{O}}g\subset S,.(\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o} h)$

をみたすものが存在する.

証明. $h$ は有界なので.\acute ある正の実数 Mが存在して任意の $x\in X$に対して
$.|h(X)|-\prime \mathit{1}2-\vee>--\prime \mathrm{t}’/I$

をみたしている. 各 $x\in X$に対して砺: $Xarrow \mathbb{R}$ を $\iota$ .

$c \iota_{l}.\cdot(\iota\iota J\dagger)=l?.(.l’)+.\frac{\uparrow}{\mathit{2}}$

.
$- \frac{4_{\mathit{1}}\lambda \text{ノ^{}\mathit{1}}I}{\uparrow},Cl(x, w)$

で定義する. 明らかに $\{(1.\mathrm{t}.\}_{?\in^{x}}.\cdot$ は同程度連続なので, 補題 1より

$.jC$
: $X\ni u$ )

$-\succ.‘.\mathrm{s}\mathrm{u}I^{\cdot}\in\vee\iota 1\supset,$

$(\iota x(u))\in \mathbb{R}$

は連続であり, さらに $f$は hyPO $ll\subset$ hyPO($y$もみたしている. $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{O}}g\subset S_{r}(\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathit{1}_{l})$ を示す.

任意の $\iota\{’\in X$に対して $J\mathrm{r}(\tau\iota’)$ $–,,/2<c\iota_{\mathrm{J}},.(W)$ をみたす $x\in$ Xが存在する. $cl(x, \mathrm{t}\{’)<’\cdot/\mathit{2}$ の

ときは $c\iota_{x}(\cdot \mathrm{t}p’\rangle\leq c\iota_{x}.(\backslash T)=l_{l(X})+?\cdot/2$ より

$cl$ (( $w,$ $C\{,\alpha\cdot(uf)$ , hypo $l\iota.$ ) $\leq cl((l\iota" Cl\cdot x(\mathrm{t}\iota’)), (X, Cl_{x}.(w)-\cdot r/\mathit{2}))=.\frac{\uparrow}{\mathit{2}},$ .

また, $cl(X, u’)\geq\uparrow\cdot/2$ のときは

$c \mathrm{t}_{l},.\cdot(u’)\leq l\iota(X)+.\frac{\uparrow}{2}-2M<-\mathit{1}\mathrm{t}/I<h(w)$.

よって $cl.((\iota\ell" c\{.x(u))),$ $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}h$ ) $=0$ . したがって

$cl((\iota!, g(n)))$ , hypo $h$ ) $\leq$ $cl.((1\iota’, g(u!)),$ $(uf, \Gamma l_{x},(w)))+cl((w, Cl_{x}(w))$ , hypo $l\iota$ )

$=$ $jC(w)-r \{_{\mathit{1}}\lambda\cdot(u))<\frac{\uparrow}{2}.$ .

これで hypo $g\subset S,.(\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}h)$ が示された. 口

補題 3 $f.f1,$ $f_{2},$ $f_{3}\cdot.\cdots$ . を距離空間 $X$から $[-\infty, +\infty]$ への下半連続関数列 $\not\in..$: し, $\mathit{9}1_{c}.\mathit{9}\underline{.)}.g_{3},$ $\ldots$

を Xから $\mathbb{R}$ への関数で\alpha $\in \mathbb{R}$ にコンパクト集合上で–様収束する列とする. このとき

$\mathrm{L}\mathrm{S}_{1?}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ fn\subset el)ifならば

$\mathrm{L}\mathrm{s}l$

$\pi_{x}(\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f\gamma\iota\cap \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{O}}g)?)\subset \mathrm{s}1\backslash \gamma(f, \mathfrak{a})$ .

証明 $.7i\in \mathrm{L}\mathrm{s}_{\iota},\mathcal{T}_{X}$ (.ePi $f_{1?}\cap \mathrm{h}_{3^{r}\mathrm{P}g,}\mathrm{o}\mathrm{t}$ ) をとると、自然数の列 $\{\uparrow\iota_{i}\}$ と $\{x_{n_{i}}\in\pi_{\wedge}\mathrm{Y}(\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}}}fn_{j}\cap$

$\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{l})\mathrm{o}g_{1},i)\}$ が存在して $x_{n_{i}}arrow x$ とできる . $f_{\mathit{1}_{i}},(x_{\mathrm{n}_{j}})\leq g_{7l}i(x_{n})i$ なので $(x_{?i},, g_{n_{i}}(\backslash \tau)\iota_{\mathrm{i}}))\in \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}fn_{j}$ .
$\{g_{n_{j}}\}$ は aに収束するので $(x_{?j},., g_{lj},(x_{n_{j}}))arrow(.1^{\cdot}, C\mathrm{t})\in^{r}\mathrm{L}\mathrm{s}_{1},\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}}}fn\subset \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f$ となり, $f(.?\cdot)\leq C\mathrm{t}$ を

得る. これは $x\in \mathrm{s}1\backslash r(f_{:^{\zeta}}\lambda^{\prime)}$ となることを示している. $\square$
’

. . . .’.
$\neg$

. $\cdot.\cdot.$..
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補題 4 $f,$ $fi,$ $f_{2},$ $f_{3},$
$\ldots$ を距離空間 $X$から $[-\infty, +\infty]$ への下半連続関数列とする. 任意の

$\mathrm{o}\in \mathbb{R}$ に対して X上の連続関数列 $\{g_{\iota},\}$ が存在して

(i) $\{g_{\iota},\}$ はコンパクト集合上で\alpha に--様収束する;

(ii) $\mathrm{s}1\backslash ’(f, Cy)=\mathrm{I}’\searrow-\lim_{\iota},-\infty\pi x(\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}fn\cap \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}g_{\iota},)$;

をみたすならば, $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f=\mathrm{I}^{\vee}\backslash -1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{\gamma}-\infty \mathrm{e}l\mathrm{p}\mathrm{i}f,$ ?である.

証明 $($ .];., $a^{\mathrm{C}})\in \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ fをとると, これは $x\in \mathrm{s}1\backslash \Gamma(t., C\mathrm{t}^{-})$ を意味するので, 補題の仮定をみたす連
続関数列 $\{g_{\eta}\}$ がある. よって, $x,,\pi_{X}(\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f_{\mathcal{R}}\cap \mathrm{h}_{1^{r}}.\mathrm{p}\mathrm{o}g_{n})$ をみたす $X$の点列 $\{x_{n}\}$ が存在して
$X_{\iota},arrow x$ とすることができる. ここで, $(X_{\}l}, \supset c,\iota(\backslash ?|\mathit{1}))\in \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$几であり, $(x_{7\iota} , jc_{\gamma?}(x|1))arrow(J^{\cdot}, \alpha)$ で

あるから, (X, $\mathit{0}^{\mathit{1}}$ ) $\in \mathrm{L}\mathrm{i}_{\mathit{1}},\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f_{\mathcal{R}}$ . よって $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f_{\mathit{7}}l\subset \mathrm{L}\mathrm{i}_{?},\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ f,lである.
次に $\mathrm{L}\mathrm{s}_{n}\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}fn\subset \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f$ を背理法で示す. $(x,\dot{\prime}\mathit{3}/)\in \mathrm{L}\mathrm{s}_{n}\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}fn\backslash \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f\neq\emptyset$ をとることができ
ると仮定しよう. すると $\beta<f(\backslash \tau)$ そあり, さらに自然数の増加列 $\{\uparrow x_{i}\}$ と $(x_{n_{j}} \int\prime \mathit{3}2_{\text{、}})$ $\in \mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f_{\mathrm{t}},\mathrm{i}$

なる (X, $\beta$ ) への収束列がとれる. $/\mathit{3}<\alpha<f(x)$ なる $a^{e}$に対して補題の仮定をみたすよう
な $\{c_{\iota},J\}$ を考えると、$g_{n_{i}}(x_{\iota_{j}},)arrow\alpha$なので, 十分大きな $i\in \mathrm{N}$ に対して $\beta_{n}:<g_{\iota_{j}},(\mathrm{t}\iota\cdot,l\mathrm{i})$ とな
る. このことから妬, $\in\gamma_{1}-1’$ $(\mathrm{e}_{1^{\mathrm{M}}} f_{1l}i\mathrm{n}\mathrm{h}_{3^{\gamma}\mathrm{p}}\mathrm{o}g_{l},i)$ が成り立ち, $x\in \mathrm{s}1\backslash ’(f, a’)$ を得るが, これは

$\mathrm{G}<f(x)$ に矛盾. よって補題は成立した. 口

3 epi-convergence の同値条件
定理 $f.,$ $fi\cdot f_{\underline{)}}\cdot,$ $f_{3}.\cdots$ . を距離空間 $X$から $[-\infty., +\infty]$ への下半連続関数の列とする. このと

き, 以下は同値である:

(i) $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f=\mathrm{I}\searrow-\lim\prime narrow\infty \mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{i}f_{1}\mathit{1}$ ;

(ii) 任意の\alpha \in R に対し, コンパクト集合上で–様に $\alpha$に収束する連続関数列 $\{g_{n}\}$ が存在
して

$\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{v}(f, c1)=\mathrm{I}^{-}\searrow\underline{-1}\mathrm{i}\mathrm{n}1\pi X(|\iota\infty \mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}f_{n}\cap \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\zeta_{n}j\mathrm{I}$

をみたす.

証明 (ii) を仮定して (i) がいえることはすでに補題 4で示した. (i) を仮定して (ii) がいえ
ることを証明する. .

補題 3より、任意の\alpha \in R と $a^{\mathit{1}}$にコンパクト集合上で–様収束する連続関数列 $\{g_{?}, \}$ に対
して

$\mathrm{L}\mathrm{s}7$

?

$\pi_{X}(\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}f_{n}.\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}c_{?\mathit{1}}j)\subset \mathrm{s}1_{\mathrm{V}}(f, \alpha)$

が成立する. したがって, そのような $\{g_{n}\}$ のなかで

$\mathrm{s}\mathrm{l}_{1^{:}}(f., \mathrm{Q})\subset \mathrm{L}\mathrm{i}n$
$7\Gamma_{X}(\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}fn\cap \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{o}}/\zeta_{?})$

?

をみたすものが存在すればよい.
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任意の $k\in \mathrm{N}$ に対して $\{S_{\iota/}k(\backslash \gamma.)\}.\mathrm{t}\cdot\in \mathrm{S}1\lambda\Gamma(f.\alpha)$は $\mathrm{s}1\backslash r(f, a)$ の開被覆となる. 距離空間はパラコ

ンパクトなので, これの細分で局所有限な開被覆がとれる。これを $\{U^{(k,\lambda})\}\lambda\in\Lambda^{k}$ とする. 以

上の操作を各 $k\cdot\in \mathrm{N}$ について同様に繰り返すことで局所有限な $\mathrm{s}1\backslash ’(f, a)$ の開被覆の列を得
る. 各ん $\in \mathrm{N}.$

, \mbox{\boldmath $\lambda$}\in 1珂に対し $(_{\backslash }x^{(k.\lambda)})\in U^{(k.\lambda)}\mathrm{n}\mathrm{S}1\backslash \cdot(f, a)$ をとると $(x^{(k,\lambda)}, a)\in \mathrm{e}_{1})\mathrm{i}$ fであるこ
とと定理の仮定から, 冷汗 $\{(.’\iota^{(k}\cdot:\mathit{0}^{(k_{/}\backslash )}\tau?\lambda)-|1)\in \mathrm{e}_{1^{)}}\mathrm{i}f|\}\}_{1’=1}^{\infty}$ で

$,\iota\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1(.r.,, C\mathrm{t}k.\lambda\iota|\mathit{1}\rangle(1k.\lambda))arrow(x^{(k,\lambda},\ovalbox{\tt\small REJECT}))$

をみたすものが存在する. 以上のようにして. 各 $U^{(k,\lambda)}$に対応する点列 $\{x_{n}^{(k,\lambda}\})$ をとること

ができた.

任意の $r>0$ に対し, $N^{(k\cdot,\lambda)}(r)\in \mathrm{N}$ を

$(.’\iota^{(k\cdot.\lambda \mathrm{t}}.,$$C\mathrm{t}_{1}^{\mathrm{t}\cdot,\lambda)}|\mathrm{t})|)\in U^{\mathrm{t}k,\lambda)}\cross[c\mathrm{t}^{\prime-}r, a+\gamma\cdot]$

が任意の $\uparrow l\geq N^{(k,\lambda)}(\uparrow \mathrm{I}$ で成り立つように定義する、 これを用いて $X\cross \mathbb{R}$ の部分集合の列
$\{H_{\iota},\}_{:}\{\hat{H}_{l},\}$ を次のように定義する: ...:. . $\cdot$ .,

$\cdot$ :
.

$H_{\gamma?}=. \bigcup_{k=1}^{\infty}\{(_{X}\iota’ c\iota \mathit{1}l)(k\cdot.\lambda)(k\cdot.\lambda) : l=\uparrow?_{\mathit{1}},.l\geq N^{(k,\lambda)}(1/k), /\backslash \in\Lambda^{k}\}$;

$\hat{H}_{11}=H_{\iota},+(\{0\}\cross[0, -\infty[)$ ;

さらに, 1都 : $Xarrow[-\infty, +\infty]$ を $\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}h}\}l}=\hat{H}_{\mathfrak{l}l}$なる関数とする. 補題 2より, 各 $h_{n}$ に対して

hypo $h_{1},\subset \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{O}}g$

}
$’\subset S_{1/n}(\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}h_{n})$

なる連続関数 $g_{?}$, が存在する. ここで, $\{g_{\iota},\}$ が c|’にコンパクト集合上で--様収束すること,

すなわち任意の $x\in X$ と $\epsilon>0$ に対してある $N\in \mathrm{N}$ と $\delta>0$ が存在して, $\mathrm{t}t\geq\wedge l\backslash ^{-}$かつ

$cl(\mathrm{c}\iota:, \mathrm{t}\iota’)<\delta$ならば $|\alpha-g|l(w)|$ <\epsilon であることを証明する. いま, $x,$ $\epsilon$を固定し, $k’=\mathit{2}/\epsilon \text{をと}$

る. $j$ $=1,2,3,$ $\ldots$ , k’に対する $\{\text{び^{}(j,\lambda)}\}$ の局所有限性を用いると, .T のある近傍び 0をとって
$L_{0}^{7}$’ と共通部分を持つ $U^{(k.\lambda)}$が有限個しか存在しないようにできる. ここでび 0と共通部分を
持つものを $\{\text{び^{}(k\cdot.\lambda_{i})}|\}i=1||$

? とかく. 自然数 N’を

$N’=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{f}N^{(}k_{i},\lambda_{j})(\epsilon/\mathit{2}):\cdot i=1,\mathit{2},3,$

$\ldots,$
$\uparrow 7?,\}$

とする. すると 7 $H_{?}$, と N’の定義から

$|C1_{1}^{\text{狃}}-c|^{}|(k_{i\cdot i}? \cdot\lambda)<\frac{\epsilon}{3}$

が任意の $??,$ $\geq \mathit{1}7\backslash l^{-\prime}$ と $(.\mathcal{T}_{1?|?}^{(k,\lambda},$$\alpha)(k\lambda))\in H_{\iota},\cap$ (び 0 $\mathrm{x}\mathbb{R}$ ) で成り立つ. このことから

$|h \}?(_{\mathcal{U}^{1})|}.-\alpha<\frac{\epsilon}{2}$ (1)

が任意の $?l\geq N’$ と $u’\in$ Uv0でいえることがわかる. さらに $0<\delta<\epsilon/2$ かつ $s_{2\delta(\mathit{1}:}\backslash$ ) $\subset U_{0}$ を

みたす $\delta$をとり, $N=111\mathrm{a}\mathrm{X}\{1/\delta_{-}, N’\}$ とすると $S_{\delta}(X)\cap s_{\delta(}o_{0^{C}}\mathcal{T})=\emptyset$ であり, $?l\geq N\text{ならば}$

hypo $/c_{??}\subset S_{1/\mathrm{P}^{\mathrm{o}}}$
}?

$(\mathrm{h}\mathrm{y} h_{?},)\subset S_{1/}j\backslash :-(\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}h_{\Pi})\subset S_{\delta}(\mathrm{h}_{\}\mathrm{p}\mathrm{I}}r\mathrm{o}h_{\eta}$
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である. よって

$|l7_{?},(u’)-g_{j},.( \iota\{^{))1}<\delta<\frac{\epsilon}{2}$

が任意の $’?\geq N$ と $u^{1}/\in S_{\delta}(\backslash ?\cdot)$ で成り立つ. (1) と (2) より,

(2)

$|c \iota-g_{1\iota}(\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{t})|<.\frac{\epsilon}{2}$

が任意の’\sim $\geq N$ と $\iota\iota$ ) $\in S_{\delta}(.\mathrm{t}\cdot)$ で成り立つので $\{/‘\}1\}$ が $\mathrm{n}$にコンパクト集合上で–様収束する
ことが証明された.

$l_{l},,$ . g。の定義より, $’\sim\leq-\backslash ^{-()}/\mathrm{A}\cdot\lambda(1/\lambda\cdot)\text{ならば}.?(k’\iota’\lambda)\in\pi_{x}(\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}f,\iota\cap \mathrm{h}\mathrm{y}1)\mathrm{o}g|\mathit{1})$ である、 これは
$\mathrm{t}?^{\mathrm{t}\Lambda,\backslash }\cdot)\in \mathrm{L}\mathrm{i}_{\iota},\pi-\backslash ’(\mathrm{e}_{1})\mathrm{i}f,l\cap$hypo $j_{1}(,)$ を意味する. $\{.\iota^{\mathrm{t}t\cdot.\lambda)} : k\in \mathrm{N}, \lambda\in\Lambda^{k}\}$ は, 対応する開被覆
の定義から, slvげ、$\alpha$ ) で稠密なので

$\mathrm{s}\mathrm{l}_{1^{r}}(f., \mathit{0})\subset \mathrm{L}\mathrm{i}$ $\tau_{\wedge}\prime \mathrm{v}(\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f.|1^{\cap \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}g_{n})}0$

となる. これで (ii) が示された. 口
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