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1 序論

Courmot により数学的に定式化された複占市場モデルは、企業による商品の生産、及びそれらの市場
における消費を記述する時系列現象に対する有効な数学的モデルとして知られている。 2社の企業が交互
に商品を生産して市場に送り込む際、十分に時間が経過した後では価格が–定値に収束するという価格均

衡の原理や、生産性の劣る小企業でも先手をとって新商品を開発し、生産性の優れた大企業よりも先に商品

を市場に送り込むことで、大企業とほぼ同額の純益を得ることができるという先手有効策の原理などはこ
の Cournot のモデルにより明確に説明され得るものである。 しかし、 これらの原理を説明する道具となる
多段ゲームを構成するために必要な、時間的推移を記述する写像は非線形であり、非拡大写像よりも弱く

狭義縮小写像よりも強い広義縮小写像の条件を満たすことが知られている。本稿では、 コンパクト距離空

間上の広義縮小写像に関する不動点の存在、及び不動点への収束状況を調べる。更にこの結果を Cournot
の寡占市場モデルヘ応用することにより、 多段ゲームの収束状況を調べることを目的とする。

2 コンパクト距離空間上の広義縮小写像に関する不動点の存在及び収束
状況

(X,のをコンパクト距離空間とする。 $X$ 上で定義され、 $X$ に値をとる非拡大写像 $T$ が、任意の相異

なる 2点 $x$ 及び $y$ に対して、 ある自然数 $n_{x,y}$ が存在して

$d\mathrm{t}T^{nae.v}x,$ $\tau n_{*},,y)<d(x, y)$

という条件を満足するとき、広義縮小写像であるという。 このとき、 次の命題が成立する。

命題. $T$ は唯–つの不動点を有し、任意の $x\in X$ に対して構成される点列 $\{T^{n}x;n=1,2, \ldots\}$ は不動

点に収束する。

証明. 最初に、上記条件を満たす $T$ に対して、ある自然数 $N$ が存在して、任意の相異なる 2点 $x$ 及
び $y$ に対して、

$d(T^{N_{x_{)}\tau}N}y)<d(x, y)$

が成立することを示す。任意の自然数 $n$ に対して、

$A_{n}=\{(x, y);d(\tau^{n}X, Tn)<d(x,y)\}$

と定めたとき、広義縮小写像の仮定により、

$\{A_{n}; n=1,2, \ldots\}$

は、 $X\cross X$ の開被覆となる。 このとき、 $X$ に関するコンパクト性の仮定により、有限部分開被覆

$\{A_{n}.\cdot;i=1,2, \ldots, k\}$

が存在する。従って、

$N= \max[n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}]$
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と定めればよい。

次に、 $T$ が不動点を持つことを背理法を用いて示す。今、 $T$ が不動点を持たないとすると、

$\{\{x\in X;d(x, T_{X})>\epsilon\};\epsilon>0\}$

は、 $X$ の開被覆となる。故にある正数 $\epsilon_{0}$ が存在して、

$\{x\in X;d(x, T_{X})>\epsilon_{0}\}=X$

を成立させることができる。 $\epsilon 00$ を上の条件を満たす $\epsilon_{0}$ の上限とする。 このとき、任意の自然数 $n$ に対

して、 ある $x_{n}\in X$ が存在して、

$\epsilon_{00}<d(x_{n}, Tx_{n})\leq\epsilon_{00}+(1/n)$

が成り立つ。上記条件を満たす点列 $\{x_{n}; n=1,2, \ldots\}$ が持つ収束部分列の収束先を $x00$ としたとき、

$d(X_{00}, Tx_{0}0)=\epsilon_{0}0$

が成立しなくてはならないが、 この結果は、

$d(T^{N}x_{0}, T^{N}+1)x_{0}<\epsilon_{00}$

を導き、 $\epsilon_{00}$ の定義に矛盾する。今、 $T$ の不動点の集合を $F$ としたとき、 $F$ が唯–点から成ることは明
らかである。 そこで、任意の $x\in X$ を用いて構成される点列 $\{T^{n}x;n=1,2, \ldots\}$ が、 この唯–存在する不

動点 $P$ に収束することを示せばよい。今、 ある正数\mbox{\boldmath $\delta$} 及び部分点列 $\{T^{nk}x;k=1,2, \ldots\}$ が存在して、全

ての自然数たに対して、
$d(p, T^{n_{1_{X}}})\geq S$

が成立することを仮定してよい。 このとき、画面 $\{T^{n_{i}}x;k=1,2, \ldots\}$ は収束部分列を持つから、 その部

分列を改めて、 $\{T^{n_{i}}xi^{k=}1,2, \ldots\}$ と書き、 その収束先を $q$ で表すことにする。 このとき、 明らかに、

$d(p, q)\geq\delta$

が成り立つ。 そこで正数 $\alpha$ を

$\alpha<\frac{d(p,q)-d(p,\tau^{N}q)}{2}$

を満たすように定め、 $T^{n:}x$ 及び $T^{n;}x$ を、 以下の 3条件 :

$n_{i}<nj-- N$

$d(q, T^{n}\cdot.X)<\alpha$

$d$ ( $q$ , T町 $x$ ) $<\alpha$

を満足する部分列 $\{T^{n\iota}x;k=1,2, \ldots\}$ の要素とする。 このとき、

$d(p,q)$ く $d(p, T^{n_{j}}x)+d(T^{n}jx, q)$

く $d(p,T^{n_{j}}-n‘ q)+d(\tau nj-n_{1}q,T^{n_{j}}x)+d(T^{n_{j}}x, q)$

く $d(p, T^{n_{j^{-}}}n:_{q})+d(q,Tn:x)+d(T^{n_{j}}x, q)$

く $d(\mathrm{p}, T^{N}q)+2\alpha$

を得るが、 これは先に述べた $\alpha$ の選び方に矛盾する。故に証明終了。
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3 Cournot の寡占市場モデルにおける多段ゲームの構成

Cournot の寡占市場モデルにおいては、 3社以上の企業が同じ種類の商品を作製 $\text{し}$て、消費市場に送

り込むことを仮定しなくてはならない。 しかし市場参入企業数 $n$ を 3としても –般性を失うことがないた

め、以下では、市場参入企業数を 3として議論を進める。
以下では、企業 1 $\text{、}2_{\text{、}}$ $3$ がそれぞれ同じ種類の商品を作製し、消費市場に送り込んだとき、 出回った

商品が、市場において完売されることを仮定する。更に、各企業の商品生産量をそれぞれ $x_{1},$ $x_{2,3}x\text{、}$ 商

品生産可能領域を数直線上の有界閉区間 $S_{1},$ $S_{2}$ ,53 、商品 1個あたりの生産費用を $C_{1},$ $C_{2},$ $c_{3}$ で表すことに

する。更に各企業がそれぞれ商品を $x_{1},$ $x_{2},$ $X_{3}$ だけ生産して市場に送り込んだときの市場価格が、

$p(x_{1,2}x, X_{3})=a-b(X_{1}+X2+X3)$

という式により決定されることを仮定する。 このとき、各企業の純益を表す利得関数 $f1,\mathit{1}_{2,f_{3}}$ は、

$f_{1}(x_{1}, x_{2,3}x)=x\iota P(X_{1}, x_{2}, x3)-c_{11}x$ ,

$f_{2}(x_{1}, X_{2,3}x)=x_{2}p(X_{1,2,3}xx)-C_{2^{X}}2$ ,

$f_{3}(x_{1}, X_{2,3}x)=x_{3p(x_{1},xX)\mathrm{C}_{33}}2,3-x$

として与えられる $0$ 今、企業 2及び 3が先手をとって、 それぞれ商品を $x_{2}$ 及び $x_{3}$ だけ生産し、市場に送

り込んだとき、後手となった企業 1が、自らの純益を最大にするべく生産すべき商品の量を与える関数 71
を、企業 1の企業 2及び 3に対する反応関数と呼び、

$r_{1}(x_{2}, x_{3})=\{y_{1}\in s_{1}; f1(y1, x2, X3)=maxx1\epsilon S1\}f1(X_{1,2}x, x_{3})\}$

として定義する。一般に $r_{1}$ は集合値関数であるが、 Cournot の寡占市場モデルに限って述べるならば、 $fi$

が上に凸の 2次関数となるため 1点集合となり、従って 1価関数とみなして差し支えない。同様にして企
業 2及び企業 3の反応関数 $\mathrm{r}_{2}$ 及び $r_{3}$ も以下の様に

$r_{2}(_{X_{1}}, X_{3})= \{y_{2}\in S_{2;f2}(x_{1}, y2,x_{3})=\max_{x}\epsilon^{g_{2}}\}\mathrm{z}f_{2}(X1, X2,x3)\}$ ,

$r_{3}(X_{1},x_{2})= \{y_{3}\in S_{3;}f3(x_{1}, x2, y_{3})=\max_{x}\epsilon 3S_{3}\}f3(X_{1},x2, x_{3})\}$

として与えられる。 この寡占市場モデルにおける各企業の反応関数は具体的に次のようになる :

$r_{1}(x_{2}, x_{3})= \{\frac{a-3\mathrm{c}_{1}+C_{2}+c3}{4b}\}$,

$r_{2}(x_{1,3}x)= \mathrm{t}\frac{a-3_{\mathrm{C}_{2}+\mathrm{c}_{1}+}\mathrm{c}3}{4b}\}$ ,

$r_{3}(x1, x2)= \{\frac{a-3c_{3}+C1+C2}{4b}\}_{0}$

これら反応関数を用いて、 $S_{1}\cross s_{2}\cross S_{3}$ 上で定義され、 $S_{1}\cross S_{2}\cross S_{3}$ に値をとる写像 $T$ を

$T(X1,x2, X3)=(r1(x_{2}, X_{3}),\mathrm{r}2(X_{1}, X_{3}),\gamma 3(x1, X2))$ , $(X_{1}, x_{2_{1}}X3)\in s_{1}\mathrm{x}S2\mathrm{X}s3$

の様に定義する。 $d$ を 3次元実数空間上の距離としたとき、 $T$ は任意の相異なる 2点 $(x_{1,2,3}xx)$ 及び

$(y\iota, y_{2}, y3)$ に対して、

$d(T(X1, X2, X3), \tau(y1, y2, y3))<d((x_{1,2,3}xX), (y1, y2, y3))$
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という式を満たす広義縮小写像となり、更に、

$f_{1}(X_{1^{*},2^{*}}x, X3)* \}=\max_{x}1\in s_{1}fi(_{X}\iota, X2^{\mathrm{c}}, X3^{\mathrm{s}})$

$f_{2}(X_{1^{*}}, X_{2^{*}}, x3^{*})= \max$ $\epsilon s_{2}\}x$a $f_{2}(X1X2, X3*,*)$

$f \mathrm{a}(x_{1^{*}}, X_{2^{*}}, x_{3^{*}})=\max_{x}s\epsilon sl\}f_{3}(x_{\iota}x2^{*}X3)*,$,

を満たす点として定義される Nash 均衡点 $(X_{1^{***}}, X_{2,3}X)$ を不動点に持つ。 Cournot の寡占市場モデルに
おける上記均衡点を具体的に求めると以下の通りとなる :

$x_{1^{*}}= \frac{a-3c_{1}+\mathrm{C}_{2}+C_{3}}{4b}$

$x_{2^{*}}= \frac{a-3C_{2}+C_{1}+C_{3}}{4b}$

$x_{3^{*}}= \frac{a-3c_{3}+C_{1}+C_{2}}{4b}$

以上の設定を用いて、時点 $0$ における各企業の生産量の組を $(x_{1^{0}}, x_{2}, X3)00$ としたときの多段ゲームを帰
納的に、

$(_{X_{1,2^{n},3}}n+1+1n+1)XX=T(x1^{n}, x2^{n}, X3^{n})$

と定めると、 点心 $\{(x_{1}, x_{2^{n}}, x3)nn;n=1,2, \ldots\}$ は Nash均衡点に収束することが、前節の命題より導か
れるれる。
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