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概要: 仮想記憶システムのモデルとしてよく知られているページング問題において, ページン
グアルゴリズムが要求を先読みできるモデルを扱う. この先読みページング問題を先読みペー
ジングアルゴリズムと要求入力側との二人ゲームとして考え, ゲームの最適値および最適なア
ルゴリズムを求める.

1 はじめに

ページング問題とは, $k$ ページの高速メモリと $n(>k)$ ページの低速メインメモリを持つ仮想記憶システム
をモデル化したものである. このシステムでは要求ページの列を供給しなければならないが, 要求ページが高
速メモリに入っていることで供給が溝たされることになる. 高速メモリに入ってないページが要求されること
をページフォールトといい, これが起こったら高速メモリにあるページをーつはずしてこの要求ページを高速
メモリにロードしなければならない. ページフォールトが起こった時に, どのページを高速メモリから取り除
くか決定するアルゴリズムのことをページングアルゴリズムという. ページングアルゴリズムの効率の良さは
ページフォールトの起こった回数と関連付けて測られる.

このページング問題に対するアルゴリズムを考える設定としてオンラインとオフラインというものがある.
オンラインアルゴリズムは未来の要求に関する情報を戸わないという設定で設計されるが, オフラインアルゴ
リズムは未来の要求をすべて使ってもよいという違いがある.$\mathrm{Y}$ 違

Belady [Be166] はページング問題に対する最適オフラインアルゴリズムを与えている. このアルゴリズムは
OPT または MIN と呼ばれ, ページフォ一ルトが起こった時に将来最も長い間要求されないページを入れ換え
るというもので, ページフォールト数が最も少なくてすむアルゴリズムである. しかし, オフラインアルゴリ
ズムは実際のシステム上では実現不可能であるため, ページング問題のアルゴリズムはオンライン設定で考え
るのが普通である.

ページング問題では, どんなオンラインアルゴリズムを使っても要求列のすべての要求にページフォールト
を起こすような要求列が存在している [Be166, $\mathrm{M}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}701\cdot$

.
これによって, 最悪時のページフォールト数によっ

てオンラインアルゴリズムの性能を測っても差がでないことがわかる. このことから, オンラインページング
問題では絶対的なコストの大きさでアルゴリズムの性能を測るのは意味がないということで, 他のアルゴリズ
ムとのコストの比による解析が行われるようになった.
オンラインページング問題の競合比的解析では, オンラインアルゴリズムの効率の良さはオフライン最適ア

ルゴリズムとの性能比 (competitive ratio) によって算出される. オンラインアルゴリズム $A$ の競合比が $h$ で

あるとは, 全ての要求列 $\rho$ に対して, $C_{A}(\rho)\leq h\cdot C_{opt}(\rho)+a$ が成り立つことである. ここで $C_{opt}(\rho)$ は最
適オフラインアルゴリズムで要求列 $\rho$ を処理した時のページフォールト数, $C_{A}(\rho)$ は $A$ で $\rho$ を処理した時の
ページフォールト数, $a$ は初期状態に依存する定数である.

..
Sleator と Tarjan [ST85] は, それまでに知られていたオンラインアルゴリズムの中で $\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{U}(\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}$ Recently

Used) と FIFO($\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}-\mathrm{I}\mathrm{n}$ , First-Out) は競合比が $k$ になることを示した. さらに, どんなオンラインアルゴリ
ズムも競合比を $k$ より小さくすることはできないことを示した.
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オンラインとオフラインという設定は未来の情報に関してまったくわからないかすべて知っているかという
両極端である. そこで, ある有限の長さだけ ( $l$ とする) 将来の情報を知ることができるという中間的な設定,
つまり先読みの設定を考えることはごく自然な流れである. 我々が本論文で考える先読みモデルは, 先読み数
が $l$ の場合, .長さ $l+1$ の先読みキューを用意し, その中に現在の要求 1つとその後に入ってくる $l$ 個の要求を
入れておく. そして, 先読みアルゴリズムはこの $l+1$ 個の要求列を見て処理を行うことになる. この最も単
純なモデルは弱先読みモデルと呼ばれている. 直観的に, 先読みアルゴリズムは未来の情報をいくらかでも手
に入れられるので, オンラインアルゴリズムよりも性能が良くなると思われるが, 残念ながら, 競合比的解析
ではどんな先読みアルゴリズムも競合比は $k$ より小さくならない (改善されない) ことが示されている [BB94,
$\mathrm{K}\mathrm{P}94]$ . つまり, 先読み設定用に特別にアルゴリズムを考えなくても LRU,FIFO を使えば競合比は最適とな
るわけである.

このことから, 競合比的解析ではオンラインアルゴリズムと先読みアルゴリズムに差がでないことがわか
る. その後, 先読みページング問題に対して他の先読みモデルを考えて競合比的解析がいくつか行われてい
る.

しかし, ここで要求列の長さに対する最悪時のページフォールト数の割り合い (最悪ページフォールト率) を
使ってアルゴリズムの性能を評価するようなゲーム的解析を行えば, オンラインアルゴリズムと先読みアルゴ
リズムとに差が出てくるのではないかと考えた. 我々のゲーム的解析の結果としては, まず, 先読み数 $l<n-$

$k$ の場合にはオンラインアルゴリズムと差が出ないことがわかった. つまり, 要求列のすべての要求に対して
ページフオ一ルトが起こるような要求列が存在していることを示した.
次に, 我々はオフラインアルゴリズムを参考に先読みアルゴリズム $A_{l}$ を提案し, これを使うと, 先読み数

$l\geq n-k$ の場合には最悪ページフォールト率は必ず改善されることを示した. つまり, 長さ $N$ の要求列に対
してフォ $-$ルト数は必ず $N$ より少ない回数ですむ. この場合, LRU,FIFO は先読み分の要求を使わないので
先読み数 $l\geq n-k$ の先読み設定ではゲーム的最適ではない. また, さらに先読み数 $l=n-k$ の場合には,
$A_{l}$ はゲーム的に最適戦略であり, A」を使うと最悪の場合のページフオ一ルト率は $l/(l+1)$ となることを示し
$\text{た}$ . $l>n-k$ の場合については, $- k=1,2$ の場合の最悪ページフォールト率を求めることができた.
なお, 先読みモデルには他にいくつか考えられており, 先読みキューの中に読み込まれているデータによっ

て以下のような種類がある. なお, これらには競合比的解析しか行われていないので, 今後ゲーム的解析を行
う余地があると思われる.

Young [You91] の資源限定先読みモデルでは, 先読みキューの中には現在の要求と, 将来 $l$ 回ページフォー

ルトを起こすような最長の未来の要求列が読み込まれる. このモデルに対しては, 競合比 $\max\{2\frac{k}{l+1},2\}$ の先
読みアルゴリズムが示された. しかし, この先読みの方法はキューの長さが固定ではないので現実的ではな
い.

Albers [Alb93] の強先読みモデルでは, 先読みキューの長さは $l+1$ で, 現在の要求も含めて 1+1個の異な
る要求が読み込まれている. このモデルに対しては, 先読み数 $0\leq l\leq k-2$ において競合比 $k-l$ の先読みア
ルゴリズムを示し, さらに $k-l$ より小さくできないことも示している.

Breslauer [Bre96] の自然先読みモデルでは, 長さ 1+1の先読みキューの中には, 現在高速メモリの中に入っ
てないページで異なる要求が最大 $l+1$ 個読み込まれている. このモデルに対しては, 競合比篭の先読みアル
ゴリズムを示し, これが最適競合であることも示している.
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2 定義

21 先読みページング問題

先読みページング問題は $(n, k, l)$ で与えられる. ここで, $n$ は低速メインメモリの全ページ数, $k$ は高
速メモリに入れられるページ数, 垣よ先読み数である. このページングのシステムに対して, 要求列 $\rho$ $=$

$r_{1},r_{2},$ $r_{3},$ $\cdots,$ $r_{N}$ が出される. 各 $r_{i}$ は全 $n$ ページのうちの 1つのページを表す. もし要求 Ao-‘$\sqrt$‘ が高速メモリ
内にあれば, ページングアルゴリズムはなにもしなくてよい. つまりこの要求に対してはコストはかからな
い. しかし, もし要求ページが高速メモリに入っていなければ (これをページフォールトという), ページング
アルゴリズムはこのページをメインメモリから高速メモリにロードすると同時に高速メモリにある $k$ 個のペー
ジのうち–つを取り除かなければならず, このときにコストが 1かかる. つまり, ページングアルゴリズムは
各時点でどの $k$ ページを高速メモリに入れておくかということを決定するためのアルゴリズムである. なお,
本論文では決定性のものだけを考える. 要求ページ $r_{1}.\cdot$ を処理した後の高速メモリの状態を, 高速メモリ内にあ
るページの集合 $S_{i}$ で表すことにする. 初崩状態 $s_{\mathit{0}}$ では高速メモリには任意の $k$ ページが入っているものとす
る.

22 先読みモデル

本論文で考える先読みモデルは, 先読み数が $l$ の場合, 長さ 1+1の先読みキューを用意し, その中に現在の
要求 1つとその後に入ってくる $l$ 個の要求を入れておく. 先読みアルゴリズムではページフォ一ルトが起こっ

’

てどのページを高速メモリからはずすか決める際に, このキュー内にある $l+1$ 個のページを見ることができ
る. つまり, $l$ 先読みアルゴリズムを $A_{l}$ とすると, $i$ 番目の要求ページ $r_{i}$ を処理するときにページフォール
トが起こった場合, 高速メモリから取り出すページ $x$ は

$A_{l}(ri, r_{i}+1, \cdots, r_{i}+\iota)arrow x\in S_{i1}-$

のように決められる.

23 最悪ページフォールト率

$l$ 先読みページングアルゴリズム $A_{l}\text{の}$要求列 $\rho$ に対するページフォールト数を $PF_{A_{1}}(\rho)$ で表す. 要求列の
長さを $N$ とし, $A_{l}$ を使った時の最悪時のページフォールト率を次のように定義する.

$\max\lim\underline{PF_{A_{l}}(\rho)}$

$\rho$ $Narrow\infty$ $N$

本論文では特に, 要求列を生成するアルゴリズムを考え, システム側と要求側のゲームとしてこの問題を考え
るので, 要求列生成アルゴリズムを $\Phi$ とし, $\Phi$ の生成する要求列を $\rho(\Phi)$ と書いて, $\Phi$ による最悪時のページ
フォールト率を

$\min_{A_{l}}\lim_{Narrow\infty}\frac{PF_{A_{l}}(\rho(\Phi))}{N}$

と定義すると, いわゆるゲームの値は

$\max_{\beta(\Phi)}\min\iota$

$\lim_{Narrow\infty}\frac{PF_{A_{l}(}\rho(\Phi))}{N}$

と定められる. これを先読みページング問題の最悪ページフォールト率と呼び, システム側 $(A_{l})$ はこの値を
小さくし, 要求側 $(\Phi)$ は大きくすることが目的となる. この値が決定性の $A_{l},\Phi$ を使って決まることは文献
[YS96] で示している. (つまり, ゲーム理論の言葉でいえば, このゲームには純粋最適戦略が存在するという
こと. )
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3 先読みページング問題の最適戦略

31 先読み数 $l<n-k$ の場合の最悪ページフォールト率

先読みを行わないページング問題では, 最悪時のページフォールト数に関して以下のような定理が示されて
いる. これで, 先読みを行わない場合はどんなオンラインアルゴリズムも最悪ページフォールト率は 1である
ことがわかる.

定理 3.1 ( $1^{\mathrm{B}\mathrm{e}}]66$ , MGST70]) ページング問題では, どんなオンラインアルゴリズムに対しても長さ $N$ の

要求列で $N$ 回ページフォールトが起こるようなものが存在している.

直観的には, 先読みができれば未来の情報をいくらかでも手に入れられるので, それだけページフォールト
数を減らす $arrow$ とができると思われるが, 先読み数が少ない場合には最悪の場合のページフォールト数は先読み
しない場合と変わらないことを示した.

定理 32先読みページング問題で先読み数$l<n-k$ の場合, どんな $l$ 先読みアルゴリズムに対しても, 長さ
$N$ で $N$ 回ページフォールトが起こるような要求列が存在する.

証明: 次のような入力列を生成するアルゴリズムを考える. まず, 最初の要求 $\text{ァ}1r2\ldots \text{ァ}\iota+1$ をすべて異なる
ページで, かつ初期状態 $s_{\mathit{0}}$ に入っていないページで構成する. これで, キューには $\text{ァ_{}1^{\text{ァ}}2}\cdots r_{l+1}$ が入る. この

後, ページングアルゴリズムが要求をひとつ処理するたびに, 次のように新しく要求を入力することにする.
まず, 次の要求ページァ1に対してページフォールトが起こるので, . この時に高速メモリから取り除いたページ
を $x_{1}$ とする. $\text{これを次の要求_{ペー}ジァ}\iota+2$ とする. 一般的に書くと, 要求ページ $r_{i}$ を高速メモリに入れるため
に高速メモリから取り除いたページを $x_{i}$ とする. これを次の要求ページァl+:+1とする.
このアルゴリズムによって生成される要求列は, ページングアルゴリズムが見ることのできる未来の $l+1$ 個

の要求のうち, どの要求ページも高速メモリに入っていないという状況を作り上げることができ, よってペー
ジフォ一ルトが常に起こることになる. 、 口

つぎに, 先読み数 $l\geq n-k$ では先読みアルゴリズムをうまく作ることによって, オンラインアルゴリズム
と比べて最悪ページフォールト率が改善されることを示した. つまり, 最悪ページフォールト率は 1より小さ
くできるということである.

定理 33先読みページング問題で先読み数 $l\geq n-k$ の場合, $l$ 先読みアルゴリズムを使うと, 長さ $N$ のどん

な要求列に対してもページフォールト数を $N$ 回未満にすることができる.

証明: これは, 先読みアルゴリズムがキューにある $l+\dot{1}$ 個のページを見て, キュー内のページに高速メモリ
に入っているページがあれば, そのページが要求されるまで高速メモリから出さなければいいし, キュー内の
ページで高速メモリに入っているページがなければ, $l+1.\geq n-k+1$ より同じページが二回以上現れている
ことになるので, 一回目に現れた時に高速メモリにそのぺ一 $\sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash ^{\backslash }$を読み込んでから二回目に現れるまで, 高速メ
モリから出さなければよい. こうすれば, 要求列のどの要求にもページフォールトが起こるということはあり
得ない 口

そこで, $l\geq n-k$ の場合, 最悪ページフォールト率がどのくらい小さくなるのか解析を行っていくことに
する. まず, 要求列生成アルゴリズム $\Phi$ を考え, $\Phi$ がおこす最悪ページフォールト率の下限を調べる.. 要求列生成アルゴリズム $\Phi$

最初にキューの中に入る要求列 $r_{1}\cdots r_{l+1}$ は, 高速メモリに入ってない (So にない) ページをできる
だけ多く含むように作る. そして要求ページ $r_{1}$ の処理後, キューには $ri+1,$ $\cdots,$ $r:+\iota$ がこの順で入って
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いる. ここで, 次の要求ページ $r_{i++}\iota 1$ は次のように決める. もし, 高速メモリに入ってなくて, かつ
キューにも入ってないページがあれば, (つまり, $S_{i}$ に入ってなくて, かっ $\{\text{ァ_{}\dot{|}+1}, \cdots, r|.+\iota\}$ に入ってな

いページがあれば, ) そのページを $r_{1+l+1}$ とする. そんなページがなければ, $r_{1}$
. を $r_{1+l+1}$

. とする.

こめ $\Phi$ の最悪ページフォールト率の下限について以下の補題を示す.

補題 34 $\Phi$ の生成する要求列の最悪ページフォールト率の下限は少なくとも欝である.
証明: 先読み数 $l\geq n-k$ の場合, $\Phi$ はキューの中に常に高速メモリに入ってない $n-k$ 個の異なるページを
入れておくので, 要求を $l+1$ 個処理する間に少なくとも $n-k$ 回はページフォールトを起こす. $\square$ ここで述
べた $\Phi$ の設計および下限の解析はまだ甘く, 改善の余地は残されていると思われる.

今度は逆に, 先読みページングアルゴリズム $A_{l}$ を考える. 最適オフラインページングアルゴリズム (OPT)
の動きは, ページフォ一ルトが起こった時に将来最も長い間要求の来ないページを高速メモリから除くという
ものである [Be166]. よって, これを参考にして自然な形で以下のような先読みページングアルゴリズムを考え
る. . ページフォールトが起こった時に, 高速メモリ内のページのうちキューに入っていないページを取り除

く. このようなページが存在しない場合, キューにある頂点のうち –番長い間要求されないページを取
り除く.

この $A_{l}$ は定理 33の証明で書いた先読みアルゴリズムの動きを含んでいるので, 必ず最悪ページフォールト率
は 1よりも小さくなる. また, 先読み数 $l$ が要求列の長さ $N$ より大きい時には, 最適オフラインページングア
ルゴリズム OPT と全く同じ動きをする.
この $A_{l}$ の最悪ページフォールト率について, 以下の補題を示す.

補題 35先読み数 $l=n-k$ の場合に $A_{l}$ が起こす最悪ページフォールト率の上限は治である.
証明: これは要求列から連続した $l+1$ 個 ( $r_{i},$ $r_{i+1},$ $\cdots,$

$r_{i\iota)}+$ をどんなに取り出してきても, $A_{l}$ が $l+1$ 回連
続してページフォールトを起こすことはあり得ないことを示す. まず, キューにァi, $r_{i1}+,$ $\cdots,$ $r_{i}+\iota$ が並んでい
て, $A_{l}$ が $r$: の処理を行おうとしている時, 高速メモリに入っているページがこのキューの中に入っている場
合と入っていない場合の二つの場合分けを行う.
高速メモリに入っているページがキューの中に入っている場合, そのページのうち最初に現れるページを

$r:+j$ とする. $A_{l}$ を使うと, $r_{i+j}$ が処理されるまでページ $r_{i+j}$ は高速メモリから取り除かれることはないの
で, $\text{ァ}i+j$ を処理する時にページフォールトは起こらない. よって, この場合 $l+1$ 回連続でページフォールト
が起こることはない.

高速メモリに入っているページがキューの中に入っていない場合, $l\geq n-k$ より, キューの中に同じページ
が少なくとも二回現れることになる. このうち–度現れてからもう -度現れるまでの間が–番短いものを $r_{i+j}$

と $r_{\dot{|}+j+h}$ とする. すると, $r_{i+j}$ が高速メモリに読み込まれてから次に $r_{i+j+h}$ を処理するまで, このページは
高速メモリから取り除かれることはない. よって, この場合も $l+1$ 回連続でページフォールトが起こることは
ない.

ゆえに, 要求列から連続した $l+1$ 個をどんなに取り出しても, そのすべてにページフォールトを起こすこと
はないので, 最悪ページフォールト率は $\frac{l}{l+1}$ 以下となる. 口

よって, 上記の補題 34, 35より先読み数 $l=n-k$ の場合の先読みページング問題の最悪ページフォール
ト率について, 以下の定理がいえる.

定理 36 $A_{l}$ と $\Phi$ は $l=n-k$ のときのゲーム理論的に最適なアルゴリズムであり, 最悪ページフォールト率
は $\frac{l}{l+1}$ である.
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32 $k=1,2$ の場合の最悪ページフォールト率
.

$k$ の値によって先読みページング問題の最悪ページフォールト率を考えてみると, 以下の結果が分かる.

定理 37 $k=1$ の場合には, 任意の先読み数の先読みアルゴリズムに対して, 長さ $N$ で $N$ 回ページフォール

トが起こるような要求列が存在する.

つまり, この場合の最悪ページフォールト率は 1であるということで, これは明らかである.

定理 38 $k=2$ の場合には, 最悪ページフォールト率は $l<n-2$ のとき 1, $l\geq n-2$ のとき $\frac{n-2}{n-1}$ となる.

証明: $l\leq n-2$ のときは定理 32, 36より明らかなので, $l>n-2$ の場合を考える.
まず $A_{l}$ による上限であるが, 任意の時点 $i$ でキューに入っている要求列を $\text{ァ}i,$ $r\dot{|}+1,$ $\cdots,$ $\text{ァ}i+n_{-}2\ldots,$ $r_{+^{\iota}}|$

. とす
る ($k=2$ より $l>n-2$). このとき, この要求列の最初から $n-1$ 個のページ (つまり $r_{i},$ $\text{ァ_{}1++n}.1,$$\cdots,$ $r\dot{|}-2$ )
を $A_{l}$ で処理したときにページフォールトは $n-2$ 回以内になることを示す. 高速メモリ内のページを $S:-1=$
$\{a,b\}$ とする. この $r_{i},$ $r_{i+1},.\cdots,$ $r_{i2}+n_{-}$ の中に, $a$ または $b$ が存在する場合にはそこでページフォールトが 1
回起こらないで済む. $a$ も $b$ も存在しない場合には $\text{ァ_{}i},$ $r_{\dot{\iota}+1},$ $\cdots,$ $r:+n-2$ の中に同じページが 2回以上現れてい.
ることになるので, そこで 1回ページフォールトが起こらないで済む. よって, 最悪ページフォールト率の上
限は $\frac{n-2}{n-1}$ となる.

逆に下限の方であるが, 全ページの列 1, 2, $\cdots,$ $n$ が連続して現れるような要求の入力を考える. ここから任
意に取り出した連続した $n-1$ 個のページ列 $r_{i},$ $r_{1+1},$ $\cdots$ , $r_{i+n-2}$ と, 高速メモリ内のページ $S_{i-l}=\{a, b\}$ に

対して, $a$ と $b$ のうちどちらか–方だけしか $ri,$ $r_{1+1},$ $\cdots,$ $ri+n_{-}2$ に入っていないので, どんな $l$ 先読みアルゴ
リズムも少なくとも $n-2$ 回のページフォールトを起こす. よって, 最悪ページフォールトの下限は $\frac{n-2}{n-1}$ とな
る.

.- 口

4 今後の課題

今後さらに, $l>n-k$ , $k\geq 3$ の場合について最悪ページフォールト率の解析を詳しく行い, 先読みページ
ング問題のゲームの値, および最適な $A_{l}$ , $\Phi$ を求めていく予定である.
また, 他の先読みモデル (資源限定先読み, 強先読み, 自然先読み) については, 競合比的立場から先読みア

ルゴリズムが示されているが, これらのアルゴリズムがそれぞれのモデルにおいてゲーム的に最適であるかど
うか検討することも今後の重要な課題であるといえる. .
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