
固有関数漸近挙動と古典エルゴード性 (–般 HAMILTON 系が
ERGODIC である為の半古典固有関致に対する必要十分条件)

(東京工業大学) 宮西吉久 (YOSIHISA MIYANISI)

\S 0.Introduction
量子力学の教える所に依れば、量子力学の状態は、Shor\"odiiger 方程式と呼ばれる

2階偏微分方程式の解として与えられる。その解は、一般には多様体上の関数になり、
2乗ノルムが粒子数を示すと考えられている。さらに、固有状態と呼ばれる Shr\"odinger
作用素の固有値、固有関数が量子力学の等エネルギー面上の運動を記述する。

また、N.Bohr に依れば、 Shr\"odinger 方程式に現れる Planch 定数 $h$ が $0$ に近づく
$(harrow \mathrm{O})$ 極限状態で、量子力学は古典力学に近づくとされている。この対応原理は、別
の言い方をすれば、Shr\"odinger 方程式の解は、Hamilton 力学系の解構造の情報を、す
べて含む事を示唆している。すなわち、Hamilton 力学系の構造 (例。周期解の存在、
エルゴード性 etc) は、 Shr\"odinger 方程式の解を調べてわかると思われる。この論文で
は特に、Hamilton力学系 (古典力学) が、 ergodic である為の Shr\"odinger 作用素の固
有状態に対する必要十分条件を導出する。この事は、上述の N.Bohr の対応原理を、エ
ルゴード性に対して示したと思って良い筈である。

では、具体的な論文の内容を、章ごとに紹介する。

\S 1.では、既知の結果として、compact Riemannian manifold 上の測地流と、その系
を古典力学と考えた場合の対応する量子力学として、Laplacian の固有状態を考える。
その場合には、測地流が ergodic になる為の必要十分条件が、固有状態によって記述さ
れる事が知られている。 (定理 17)

次に、\S 2.では、一般 Hamilton系 (電場、磁場つき) の場合を、 $\tau^{*}R^{n}$ ($\mathrm{P}^{\mathrm{h}\mathrm{e}}\mathrm{a}\mathrm{S}$ Plane)
上で考え、それに対応する量子力学として、Shr\"odinger作用素の固有状態を考える。こ
の場合に得られた、固有状態に対する必要十分条件を、主定理 26. として述べる。

次に、 \S 3.で\S 2.で述べた主定理 26. を証明する。その為に、Weyl型擬微分作用素の
理論を用意し、 \S 1.の既知の結果に使われている手法を用いる。
そして最後に、 \S 4. として、いくつかの注意と、未解決問題の紹介をする。

\S l.compact Riemannian manifold 上の Laplacian に対する固有関数と測地流 (既知の結果)
ここでは、Laplacian の固有関数漸近挙動 $(\mathrm{Q}\mathrm{P})$ と測地流が ergodic(CP) になる時

の関係をみる。具体的には、 まず次の様に設定する。

$(\mathrm{Q}\mathrm{P})\{$

$-\Delta u_{\mathfrak{n}}=\lambda\hslash u_{\mathrm{n}}$ in $M$,
$\{u_{n}, \lambda_{n}\}$ ; 固有関数展開 (in $L^{2}(M)$ ),

$(\mathrm{C}\mathrm{P})\{$

$X_{H} \equiv(\frac{\partial H}{\partial p}, \frac{-\partial H}{\partial x})$ ,
$\exp(tXH)$ : $S^{*}M\prec s^{t}M$ ;測地 fib.

Typeset by $A_{\mathrm{A}}\beta \mathrm{I}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$
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但し| $(M,g)$ は、 smooth な $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\grave{\mathrm{C}}\mathrm{t}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\cdot \mathrm{m}\mathrm{a}\dot{\bm{\mathrm{m}}}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}$ とし、 $X_{H}$は、 $H\{x,p)=$
$\sqrt{g_{x}(p,p)}$を

$\mathrm{H}..\mathrm{a}.\cdot \mathrm{m}\mathrm{i}..\cdot 1.\mathrm{t}_{0}$

.

$\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}.\mathrm{n}\backslash \=.\cdot$ .
とする

$\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}..\cdot$vector..field と;する $\circ$

.-.-. $r$

ここでは、以下に Classical ergoae(古典エルゴ一ト’性) 及び、Quantum ergode (量
子エルゴード性) の定義を述べ、その関係を見る。おおざっぱに言うと、読んで字の如
く、古典力学 (CP)、量子力学 (QP)、それぞれに対応するエルゴード性、すなわち測地
流、 もしくは固有関数に対する、 $S^{*}M\text{上の}-\text{様分布性を定義する_{。}}$

. .. $\cdot$

定義 1.1.( $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}$ ergodicity)(古典エルゴード性). 測地流 $\exp(tXff)$ : $- S^{*}Marrow$

S*Mが classical ergodic であると}; $\text{、^{}-}$次を瀬たす時.\epsilonいう。

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}f(\exp(tXH)(x,p))dt=\frac{1}{vol(S^{*}M)}.\cdot.\int_{S\ldots M}.f(x,p)\sim l_{S^{*}M}dvo$ for $\forall f(x,p)\in L^{\infty}(S^{*}M)$ .

この定義 11. は良く知られている様に、時間平均と空間平均が等しい事を意味して
おり、 また Birkoffの定理によって左辺の収束も保証されている。

定義 1.2.(Quantum ergodicity)(量子エルゴード性). $\{u_{n}, \lambda_{n}\}$ を固有関数展開とす
る。固有関数展開が、quantum ergodic $\text{である}..\text{とは_{、}}$ ある部分列 $\{u_{n_{k}}, \lambda_{n_{k}}\}$ が存在し
て、次を満たす時を言う。$..$但し、 $Op(a)$ は、 $a(x,p)\in S^{0}(s^{*}M)$ を symbol(表象) とする order $0$ の擬微分作用素
とし、 ( $\cdot,$

$\cdot\rangle_{L^{2}}$は、多様体M上の $L^{2}$内積を意味する。

この定義 12. の意味する所は、多様体上の固有関数が漸近的に $L^{2}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}$ の意味で
様分布する所にある。 また、条件 1. によって、例外的な部分列を除けば、すなわち殆
どすべての部分列に対し、一様分布の性質を持つ。注意として以上をまとめると、

注意 1.3. $(M,g):\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}$ Riemannian manifold とし、固有関数展開 $\{u_{n}, \lambda_{n}\}$ が quan-
tum ergodic とする。その時、ある固有関数展開の部分列 $\{u_{n_{\mathrm{k}}}\}$ が存在して、次を満
たす。

.

但し、 $N\subset M$を任意の開集合とする。
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証明. 擬微分作用素の symbol として、形式的に次の様にする。
. . $\cdot$ .. $\cdot$ . $\cdot$

$-$

. $\backslash \cdot\cdot..\cdot\backslash$

$\cdot$

$\sim$

. $\cdot$

$.\cdot.$ : ’.
$\cdot$ ..

$a(x,p)\equiv\{$
1on $S^{*}N$

.
$\equiv\{(x,p)\in S^{\mathrm{r}}M:\pi(X,p)\in N\}$

$0$ otherwise

但し、\mbox{\boldmath $\pi$}: $S^{*}Marrow.M$を $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$

. とする。

そこで、定義 12. の条件 2. に今定義した symbol を弾入すると、

$\lim_{karrow\infty}\langle Op(a)unk’ unk\rangle_{L}2=\frac{1}{vol(S^{*}M)}.\int_{SM}-..da(_{X},p)vols\cdot M$

$= \frac{1}{vol(sn)vol(M)}\int_{S^{n}}\int_{M}\pi a(X,p)dvoIMdvo\iota_{s}\hslash$

$= \frac{1}{vol\{M)}\int_{M}\pi a(x,p)dvo\iota M$

$= \frac{1}{vol(M)}\int_{N}dvol_{M}$

$= \frac{vol(N)}{vol(M)}$ .

となつて、示された。 (q.e.d.)

では、いよいよ Classical ergode (古典エルゴ一ト性) と、Quantum ergode (量子
エルゴード性) の関係を見る事にする。

定理 1.4.(Schnirelman)(参考文献 [1]). Classical ergodic, $\Rightarrow$ 任意の固有関数展開
に対し、 quantum ergodic。 .

この定理によって、古典エルゴード性から、量子エルゴード性が導かれた事になる
が、逆については、 まだ良くわかっていない。結果を–つ紹介すると、

定理 1.5.(Zelditch)(参考文献 [2]). $M=S^{2}$ ($Z$次元球面) とすると、ある固有関数展
開 $\{u_{n}, \lambda_{n}\}$ が存在して、 quantum ergodic となる。 :

この結果は、球面上の測地流が classical ergodic でないにもかかわらず、quantum
ergodic になる様な固有関数展開の存在を示している。すなわち、 -つの固有関数展開
に対し、quantum ergodic であっても classical ergodic が導かれる訳でない。この事に
関する未解決問題は、\S 4.に紹介する。そこで、次の様な必要十分条件が知られている。
まず、必要となる定義を用意する。

定義 1.6.(The counting function). . $-$

$N(\lambda,M)\equiv\neq$ { $\lambda n\leq\lambda$ : $\lambda_{n}$は $(QP)$ の固有関数展瀾の固有値}.
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定理 1.7.(Sunada)(参考文献 [3]).

多様体上の測地流が classical ergodic,
$\phi$ 必+

この結果によって、測地流の古典エルゴード性が、固有状態を用いて導かれた事に
なる。

また、付加された 2. 式は、物理的な解釈では、推移振幅平均 (The average of tran註
tion $\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{S}$ )$\text{と考}\grave{\mathrm{x}}\backslash \mathrm{r}\backslash$ られている。すなわち、擬微分作用素 $Op(a)$ を観測量 (observ-
able) と考え、違うエ不ルギー準位 $(^{}. \text{の場}\bigwedge_{\mathrm{D}\text{、}}\Phi \text{有}\mathrm{f}_{\mathrm{L}}^{g\mathrm{a}}\mathrm{B}’ \text{エ}*i\mathrm{s}\backslash$ キ*-\not\in $(\perp"\grave k\neq \text{わ}-\mathrm{t}_{\circ})$ の
$\mathrm{F}\mathrm{B}7\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime \mathrm{E}^{\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\phi^{\overline{\mathrm{D}}}\text{を}\chi}\text{ロ}\backslash \text{めて}\iota,.\mathrm{a}\text{る_{}\mathrm{o}}-\text{の事}\iota-\sim \text{つ}\iota J^{\mathrm{a}\text{て}}\iota\mathrm{h}\text{、}\S 2.\text{の_{}\Xi 1}^{\ ^{\backslash }}\underline{\mathrm{E}}$

.
\emptyset E=\mp カ\neq \neq ‘4\emptyset --R-- $\hat{\pi}\text{の^{}-}\mathrm{F}\text{て}’ \text{導}$

$t^{\mathrm{a}}n\text{る結果を}\mathrm{E}^{\text{ると}、さら}\iota_{\sim}\text{良}$ $\langle \text{わ}t^{\mathrm{a}}\text{る}k’\circ\cdot\text{、}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\supset \text{れる}0$

そこで・次の\S 2では、上の定理 1.7. を電場、磁場付きの T*Rn上の Ham皿 ton 系、
$\mathrm{x}\sigma^{\backslash }\backslash \text{、}\ll^{- \text{の_{}\mathrm{E}}^{=}}\text{子}\mathrm{f}\mathrm{b}\text{と考_{}\grave{\lambda}}\text{ら}\hslash \text{る}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{r}\ddot{\mathrm{O}}\mathrm{d}_{\dot{\mathrm{i}}}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{方}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{D}}\mathrm{f}\text{式の}\Phi H\text{状}l.\Leftrightarrow\not\in_{\backslash }\iota^{}\backslash arrow_{\backslash }\frac{\overline{-}}{}\overline{\alpha}Jl.\hat{\not\subset}(\mathrm{C}\mathrm{P}),(\mathrm{Q}\mathrm{P})$ を
$\mathrm{S}_{\llcorner}\text{き_{}\acute{\grave{\mathrm{x}}}}^{7}t_{\grave{\lambda}}’.’ \text{時_{、}}\{’\doteqdot \text{ら}\mathrm{i}’\iota f.’ Ir_{\mathrm{D}}\text{果}*/\Sigma\backslash \wedge z\backslash \text{事}\iota_{-\text{する}}\sim 0$

\S 2.Schro’’dinger作用素に対する固有状態と Hamiltonian flow
この章では、Shor\"odinger作用素に対する固有状態 $(\mathrm{Q}\mathrm{P})$ と、Hamiltonian 且 ow(CP)

が、 ergodic になる時の相互関係をみる。 \S 1.と基本的には同じ流れで話を進めるが、固
$\text{有状}\ell\#_{\backslash }.\mathrm{b}\backslash (\mathrm{Q}\mathrm{P})$ に対する極限の取り方が違う。 \S 1.では、固有値を無限に近づけた極限 (高
エ $*J\backslash \mathrm{s}\text{キ^{}\mathrm{s}}-\text{極}\beta \mathrm{B}$) $\not\in \text{考}$えていたが、 この章では Planch定数んを $0$ に近づける極限 (半
$\text{古典_{}\backslash }\text{極限})k\text{考}\grave{\mathrm{x}}\text{る_{}0}$

また、 ここでは簡単の為に、スカラーポテンシャル (電場) を持つ時だけを考える
が・以下の議論は・ h-admissible と呼ばれる系にも拡張できる。 (参考文献 [4]) その系
は、ベクトルポテンシャルをも含む系となっている。
では、具体的に問題を設定する。

(QP)騰諮繍論綿翁ぞ
但し、 $u_{n}(\text{ん})$ $\equiv u_{n}(h)(x)$ であり、んが Planch 定数を表わし、 $x$ が空間座標を表わす。
ここでは以下、空間座標 $x$ は省略する。

.

$(\mathrm{C}\mathrm{P})$
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但し、H-1(E) $\equiv\{(x,p)\in T^{*}R^{n} : H(X,p)=E\}$ は、等エネルギー曲面を表わす。$-$

次に、以下の仮定 $(\mathrm{H}1\sim \mathrm{H}4)$ を置く。これらの仮定は、ゆるめる事もできるが、簡
単の為、少し強い仮定をしておく。 $..\cdot.:..,$ $:..:\cdot\cdot\cdot-..:..\cdot.:^{j}..;\cdot.:$ .

$..\vee^{-}\cdot$

. $.\cdot$ . . .:

$(\mathrm{H}1)((\mathrm{Q}\mathrm{P})$ のスペクトルが離散になり、 $(\mathrm{C}\mathrm{P})$ の等エネルギー曲面がコンパクトになる為の条件:

$\lim_{|x|arrow\infty}V(X)=\infty$,

(H2) (regular(等エネルギー $\text{面}$に停留点なし))
$\exists\epsilon>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $dH\neq 0$ on $H^{-1}((E-\epsilon, E+\epsilon))$ ,

(H3) (Schr\"odinger 方程式の解の構成に必要な条件)

$\forall\alpha,\beta\in N^{n}\exists c_{\alpha},\rho>0\mathrm{S}.\mathrm{t}.\{$

$|\partial_{x}^{\alpha}\partial_{\xi}\beta H(_{X},p)|<C_{\alpha,\beta}(1+B^{2})1/2$

$|\partial_{x\epsilon}^{\alpha}\partial\beta H(X,p)|<C_{\alpha,\beta}(1+|X|+|\xi|)^{\mathrm{t}2\mathrm{I}\alpha}-\mathrm{I}-|\beta|)+$ ,
$(\mathrm{H}4)$ ($\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{C}$ points が measure $0$ ) (スペクトルの漸近挙動の解析に必要な条件)

$m_{E}.\cdot.$
( $\{(x,p)\backslash \cdot..\in H^{-1}$(E)-: $\exists t$

.
$\neq 0$ s.$\cdot$t $\exp tXH(x,p)=(x,\mathrm{p})\}$) $=0$ .

但し、 $m_{E}$は、等エネルギー面上の Liouvile $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}_{\dot{\circ}}$

次に、必要となる定義をいくつか用意する。

定義 2.1.(The energy shell,The counting function) (参考文献 [4]).

$\{$

$\Lambda(E, \text{ん}).\equiv$ { $E_{j}(\text{ん})$ : $E-h<E_{j}$(ん)<E+ $\text{ん}$},
$N(E, \text{ん})\equiv.\#\Lambda$ ($E$ , ん).

この定義は、 \S 1.の定義 16. に対応した物になっているが、\S 1.では、高エネルギー極
限と呼ばれる固有値が無限大に近い部分を注目するのに対し、上の定義 21. では、エ
ネルギーが $E$に近い部分を見ている所が相違点である。

次に、Weyl置酒微分作用素 (The Weyl quantization) と呼ばれる作用素を定義する。

定義 2.2.(The Weyl quantization). $a(x,p)\in s^{0}(\tau^{*}Rn)$ とする $\circ$ その時、

$Op_{h}^{W}(a)f(X) \equiv\frac{1}{(2\pi \text{ん})^{n}}\int_{T^{x}R^{n}}a(\frac{x+y}{2},p)e^{\lrcorner}’*-\mathrm{p}fi(y)dydP$ for $\forall f(x)\in C_{0}^{\infty}(Rn)$ .

では、古典力学 (CP)、量子力学 $(\mathrm{Q}\mathrm{P})_{\text{、}}$ それぞれに対応するエルゴード性として、
Classical ergode(古典エルゴード性)、Semiclassical ergode(半古典エルゴード性) を定
義する。 ..

$r$
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定義 $2.\bm{3}.(\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{C}(\mathrm{a}\mathrm{t}H^{-1}(E))$. $\exp(tX_{H})$ : $H^{-1}(E)arrow H^{-1}(E)$ が clas-
sical ergodic であるとは、次を満たす時を言う。

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}f(\exp(tx_{H})(X,p))dt=\frac{1}{m_{E}(H^{-1}(E))}\int_{H^{-1}}(E)df(x,p)m_{E}$ for $\forall f\in L^{\infty}(H^{-1}(E))$.
この定義 23. は ‘ \S 1.の定義 11. に対応した物になっており ${}_{\text{、}\mathrm{H}}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}(\exp(tx_{H}))$

が、 $H^{-1}(E)$ 上で、測度 mE.に対する保測変換であるから自然な定義と言える。

定義 $2.4.(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{C}(}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}H^{-1}(E))\cdot$: 固有関数列 {uj(ん), $E_{j}(\text{ん})$ }
$>$

が
semiclassical ergod.$\mathrm{i}\mathbb{C}(\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\Gamma H-1(E))$ であるとは、殆どすべての部分列に対して、

$h arrow 0,E_{\mathrm{j}}(h\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m})\in\Lambda(E,h)\langle o_{p^{W}}h(a)u_{j}(\text{ん}), uj(\text{ん})\rangle_{\iota}2=\frac{1}{m_{E}(H^{-1}(E))}\int_{H^{-1}(E)}a(X,p)dm_{E}$.

正確にいうと、

$\{u_{j}(\text{ん}), E_{j}(\text{ん})\}\theta\mathrm{a}_{\text{、}}\grave{\backslash }$ semiclassical ergodic,
$\phi$ 定義

$\lim_{harrow 0}.\frac{\#\{E_{j}(\text{ん})\cdot|\langle op^{W}h(a)u_{j}(h),u_{j}(\text{ん})\rangle-\frac{1}{m_{B}(H^{-1}(E))}\int H^{-\iota_{(E)}}a(_{X},p)dm_{E}|\}}{N(E,\text{ん})}=0$,

for $\forall\epsilon>0,\forall a(x,p)\in C_{0-}^{\infty}(\tau*R^{n})$ .
と定義する。

$-$

. この定義 24. は、 \S 1.の定義 12. に対応しているが、極限の取り方が半古典極限
(ん $arrow 0$) になっている所が違う。 この事が、 semiclassical(半古典) と呼ぶ所以である。

そこで、classical ergodicity と、 semiclassical ergodicity の既知の関係として、次が
知られている。

定理 2.5.(Helffer,Martinez,Robert)(参考文献 [4]). $(Hl)\sim(H\mathit{4})$ の仮定の下で、

$\exp(tXH)$ : $H^{-1}(E)arrow H^{-1}(E)\theta\grave{\mathrm{a}}\backslash$ classical $ergodi_{C}=s_{e}mi_{C}\iota asSicalergodiC(near$

$H^{-1}(E))_{0}$

ところが、 この定理では逆がわからない。そこで、必要十分条件として次を得た。

主定理 2.6. 仮定 $(Hl)\sim(H\mathit{4})$ の下で、

$\exp(tXH)$ : $H^{-1}(E)arrow H^{-1}(E)l\grave{\mathrm{a}}\backslash$ classical ergodi$c$

$\phi$ 必+
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上の定理 26. が、 \S 1.の定理 17. に対応する結果となる。

しかし、定理 17. と大きく違うのは、高エネルギー極限の代わりに、半古典極限に
なっている部分と、2. 式に入っている和の範囲が定理 17. では森で指定されていたの
が、上の定理 26. では E(ん) となって、固有値のルートがはずれている部分である。こ
れは、証明法が定理 17. では多様体上の波動方程式を使い、定理 26. では、Rn上の

Shor\"odinger 方程式を使う所に起因する。
.

また、2. 式では、\S 1.で説明した推移振幅平均 (The average of transition amphitudes
on the energy shell $\Lambda(E,h))$ , が、そのまま見える形になっている。

それでは、次の\S 3で、主定理 26. を証明する事にする。

\S 3.\S 2. の定理 2.6. の証明

この章では、 まず次の定理 31. を示す。 この定理から、定理 26. が示される。

定理 3.1. $.(H\mathit{1})\sim(H\mathit{4})$ の仮定の下で、

$\exp(tXH)$ : $H^{-1}(E)arrow H^{-1}(E)p_{\mathrm{a}}\grave{\backslash }classi_{Ca}\iota$ ergodic,

ゆ必+

但し、$\langle Op_{h}^{W}(a)\rangle_{E}$は定義 3.3. として、後述する。

ここで、 1. 式は、near-diagonal asymptotic と考えられ、 2. 式は、 off-diagonal as-
ymptotic と考えられる。すなわち、 $Op_{h}^{W}(a)$ を物理的観測量 (observable) とみなした
時、 $Op_{h}^{W}(a)$ の matrix element の対角成分、非対角成分 (transition amplitudes) の計
算をしている事になっている。

また、上の定理 31. の 2. 式は、定理 26. の 2. 式と同じである。

以下、定理 31. を証明する為にまず、 \S 3.1.として Weyl型込微分作用素 (The Weyl
quantization) の理論を紹介する。
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\S 3.1.Weyl型擬微分作用素 (The Weyl quantization) の理論。

ここでは、semiclassical asymptotic(半古典極限) を扱う道具として、参考文献 [4] に
あるように、Weyl型擬微分作用素の理論を紹介する。

定義 3.2. (The classical time average,The classical space average)(at $H^{-1}(E)$ ).
$a(x,p)\in C_{0}^{\infty}(H^{-}1(E))$ とする。その時、次の様に定義する。

定義 3.3.(The quantum time average,The quantum space average) (near
$H^{-1}(E))$ .
$a(x,p)\in C_{0}^{\infty}(\tau^{*}R^{n})$ とすると、 $O_{P_{h}^{W}}(a)$ : $L^{2}(R^{n})arrow L^{2}(R^{n})$ は、有界作用素となるが、
その時、次の様に定義する。

これらの定義は参考文献 [3] にある高エネルギー極限に対する定義を、半古典極限
を扱う様に定義し直した物である。つまり、エネルギー (固有値) が $\mathrm{E}$ に近い energy
SheU(定義 21. 参照) 上で定義されている。

では、上の定義を用いて Weyl型擬微分作用素の calculus (The calculus of the Weyl
quantization) を述べる。

定理 3.4.(The calculus of the Weyl quantization). $a,$ $b\in C_{0}^{\infty}(T*Rn)$ に対し、
仮定 $(Hl)\sim(H\mathit{4})$ の下、次が成立する。

但し、 $a^{*}$は、 $a$ の複素共役とし、 $Op_{h}^{W}.(a.)^{*}$は $Op_{h}^{W}(a)$ の共役作用素とする。また、 $||||_{L^{2}}$

は ‘ Rn上の $L^{2_{-}}no\mathrm{W}$ を意味する。

ここで、上の定理 34. の仮定 $(\mathrm{H}1)\sim(\mathrm{H}4)$ は、 (3),(4) 式の証明に使われる。以下、
\S 3.2.では、上の定理 34. の calculus を使用するので、特に断らない限り $(\mathrm{H}1)\sim(\mathrm{H}4)$ は
仮定する。
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\S 3.2.定理 3.1. 及び主定理 26. の証明。

まず、次のキーとなる補題を証明する。

補題 3.5.

$\exp(tXH)$ : $H^{-1}(E)arrow H^{-1}(E)\theta^{\mathrm{a}}\grave{\backslash }$ classical ergodic,

ゆ必+
$| \langle Oph(W)a\rangle_{E}|2=\tauarrow\lim\infty((Op^{W*}h(a))_{\tau}(Op^{W}h(a))\tau\rangle_{E}$ $f_{or\forall a}\in c_{0}\infty(\tau*R^{n})$ .

証明.

$(\Downarrow)$ $|\langle Op_{h}^{W}(a))_{E}|2=|\langle a\rangle_{E}|^{2}$ ... (定理 $3.4.(4)$ 式より)
$=(|\overline{a}|^{2}\rangle_{E}$ (classical ergodicity の定義 23)
$=1\dot{\mathrm{m}}\langle a\tau a\tau\rangle Tarrow\infty*E$ ...(Birkoffの収束定理)

$= \lim_{Tarrow\infty}\langle Op^{W}h(a_{\tau^{a}}*T)\rangle_{E}$ ...(定理 $3.4.(4)$ 式より)

$=T\infty \mathrm{h}\mathrm{m}\langle(Op^{W}h(a\tau))*(Op^{W}h(a\tau))\rangle E$ ...(定理 3.4.(1),(2) 式より)

$= \lim_{Tarrow\infty}\langle(Op_{h}^{w}(a))^{*}\tau(Oph(Wa))_{T}\rangle E$ ...(定理 34(3) 式より).

$(\Uparrow)$ 上の式を下からたどれば次がわかる。

$|\langle a\rangle_{E}|^{2}=\langle|\overline{a}|^{2}\rangle_{E}$ .
そこで、

$|\langle a\rangle_{E}|^{2}=\langle|\overline{a}|^{2}\rangle_{E}$

.
$\phi$

$\langle a.\rangle_{E}=\overline{a}$ on $H^{-1}(E)$ (classical ergodicity の定義 34).

となって、補題は示された。 (q.e.d.)

そこで、補題 35. より結局、次の定理 36. が示されれば、定理 31. がわかった事に
なる。

定理 3.6. $a(x,p)\in.C_{0}^{\infty}(\tau^{*}R^{n})$ に対し、

$| \langle Op_{h}^{W}(a)\rangle E|2=\lim\langle(Op^{W}h(a))_{\tau}*Tarrow\infty(Op^{W}h(a))T\rangle E$

$\Phi^{l}1^{\backslash }\backslash +$
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証明. この証明では、記号を簡単にするために、 $E_{j}(h)$ を $E_{j^{\text{、}}}u_{j}(h)$ を $u_{j}$ と書く様に、
固有値、固有関数に含まれる Planch定数 $\mathrm{h}$ を省略する。

.

まず、次の様な事が、単純な式変形によりわ $t$‘る。以下では、この式変形から得ら
れた (5) 式を元に、証明をする。

$\langle(Op_{h}^{W}(a))^{*}\tau(Oph(Wa))\tau uj, uj\rangle L^{2}$

$=\langle(op_{h}^{W}(a))\tau u_{j}, (op_{h}(Wa))_{\tau u}j\rangle_{L}2$

$= \langle\frac{1}{T}\int_{0}^{T}e^{:}\pi^{(}-h=m2\Delta+V)oph(Wa)e\overline{\tau}\mathrm{t}-\frac{h^{2}}{2m}\Delta+\gamma)u_{j}dit, \frac{1}{T}\int_{0}^{T}e\overline{\dot{\tau}}.(-^{h}=m\Delta+V)Oph(W)ae^{i}\pi(-h^{2}=m+\Delta\gamma)t2u_{j}d\rangle L^{2}$

$= \langle\frac{1}{T}\int_{0}^{T}e^{:}\pi^{(\Delta V)}-h^{2}\mathrm{r}n\overline{\cdot}\sum uk\langle uk, Op_{h}^{W}(a)+e^{\overline{\tau}\tau}(-^{h}\frac{2}{m}\Delta+V)_{u_{j}\rangle_{L^{2}}}dtk:, \cdots\rangle_{L^{2}}$

$= \langle\frac{1}{T}\int_{0}^{T}\sum_{k}e\pi^{(})tu_{k}\langle E_{k}ou_{k},p_{h}(W)ae^{\overline{\dot{\tau}}}.(E_{\mathrm{j}}t):d\prime uj\rangle_{L^{2}}t, \cdots\rangle_{L^{2}}$

$= \langle\frac{1}{T}\sum_{k}\int_{0}T,(e\pi(E_{\mathrm{k}}t-E_{\mathrm{j}}t)u_{k}\langle ukOp_{h}a):Wuj\rangle L2dt, \cdots\rangle_{L^{2}}$

$= \langle\sum_{k,E_{k}\neq E_{\mathrm{j}}}\frac{h}{Ti(E_{k}-Ej)}(e^{\dot{\pi}^{(-}j}.)E_{k}E\tau_{-}1)uk\langle uk, o_{p_{h}^{W}(}a)uj\rangle_{L}2+\sum_{=k,E_{k}E\mathrm{j}}u_{k}\langle u_{k},op^{W}h(a)u_{j}\rangle L2, \cdots\rangle$ff

$= \sum_{k,E_{k}\neq E_{j}}\frac{\text{ん^{}2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\mathrm{F}}-E\mathrm{j})\tau-1|^{2}i(E_{k}|\langle uk, Op_{h}^{W}. (a)u_{j}\rangle_{L^{2}}|2+\sum_{k,Ek=E_{\dot{J}}}|\langle uk, Op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}|^{2}$

よって、

$\langle(Op_{h}^{W}(a))*\tau(op_{h}^{W}(a))\tau uj’ uj\rangle L^{2}$

$= \sum_{k,E_{\mathrm{k}}\neq E_{\mathrm{j}}}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\dot{\pi}(E_{k}-}.\mathrm{j})\tau-E|12|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{\mathrm{z}}}|2$

$+ \sum_{k,B_{k}=E\mathrm{j}}|\langle uk,op^{W}h(a)uj\rangle_{L}2|^{2}\cdots(5)$
式.

となった。
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まず、 $(\Downarrow)$ を示す。

定理 36. の条件と、 この (5) 式の右辺の第–項が正になる事から、次の様になる。

$|(Op^{W}h(a)\rangle E|^{2}$

$=\langle(OphW(a))*\tau(op_{h}^{W}(a))\tau\rangle B$ ...(定理 36. の条件)

$= \lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{EE_{\dot{g}}\in\Lambda(h)},\langle(Op_{h}^{w}(a))_{T(o}^{*}p^{W}h(a))Tuj’ u_{j}\rangle_{L^{2}}$
... (定義 3.3.)

$= \lim_{harrow 0}\{\frac{1}{N(E,\text{ん})}E\mathrm{j}\in\Lambda\sum_{(E,h)}(\sum_{\neq k,E_{k}E_{\mathrm{j}}}\frac{\text{ん^{}2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\dot{\pi}j}.1|^{2}(Ek-E)\tau_{-}|(u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}|2)$

$\frac{1}{N(E,h)}\sum_{EE_{\mathrm{j}}\in\Lambda(,h)k,Ek}\sum_{=E\mathrm{j}}|\langle uk, oph(Wa)u_{j}\rangle_{L^{2}}|^{2}\}$ ...((5) 式より)

$\geq\lim_{harrow}\sup_{0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}E_{k}=\sum_{E_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h)}|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{21}}2$
... (6) R.

また、

$|| \sum_{k,E_{k}=E\mathrm{j}}\langle uk,Op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{Lk}2u-\langle o_{p_{h}}W(a)\rangle_{E}u_{j}||_{L}^{2}2$

$= \sum_{E_{\mathrm{j}}k,E_{k}=}|\langle u_{k}, o_{p}h(W)auj\rangle_{L}2|2$

$-(u_{j},o_{p^{W}}h(a)\mathrm{u}_{j}\rangle_{L^{2}}^{*}(Op_{h}^{W}(a)\rangle_{E}-\langle Op_{h}^{W}(a)\rangle^{*}E\langle u_{j},o_{p^{W}}h(a)uj\rangle L^{2}+|\langle Op^{W}h(a)\rangle E|^{2}$

$\geq 0$ .

となる事から、定理
$3.4.(4)^{\text{式_{に}}注意して}\frac{1}{N(E,h)}E \mathrm{j}\in\Lambda(E\sum_{h)}$

,
を取れば、

$\lim_{harrow}\inf_{0}\frac{1}{N(E,h)}E_{\mathrm{j}}=Ek\in\Lambda(\sum_{E,h)}|\langle u_{j,p^{W}}Oh(a)u_{k}\rangle L^{2}|^{2}\geq|\langle Op_{h}^{W}(a)\rangle E|^{2}$
. .. (7) R.

よって、以上の (6) (7) 式より、結局定理 36. の式 1. になる。すなわち、

$\lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,h)}E_{\mathrm{j}}=E_{k}\sum_{(\in\Lambda E,h)}|\langle u_{j}, Op^{W}h(a)uk\rangle_{L}2|2=|\langle Op_{h}^{W}(a)\rangle B|2$ .

を得た。

次に、いま得た式 (定理 36. 式 1) と、 (5)式から結局、

$\lim_{Tarrow\infty}\lim_{harrow 0}\sum_{\mathrm{j}E\in\Lambda(E,h)}(\frac{1}{N(E,h)}\sum_{E_{\mathrm{j}}k,Ek\neq}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\dot{\kappa}(-E_{\mathrm{j}}}.)\tau-E_{k}1|2|\langle u_{k}, Op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}|^{2})=0$ .
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となる。

今、 $\text{関数_{}\overline{x}}^{1}\mathrm{r}|eix-1|^{2}$のグラフを調べればわかるように、 $| \delta|<\frac{1}{T}$に対し、

$0<|E_{j}-E_{k}|< \delta \text{ん}\Rightarrow 1\geq\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\pi^{(E_{k}}\mathrm{j}}:-E)\tau_{-}1|^{2}\geq \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ ...(8) R.

となる事から、結局

$E_{\mathrm{j}} \in\Lambda(E,)\sum_{h}(\frac{1}{N(E,\text{ん})}k,E_{k}\sum\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}\neq E_{\mathrm{j}}|e\kappa^{(-E)\tau 2}k\mathrm{j}-E|:1|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}|2)$

$\geq\frac{1}{N(E,\text{ん})}E_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h),0<|E_{\mathrm{j}}-\sum_{E_{k}|<\delta h}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\pi \mathrm{j}}(E_{k}-E)\tau-1|2|:\langle u_{k}, Op_{h}^{W}(a)u_{j}\rangle_{\iota|^{2})}2$

$\geq\frac{1}{N(E,h)}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}\sum_{)E\in\dot{g}\Lambda(E,h,0<|E\mathrm{j}^{-}Ek1<\delta h}|\langle u_{k}, Op^{W}h(a)u_{j}\rangle L2.|^{2}$.

よって、上式の
$\lim_{Tarrow\infty}\lim \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}harrow 0$

を取る事で、結局定理 36. の式 2. を得た。

では、逆 $(\Uparrow)$ を示す。

まず、次が成立する。

$\langle(Op_{h}^{W}(a))^{*}\tau(Oph(Wa))_{T}\rangle E$

$= \lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,h)}\sum_{EE_{\mathrm{j}}\in\Lambda(h)},\langle(oph(W))^{*}aT(op^{W}h(a))Tu_{j}, uj\rangle_{L^{2}}$
... (定義 3.3.)

$= \lim_{harrow 0}\{E_{j}\in(E\sum_{\mathrm{A}h)},(\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{E_{\mathrm{j}}k,Ek\neq}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\dot{\kappa}^{(}j}.-)k\tau-EE1|^{2}|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}|2)$

$+ \frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{k,E_{k}=E\mathrm{j}}|\langle u_{k}, Op^{W}h(a)uj\rangle_{L}2|^{2})\}$
... $((5)\text{より})$

$= \lim_{harrow 0}\sum_{\mathrm{j}E\in\Lambda(E,h)}(\frac{1}{N(E,h)}\sum_{k,Ek\neq Ej}\frac{\text{ん^{}2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e\mathrm{F}(E_{k}-E_{\mathrm{j}})T-1|^{2}:|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L}2|^{2})$

$+|\langle o_{P_{h}}W(a)\rangle_{E}|2$ ... (定理の式 1. より).

よって、上式の第–項が $Tarrow\infty$ で、 $0$ に収束する事を示せばよい。すなわち、

$\lim_{Tarrow\infty}\lim_{0harrow}\frac{1}{N(E,\text{ん})}E_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h)\sum.Ek\neq E_{j}\frac{\text{ん^{}2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\pi \mathrm{j}}-kE)\tau-(E|12|:(u_{k}, Op_{h}^{W}(a)u_{j}\rangle_{L^{2}}|2)=0$ .
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を示す。 ところが、式 (8) に注意すれば、

$\lim_{harrow 0}.\frac{1}{N(E,\text{ん})}E_{j}.\in\Lambda \mathrm{t}E.h\sum_{B_{\mathrm{j}})E_{k}\neq},‘$

.

$\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-E_{j}|^{2}}|e^{i}\pi \mathrm{t}E_{k}-E_{j}$
)

$\tau-.\cdot.\cdot 1|^{2}|\langle uk,$

$Op_{h}^{W}(a)u_{j})L2|2$

$\leq\lim_{harrow}\sup_{0}\frac{1}{N(E,h)}E\mathrm{j}\in\Lambda(E,h),|E_{k}-\sum_{<E|\dot{f}\delta h}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e\pi(Ek-Ej)T-1|^{2}:|\langle uk, Op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L^{2}}.|2$

$+ \lim_{harrow}\sup_{0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{jE_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h),|E_{k}-E|>\delta h}\frac{\text{ん^{}2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e\mathrm{F}(E\mathrm{h}-E\mathrm{j})\tau-1|^{2}:|\langle u_{k}, op_{h}^{W}(a)uj\rangle_{L}2|^{2}$

$\leq\lim_{harrow}\sup\frac{1}{N(E,h)}0Ej\Lambda E,h\sum_{\epsilon(),|Ek-E\mathrm{j}1<\delta h}.|\langle uk,Op^{W}h(a)u_{j}\rangle_{L}2|^{2}$
...((8) 式より)

.1 – $h^{2}$ . $:/\varpi_{-}-\varpi.$ ) $\Pi$’ $-$

$+ \lim_{harrow}\sup\frac{\perp}{N(E,h)}\sum_{kE_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h),|E-\mathrm{I}>}\frac{\prime\iota^{-}}{T^{2}|E_{k}-E_{j}|2}0E_{\mathrm{j}}\delta h|e^{\pi^{(E_{k}-E)T}}\mathrm{j}-:1|2|\langle u_{k}, op^{W}h(a)uj\rangle L2|2$

=\epsilon (任意に小さい正数) for small $\delta>0$ . .. (定理の式 2. より)

$+ \lim_{harrow}\sup\frac{1}{N(E,h)}0E_{\dot{f}}\in\Lambda(E,h),|\sum_{E\mathrm{k}-E_{\mathrm{j}}|>\delta h}\frac{h^{2}}{T^{2}|E_{k}-Ej|^{2}}|e^{\dot{\pi}}.-EkE_{\mathrm{j}})\tau-(1|2|\langle u_{k},Op_{h}^{W}(a)u_{j}\rangle_{L^{2}}|2$

$\leq\epsilon+1_{\dot{\mathrm{R}}arrow}\sup_{h0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{>E_{\mathrm{j}}\in\Lambda(E,h),\mathrm{I}E_{k}-B\mathrm{j}|\delta h}\frac{1}{T^{2}\delta^{2}}|e^{i}\pi^{(-E}\mathrm{j}E_{k})\tau-1|^{2}|\langle u_{k}, o_{p_{h}}W(a)uj\rangle L^{21}2$

$\leq\epsilon+\lim_{harrow}\sup_{0}\frac{1}{N(E,h)}E\epsilon\dot{f}\Lambda(h),|\sum_{E,Ek-E_{\mathrm{j}}|>\delta h}\frac{1}{T^{2}\delta^{2}}2^{2}|\langle uk, Op_{h}^{W}(a)u_{j}\rangle_{L^{2}}|2$

$arrow\epsilon$ , as $Tarrow\infty$ .

となって、定理は示された。 (q.e.d.)

では、定理 2.6.(主定理) を示す。

主定理 2.6. の証明. 定理 26. の式 2. は、定理 3.1. の式 2. と同じなので、主定理 26. を
証明する為には、今示した、定理 31. の式 1. と、 semiclassical ergodicity(半古典エル
ゴ一ト*性)(定義 24) $\text{が同値である事を示^{せば}良い_{。}}$

.

.

まず、次に注意する。

$\lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,h)}B_{\mathrm{j}}(h)=E_{k}(\sum_{\Lambda h)\in(E,h)}|(Oph(a)Wu_{j(\text{ん}),u}k(h)\rangle_{L^{2}}|2$

$= \lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}E\mathrm{j}\mathrm{t}\epsilon\sum_{h)\Lambda(B,h)}|(Op_{h}(Wa)uj(h),u_{j}(h)\rangle L^{2}|2$

$=|\langle Op^{W}h(a))E|^{2}$ .
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そこで、

$\lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{\mathrm{j}E(h)\in\Lambda(E,h)}|\langle Op\hslash(W(h),u_{j}(h)a)-(a\rangle_{E}u_{j}\rangle_{L^{2}}|^{2}$

$\lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,h)}\sum_{\in E_{j}(h)\Lambda \mathrm{t}E,\hslash)}|\langle(Oph(W)a-\{o_{p}hW(a)\rangle E)uj(h),u_{j}(h)\rangle_{L}2|2$
... (定理 $3.4.(4)$ )

$= \lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum_{\in Ej(h)\Lambda(E,h)}|(op_{h}^{W}(a)u_{j}(h), u_{j}(\text{ん})\rangle_{L^{2}}|^{2}-|\langle Op_{h}^{W}(a)\rangle E|2$

$=0$ .

つまり、

と定義すると、結局

$\lim_{harrow 0}\frac{1}{N(E,h)}\sum|\alpha-\alpha_{j(}\text{ん})|^{2}=0$ .

となり、Cesaro 平均に関する定理より (参考文献 [3])

$\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow \mathit{0}^{\frac{1}{N(E,\text{ん})}\sum(}|\alpha-\alpha j\text{ん})|^{2}=0$ ,

$\Downarrow$ 必+

$\lim_{harrow 0}\frac{\neq\{j.1\alpha_{j(h)|<\epsilon}-\alpha\}}{N(E,h)}=0$ for $\forall\epsilon>0$ .

これは、 まさに semiclassical ergodic の定義 24. に等しい。よって、主定理 26. は示さ
れた。 (q..e.d.) .

\S 4. その他の Open problems

ここでは、いくつかの未解決問題を紹介する。

まず、 quantum ergodicity に関する予想を紹介する。

予想 4.1.(Quantum unique ergodicity)(Sarnack,Rudnik). (参考文献河) $(M,g)$

を負曲率置 $<0$)$Compact$ Riemannian manifold とする。その時、部分列を選ぶこと
なく

$n arrow\infty]_{\dot{\mathrm{K}}}\langle op(a)u\hslash’ u_{n}\rangle=\frac{1}{vol(S^{*}M)}.\int_{SM}.a(x, \xi)dvol_{S}\cdot M$ .
$\cdot$

.
$–$

となるか ?
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予想 4.2. (参考文献周) ”Quantum $ergodic\supset Classical$ ergodic”は genedc property
か ?

この予想 42. は、\S 1.の定理 15. $\text{で述^{}\vee}\wedge^{\delta}$たが、要するに任意の固有関数展開が quantum
ergodic ならば、測地流が classical ergodic になるかどうかが問題になっている。

. .
次に、 この論文では、固有関数の $L^{2}$-norm に対する–様分布性 (ergodicity) に注目

して来たが、必ずしも固有関数は多様体上、一様分布するとは限らない。 (\S 1.注意 13.
参照) つまり、固有関数の $L^{2}$-norm が、多様体上のある部分集合上に集中する事もあ
る。 (参考文献 $[2],[11],[12].$ ) この事に関する予想について、いくつか最後に述べる。

予想 $4.\bm{3}.(\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{Z}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n})$ . (参考文献 $[l\theta J.$) $\gamma\subset S^{*}M$を測地流で不変な集合とする。すな
わち、 $\exp(tX_{H})\gamma=\gamma for\forall t\in R$とする。今、meas$(\gamma)>0$ とする。その時、ある部
分列 $\{u_{n_{k}}\}$ が存在して、

$\lim_{karrow\infty}\int_{\pi\gamma}|u_{n_{k}}|2dvol_{M}=1$

となるか ?

つまり、予想 4.3. では、周期解などの測地流に対する不変集合に固有関数の $L^{2}$-norm
が集中する可能性をしめす事が問題となっている。.

注意 4.4. 上の Conjecture の逆は、成立する。すなわち、ある部分列 $\{u_{n_{k}}\}$ が存在して、

$\lim_{karrow\infty}\int_{S}|u_{n_{k}}|^{2}dvol_{M}=1$.

となるならば、 ある\mbox{\boldmath $\gamma$} \subset S*Mが存在して、測地流で不変であり、 $\pi\gamma\subset S$となる。

もう –つ、scare と呼ばれる固有関数集中の問穎を述べる。

定義 $4.5.(\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r})$ . 固有関数展開 $\{u_{n}(x)\}$ に対し、 $\mu_{n}\equiv|u_{n}(X)|2dvol_{M}$は、多様体 $\mathrm{M}$ 上
の Radon測度になるが、部分列 $\{\mu_{n_{k}}\}$ を選んで次の様に弱収束する時、固有関数展開
は (閉集合)S $\subset M$に scar すると言う。すなわち、

$\{\mu_{n_{k}}\}$ scars to $S\subset M$,
\Downarrow (定義)

$\{2.spt(\mu_{si}\mathrm{n}\mathit{9}.)\subset \mathrm{a}\mathrm{n}.\mathrm{d}\mathrm{l}.\mu_{n}karrow..\exists\mu$

(

$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}-\vee\cdot...\vee s$.on測度) (弱収束),

但し| $\mu\equiv\mu_{reg}+\mu_{sing}$ を Lebesgue 分解とする $0$

この定義 45. の意味は、固有関数展開の高エネルギ一極限の特弓台 (siigular support)
の事である。 .

’ ’

また、固有関数展開のある部分列が–様分布する (quantum ergodic) ならば、その
列に対する特異台は空集合になる。
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問題 4.6. scarの構造を調べよ。階に、測地流との関係を求あよ。)

この問題については、数値計算はあるのだが、あまり良くわかっていない。唯–、
arithemetic Riemannien surface 上で scar が決して起こらない事、すなわち、任意の弱
収束列の特異台は常に空集合となる事がわかっている。 (参考文献 [2])
そこで、次の事を注意として得た。

注意 4.7. $\{\mu_{n_{k}}\}$ scars to $S\subset M$, とする。 さらに、 $x\in S$を孤立点とする。その時、

$\{\mu_{n_{k}}\}$ scars to $S\backslash \{x\}$ .

. この注意によって、孤立点に scar が起こらない事がわかった。例えば、デルタ関数
$\delta(x)$ などの、その特異台が孤立点を含む測度には決して固有関数列は収束しないので
ある。
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