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1 はじめに

$\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の解に無限の独立変数を導入することにより、無限のヒエラルキーが得られ、
保存量などとの対応関係を持つことが良く知られている。離散系のソリトン方程式におい
ても、 同様に無限個の離散独立変数を導入することにより、無限個の離散方程式を得るこ
とは、可能である。 しかし、そのようにして得られたヒエラルキーと高次保存量との関連
性はまだ未知である。本稿では、離散ソリトン方程式の-例として、離散 Lotka-Volterra
方程式を取り上げ、その高次保存量の\tau 関数表現を通し、連続系との関連を見る。続いて、
佐藤理論のアイデアを用い、離散化ソリトン方程式のヒエラルキーを導出し、離散ソリト
ン方程式における解の構造について考察を深めたい。

2 連続・離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

時間の変数が連続変数である $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の双線形方程式は次式で与えられる。 ($x,$ $y,$ $t$ : 独
立変数)

$(D_{x}^{4}-4DD_{t}+3D^{2})\mathcal{T}$ .$\tau=xy0$ (1)
また、 その離散化である discrete KP (d-KP) 方程式は、 1, $m,$ $n$ を離散時間の独立変数, 差
分間隔を $a,$ $b,$ $c$ とすると、次のように表せる。

$a(b-c)_{\mathcal{T}}(l-a,m,n)_{\mathcal{T}(,,)}lm-bn-C$

$+b(c-a)\mathcal{T}(l,m-b,n)\mathcal{T}(l-a,m,n-c)$

$+c(a-b)\tau(l,m,n-C)\tau(\iota-a,m-b,n)=0$ (2)

(1) 式と (2) 式はそれぞれ行列式で表せる厳密解を持つ。

$\tau_{KP}=\det|\frac{\partial^{j-1_{\varphi_{i}}}}{\partial x^{j-1}}|_{1\leq ij},\leq N$ (3)

$\tau_{d^{-}K}P=\det|\varphi i(l, m, n, s+j-1)|_{1\leq i^{j}},\leq N$ (4)
$\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の行列式解は、 ロンスキアンと呼ばれ, また d-KP 方程式の解はその離散化であ
るカソラチアンで表されている。
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ここで、 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ および d-KP 方程式の行列式解の要素\mbox{\boldmath $\varphi$}’(n $=1,2,$ $\cdots,$ $\infty$ ) はそれぞれ次の線
形方程式 (分散関係) を満たす。 . ..

$\bullet$
$\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の場合 $(x_{1}=x, x2=y, x3=t, \cdots.)$

$\frac{\partial^{\varphi_{i}}}{\partial x_{n}}=\frac{\partial^{n_{\varphi_{i}}}}{\partial x^{n}}$ (5)

$\bullet$ d-KP 方程式の場合

$\triangle-\iota\varphi_{i}(l,m,n,S)=\triangle-m\varphi_{i}(\iota,m,n,S)=\triangle_{-n}\varphi i(\iota,m,n,S)$

$=\varphi_{i}(\iota,m,n,S+1)$ (6)

$\triangle-\iota,$ $\triangle_{-m},$ $\triangle$ -nは、次式で定義される後退差分である。

$\Delta_{-}l\varphi_{i}\equiv[\varphi i(l)-\varphi i(\iota-1)]/a$ (7)
$\triangle_{-m^{\varphi i}}.\equiv[\varphi_{i}(m)-\varphi i(m-1)1/b$ (8)
$\triangle_{-n^{\varphi i}}\equiv[\varphi_{i}(n)-\varphi_{i}(n-1)]/c$ (9)

この $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式と d-KP 方程式の解は次の無限個の離散変数と連続変数の問の変数変換
により関係づけられている。 4)

$x_{k}=l \frac{a^{k}}{k}+m\frac{b^{k}}{k}+n\frac{c^{k}}{k}+\cdots.(\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}k=1,2, \cdots)$ (10)

(6) 式の示すように, 離散方程式における独立変数 $l,$ $m,$ $n,$ $\ldots$ らの分散関係は 1次の線形
方程式であり、 より高次の離散変数は導入されていない。 -方、連続系では、高次の独立
変数を用いた方程式が存在し、そ乳らと高次の保存量が対応している。

3 離散戸田格子ヒエラルキ一

離散系の場合においても高次の離散変数を導入することにより、離散方程式のヒエラル
キ $-$が得られることを示す。本稿では、離散戸田方程式系列の場合について考察する。 1)

これにより、上野、高崎先生による 2次元戸田格子系列の理論の自然な拡張が得られ、離
散系においても同様な議論が展開できることを示したい。

3.1 Linear system

差分演算子 $L,$ $M,$ $L_{n’ n}^{()}kM^{(\downarrow)}$ を次に定義する。

$L=e+u_{1}\partial_{s}-\partial_{s}+u_{2}e+u_{3}e^{-}+2\partial_{s}\ldots$ (ll-a)
$M=v\mathrm{o}e^{-\partial}S+v_{1}+v2e+v3e^{2\partial_{s}}+\partial_{s}\ldots$ (ll-b)

$L_{n}^{(k)}=e+u_{1}e+s(n^{- 2})\partial_{s}+u^{(}2eun\partial_{S}(n)(n- 1)\partial n^{)}(3n)e^{(-3}+n)\partial_{S}\ldots,$ $n=1,2,\ldots(11-\mathrm{c}^{)}$

$M_{n}^{(l)}=v^{(n^{)}}0e^{- n\partial_{S}}+v^{(}1en^{)(}-n+1)\partial_{S}$

$+v_{2}^{(n)}e(- n+2)\partial_{s}+v3e^{(n}-+3)\partial_{s}+(n)\ldots,$ $n=1,2,\ldots$ (ll-d)
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ここでは\tau 立を $\partial_{s}$ している。よって、$e^{\partial_{s}}$は独立変数 “ $S$” に対するシフト演算子を意味する。ま
た、演算子 $L,$ $M,$ $L_{n}^{(k}$), $M_{n}^{(l}$

)における $e^{i\partial_{s}}$の係数 $v_{0}=v\mathrm{o}(S;X, y;k, \iota),$ $v0v_{0^{n)}}^{(}(n)=(S;x, y;k, l),$
$\ldots$

は, $s,$ $x=(x_{1},x_{2}, \ldots)$ , $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots)$ , $k=(k_{1}, k_{2}, \ldots)$ , $l=(l_{1}, l_{2}, \ldots)$ の関数である $\circ(x,$ $y$

は連続変数であり, $s,$ $k,$ $l$は独立離散変数を示す) $=.$,.
$\lambda$を固有値とする固有関数\psi (\infty ), $\psi^{(0)}$に対する線形システムを次に示す。

$L\psi^{(\infty)}$ $=$ $\lambda\psi^{(\infty)}$ (12-a)

$M\psi^{(0)}$ $=$ $\frac{1}{\lambda}\psi^{(0)}$ (12-b)

$L_{n}^{(k)}\psi^{(}\infty)$ $=$ $\frac{\lambda^{n}}{1+a_{n}\lambda^{n}}e^{\partial_{k_{n}}}\psi^{(\infty)}$ (12-c)

$M_{n}^{(l)}\psi^{(0})$ $=$ $\frac{\lambda^{-n}}{1+b_{n}\lambda^{-n}}.e^{\partial_{l_{n}}}\psi^{()}0$ (12-d)

$\frac{\partial\psi}{\partial x_{n}}$ $=$ $B_{n}\psi,$ $n=1,2,3,$ $\ldots$ (12-e)

$\frac{\partial\psi}{\partial y_{n}}$ $=$ $C_{n}\psi,$ $.n=1,2,3,$ $\ldots$ (12-f)

$\Delta_{k_{\dot{n}}}\psi$ $=$ $B_{n}^{(k)}\psi,$ $n=1,2,3,$ $\ldots$ (12-g)
$\Delta_{l_{n}}\psi$ $=$ $C_{n}^{(l)}\psi,$ $n=1,2,3,$ $\ldots$ (12-h)

(ここで\psiは、 $\psi^{(\infty)}$あるいは\psi (0)を意味する。) 演算子 $B,$ $C,$ $B^{(k)}.c^{()}n’ nl$は、次の通り定義さ
れる。

$B_{n}$ $=$ . $(L^{n})_{+},$ $C_{n}=(M^{n})_{-}$ (13-a)
$B_{n}^{(k)}$ $=$ $(L_{n}^{(k)})_{+},$ $C_{n}^{(\iota)}=(M^{()}nl)_{-}$ (13-b)

(13) 式中の $+$は, $e^{\partial_{s}}$の正ベキの項 ( $e^{0\partial_{S}}$ を含む) を取る事を意味する。 $.-(_{-}$ は, $e^{\partial_{\theta}}$の負ベキ
の項を取る事を意味する。) また、差分演算子\Delta kn’ $-\cdot\Delta_{l_{n}}$ は, 前進差分演算子である。

$\Delta_{k_{n}}--$ $\frac{1}{a_{n}}(e^{\partial_{k_{n}}}-1)$ (14-a)-

$\Delta_{l_{n}}$ $=$ $\frac{1}{b_{n}}(e^{\partial_{l_{n}}}-1)$ (14-b)

ここで、 $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$
$b1,$ $b2,$

$\ldots$ は、それぞれ、離散変数 $k_{1},$ $k_{2},$ $\ldots.’ l\iota,$
$\iota_{2},$

$\ldots$ の差分間隔である。
$(12- \mathrm{a}),(12- \mathrm{b}),$ (12-e), (12-f) の両立条件より、

$\frac{\partial L}{\partial x_{n}}$ $=$ $[B_{n}, L],$ $\frac{\partial L}{\partial y_{n}}=[C_{n}, L]$ (15-a)

$\frac{\partial M}{\partial x_{n}}$ $=$ $[B_{n}, M],$ $\cdot\frac{\partial M}{\partial y_{n}}=[C_{n}, M]$ (15-b)

を得る。 [X, $\mathrm{Y}$] $\equiv XY-Yx$
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ザハロフシャバト型に書けば、次の通り書き表せる。

$\frac{\partial B_{m}}{\partial x_{n}}-\frac{\partial B_{n}}{\partial x_{m}}$ $+$ $[B_{m}, B_{n}]=0$ (16-a)

$\frac{\partial C_{m}}{\partial y_{n}}-\frac{\partial C_{n}}{\partial y_{m}}$ $+$ $[C_{m}, C_{n}]=0$ (16-b)

$\frac{\partial B_{m}}{\partial y_{n}}-\frac{\partial C_{n}}{\partial x_{m}}$ $+$ $[B_{m}, C_{n}]=0$ ( $l$ 6-c)

これが、戸田格子ヒエラルキーであり、 2次元戸田格子方程式

$\frac{\partial}{\partial x_{1}}v_{0}(s)$ $=$ $v_{0}(s)(u_{1}(S)-u_{1}(s-1))$ (17-a)

$\frac{\partial}{\partial y_{1}}u_{1}(s)$ $=$ $-v_{0}(_{S+1})+v_{0}(S)$ (17-b)

を含む。
$(12- \mathrm{c}),(12- \mathrm{d}),$ (12-g), (12-h) の両立条件より、

$\triangle_{k_{n}}(L_{m}^{(k}))=[B^{(k)}, L^{()}k]_{k}nmm,k_{n},$ $(m\neq n)$ (18-a)
$\Delta_{k_{n}}(M_{m}^{(l)})=[B_{n}^{(k)}, M_{m}(\iota)]_{\iota k_{n}}m$, (18-b)

$\Delta_{l_{n}}(L_{m}(k.))=[C_{n}^{(\iota}), L^{(}k)]_{k_{m},\iota_{n}}m$ (18-c)
$\triangle_{ln}(M_{m}^{(\iota}))=[C^{(l)}, M^{(\iota})]nm\iota_{m},l_{n},$ $(m\neq n)$ (18-d)

$0=[L_{m}^{(k)}, L_{n}(k)]_{k,k}nm$ (18-e)
$0=[M_{m’ n}^{(k)}M^{(k})]\iota_{n},\iota_{m}$ (18-f)

を得る。 $[X, Y]_{x,y}\equiv(e^{\partial x}X)Y-(e^{\partial y}\mathrm{Y})X$

(18) 式のザハロフ・シャバト型の表記は、

$[1+a_{mm}B(k)(km’ l+n1)][1+bnc_{n}^{(l})(k_{m}, ln)]$

$=[1+b_{n}c_{n}^{(}l)(k_{m}+1, l_{n})][1+aB^{(k)}(mmn)k_{m}, l]$ (19-a)

[ $1+a_{m}B_{\dot{m}}^{(k})$ (km’ $k+n1)$ ] $[1+a_{n}B_{n}^{(k)}(k_{m}, k_{n})]$

$=[1+a_{n}B_{n}^{(}k)(k+m1, kn)][1+a_{mm}B(k)(k_{m}, k_{n})]$ (19-b)
$[1+b_{m}c_{m}^{(l})(\iota_{m’ n}l+1)][1+b_{n}c^{(l}n)(\iota_{m}, l_{n})]$

$=[1+b_{n}C_{n}^{()}l(lm+1, \iota n)][1+bmc_{m}(l)(l_{m}, \iota_{n})]$ (19-c)

である。

(18) 式あるいは (19) 式より、離散非線形方程式の無限の系列が得られる。例えば、

$\{$

$\tilde{u}_{1}^{(1)(}(_{S}-1;k1, l_{1})v0^{1)}(s;k1+1, \iota_{1})$ $=$ $\tilde{u}_{1}^{(1)(}(_{S;}k_{1}, l_{1}+1)v_{0^{1)}}(S;k1^{-}, \iota 1)$

$\tilde{u}_{1}((1)k1, l_{1}+1s;)-\tilde{u}_{1}(1)(s;k_{1,1}\iota)$ $=$ $b_{1}(l_{1})(v_{0}^{(1)()}(_{S};k1+1, \iota_{1})$. $-v_{0}(s+1;k1, l_{1})1)$
(20)
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$\{$

$\tilde{u}_{1}^{(1)}(s;k_{1}, k_{2}+1)\tilde{u}1(2)(S;k_{1}, k_{2})$ $=$ $\tilde{u}_{1}^{(1)(2)}(s;k1, k2)\tilde{u}1(s;k_{1}+1, k2)$

$\tilde{u}_{1}((2)s;k1+1, k_{2})-\tilde{u}_{1}(2)(s+1;k1, k_{2})$ $=$

$\tilde{u}_{1}^{(1)}(\mathit{8};k1, k_{2}+1)u2(2)(S;k_{1}, k_{2})$ – $\tilde{u}_{0}^{(1)}(s+1;k_{1}, k_{2})u_{2}(2)(s;k_{1}+1, k2)$

$\tilde{u}_{\iota}^{(1)}(s;k_{1}, k2+1)-\tilde{u}_{1}^{(1}()2S+;k1,$ $k_{2})$ $=$ $u_{2}^{(2)}(_{S;k_{1}+1,k}2)-u_{2}((2)S+1;k1, k2)$

(21)

などが得られる。 $(\tilde{u}_{1}^{(n)}=1/a_{n}+u1)(n)$

次に、線形システム (12) の形式解を考える。
. . $\cdot$

i.

独立変数 $s,$ $x,$ $y,$ $k,$ $l$の関数である $w_{n}^{(\infty)},$ $w_{n}^{()}0,$ $w_{n}^{(}\#,$$w_{n}\infty$
) (0) $\#$ を $e^{\partial_{s}}$ の係数に持つような差分

演算子 $W^{(\infty)},$ $W^{(0)},$ $W^{(\infty)\#},$ $W^{(0)\#}$を用意しておく。

$W^{(\infty)}$
$=$ $1+w_{1}^{(\infty)}e^{-}+w_{2}e^{-}s+w3e^{-}+\partial_{s}(\infty)2\partial(\infty)3\partial s\ldots$ (22-a)

$W^{(0)}$
$=$ $w_{0^{0}}^{()}+w_{1}e+(0)\partial Sw_{2}^{(0}e)2\partial_{s}+w_{3}.+(0)_{e^{3}}\partial_{S}\ldots$ (22-b)

$W^{(\infty)\#}$
$=$ $1+w_{1}^{(\infty)\#_{e^{-}}}S+w_{2}^{(\infty)\#_{e^{-2}}}s+w_{3}^{(\infty)\# 3}e^{-}\partial\partial\partial_{s}+\cdots$ (22-c)

$W^{(0)\#}$ $=$ $w^{(0)\#}0+w1e+w_{2}e(0)\#\partial_{s}(0)\# 2\partial s+w_{3}^{()\#_{e}3\partial_{s}}0+\cdots$ (22-d)

$W(\infty)-11=+e^{-\partial_{s}}w1(_{S+1}(\infty)\#)+e^{-}w2(_{S+1}2\partial_{S}(\infty)\#)+e^{-}w3(3\partial_{S}(\infty)\# 1s+)+\cdots$ (23-a)
.

$W^{(0)-1}=w_{0}^{()}(\# 10s+)+e^{\partial_{s}}w1((0)\# 1s+)+ew2(_{S}2\partial_{s}(0)\#)+e^{3}\partial_{s}+1w_{3}^{(}(_{S+1}0)\#)+\cdots$ (23-b)

線形システム (12) は、演算子 $L,$ $M,$ $L_{n}^{(k)},$ $Mn(l)$を次の通り書き表す事により、

$L$ $=$
$W^{(\infty)\partial_{s}()-1}eW\infty$ (24-a)

$M$ $=$ $W(0)e^{-}\partial_{S}W(0)-1$ (24-b)
$L_{n}^{(k)}$ $=$ $W^{(\infty)}(k_{n}+1)e^{n}W^{(\infty)}\partial S(k_{n})-1$ (24-c)

$M_{n}^{(l\rangle}$ $=$ $W^{(0)}(l+n\iota)e^{-}n\partial SW^{(}0)(l)^{-1}n$ (24-d)

次に挙げる形式解を持つ。

$\psi^{(\infty)}--W(\infty)\psi_{0}\psi^{(0)}=W^{(}0)\psi 0$ (25)

$\psi_{0}=\psi 0(s;X, y;k, l)$

$= \lambda^{S}\exp[\xi(_{X,\lambda)+\xi}(y, \lambda-1)]\prod_{i=1}^{\infty}(1+a_{k}\lambda i)k_{i}(1+a_{\iota_{i}}/\lambda i)il_{i}$, (26)

$\xi(x, \lambda)=\sum_{=n1}X_{n}\lambda^{n},$ $\xi(y, \lambda-1)=\sum_{n=1}y_{n}\lambda^{-}n$ (27)

3.2 カソラチ行列式解

次の連立方程式を考える。
$W_{N}f_{j}=0,j=1,$

$\ldots,$
$N$ (28)
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$W_{N}=e^{N\partial_{S}}+w_{1}e^{(1}-)\partial_{s}+w2e^{(}+NN-2)\partial_{S}(w_{3}e-3)\partial s+\cdots+w_{N}N$ (29)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$を線形独立な $s$ に関する関数とする。

$\det|f(s),$ $f(S+1),$ $\cdots,$ $f(s+N-1)|\neq 0$ (30)

これ以降, 行列式を次のように略記する。

$\det|f(s),$ $f(S+1),$ $\cdots,$ $f(_{S+}N-1)|\equiv\det|f_{N}.\cdot.(f_{1}(f_{2}(_{S)}s)S)$ $f_{N}(S^{\cdot}+1)f_{1}(s.+1f_{2}(s.+1))$ $.\cdot..\cdot..\cdot.\cdot.$

.
$f_{N}f_{1}(S..\cdot N-1f_{2}(_{S+N-}1)(_{S^{+}}+N-1))|$

(31)
クラーメルの公式を用い、 この連立方程式を $w_{N-k}$について解く事により、

$w_{N-k}=- \frac{\det|f(_{S),\ldots,f}(s+k-1),f(.S+N),f(s+k+1),\ldots,f(S+N-1)|}{\det|f(s),..,f(_{S}+N-1)|}$

for $k=1,$ $\ldots,$
$N$

を得る。ここで、$f_{j}(j=1,2, \ldots, N)$ を無限個の独立変数 x $=(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ , $y=(y_{1}.’ y_{2}, \ldots)$ ,
,

$k=$

$(k_{1}, k_{2}, . ‘.)$ , $l=(l_{1}, l_{2}, \ldots)$ の関数だと仮定し.

$f_{j}=f_{j}(S;X, y;k, l)=f_{j}(S;x1, x_{2,\ldots,y_{1},y}2, \ldots \mathrm{i}k1, k_{2}, \ldots, \iota_{1}, l_{2}, \ldots)$

独立変数 $x,$ $y,$ $k,$ $l$に関し次の線形関係 (分散関係) を満たすことを要請する。

$\frac{\partial f_{i}(_{S)}}{\partial x_{j}}$ $=$ $f_{i}(S+j)$ (32-a)

$\frac{\partial f_{i}(s)}{\partial y_{j}}$ $=$ $f_{i}(_{S-}j)$ (32-b)

$\Delta_{k_{j}}f_{i}(S)$ $=$ $f_{i}(_{S+}j)$ (32-c)
$\triangle_{l_{j}}f_{i}(S)$ $=$ $f_{i}(s-j)$ (32-d)

差分演算子 $W^{(\infty)}$および $W^{(0)}$ を

$W^{(\infty)}$
$=$ $W_{N}(x, y)e^{-N}\partial_{S}$ , (33-a)

$W^{(0)}$ $=$ $W_{N}(x, y)$ (33-b)

とすると、 (25) 式と (24) 式より, $W^{(\infty)},$ $W^{()}0$が次式を満たすことは容易に確かめられる。

$L\psi^{(\infty)}=\lambda\psi^{()}\infty$

$M \psi(0)=\frac{1}{\lambda}\psi(0)$

$L_{n}^{(k)} \psi^{(\infty)}=\frac{\lambda^{n}}{1+a_{n}\lambda^{n}}e\psi^{()}\partial_{k_{n}}\infty$

$M_{n}^{(\iota)} \psi^{()}0=\frac{\lambda^{-n}}{1+b_{n}\lambda^{-n}}en\psi\partial_{l}(0)$
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(28) 式を $x_{n}$で偏微分する事により、

$(\partial_{x_{n}}W_{N}+W_{N}e^{n\partial_{s}})f_{i(S};x,$ $y)=0(i=1, ..\mathrm{r}’ N)$ (34)

$N+n$ 次の線形差分方程式が得られる。
さらに、 この $N+n$ 次の差分演算子を $W_{N}$で割ることにより、下記の形式に書き表せる

ことができる。
$\partial_{x_{n}}W_{N}+W_{N}e^{n\partial_{s}}=B_{n}W_{N}+R$ (35)

$B_{n}= \sum_{j=0}^{n}q_{j(_{S}})ej\partial_{S},$ $R= \sum_{j=0}^{N}-1r_{j}(s)e^{j\partial}s$

よって、

$Rf_{j}(s)=0(j=. 1, \ldots, N)$

が得られ、 $f_{j}(s),$ $(j=1, \ldots, N)$ は線形独立という仮定より、

$R=0$

であることが分かる。以上より、 (34) 式の差分演算子は、

$\partial_{x_{n}}W_{N}+W_{N}e^{n}\partial_{S}=B_{n}W_{N}$ (36)

と $W_{N}$で割り切ることができ、 Bnが求まる。
$B_{n}^{(k)}$ についても、関数の積に対する前進差分演算子による公式

$\triangle_{+n}(f(n)g(n))=\Delta_{+n}f(n)\cdot g(n)+f(n+1)\cdot\Delta+ng(n)$

を用いることにより、 同様な議論が可能である。

$[\Delta_{+k_{n}}W_{N}(k)n+W_{N}(k_{n}+1)e^{n\partial_{s}}]\dot{f}_{n}=0(n=1, \ldots, N)$

$\Delta_{+k_{n}}W_{N}(k_{n})+W_{N}(k_{n}+1)e^{n\partial_{s}}=B_{n}^{(k)}W_{N}(kn)$ (37)

また、 (28) 式を
$W_{N}e^{-N\partial_{s}}e^{N\partial_{s}}f_{i}=0,$ $i=1,$ $\ldots$ , $N$ (38)

と書き直し、先で偏微分することにより、

$(\partial_{yn}(WNe^{-}N\partial s)+(WNe-N\partial s)e-n\partial_{s}.)e^{N\partial_{S}}.\cdot f_{i}(s,\cdot x, y)=0(i=1, \ldots, N)$ (39)

が得られる。
(39) 式の差分演算子も、 $e^{\partial_{s}}$が正ベキの時の議論と同様に

$\partial_{y_{n}}W_{N}e-N\partial_{s}+WNe-(n+N)\partial_{s}=C_{n}W_{N}e^{-N}\partial_{s}$ (40)
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$C_{n}= \sum_{=j0}^{n}q_{i(S)e^{-j\partial_{S}}}$

.
(41)

$[\Delta_{+\iota_{n}}W_{N}(ln)e^{-}N\partial_{S}W_{N}(\iota n+1)e-+N\partial se^{-n\partial}\epsilon]=C_{n}(\iota_{)}W_{N}(ln)e^{-N\partial}s$ (42)

$C_{n}^{(l)}= \sum_{0j=}q_{j}n(\iota)(S)e^{-}\partial_{s}j$ (43)

が得られる。
(36), (37), (40), (42) 式より、 この $W^{(\infty)}W^{(0)}$ は (12) 式の解となっていることがわかる。

4 The discrete Toda lattlce hlerarchy
あらためて離散戸田格子系列を示す。(12-a), (12-b), (12-g), (12-h) 式の両立条件より、次

の行列方程式が得られる。 .

$R(k_{i}, l_{j}+1)L(k_{i}, l_{j})=L(k_{i}+1, l_{j})R(k_{i}, \iota_{j})$ , for $i,j=1,2,3,$ $\ldots$ (44)

ここで、行列 $R,$ $L$ は以下で定義する。

$:_{L(k_{i},l_{j})=}($

$\cdot.\cdot.\cdot..\cdot$

.

$V_{0}^{(j)}V_{-2}.- 1(1)$

$V_{1}^{(j)}V_{-1}^{(}011)$

$.V_{0}^{(1)}V_{2}^{(j}1)$

$V_{1}^{()}V_{3}^{(j)}11$

$V_{2}^{(1)}\sim.1.$

.

$V_{3}^{(1)}01$ .. $1..$

$\cdot..)$

$R(k_{i}, l_{j})=$

.

$(...$

$V_{-3}^{(0)}$

.

$\dot{V}_{-2}^{(0)}0^{\cdot}$

.

$V_{-3^{-1)}}^{(i}V_{-1}^{(0)}..$

.

$V_{-2}^{(i}V_{0}^{(0)}1-1$

)

$.V_{-1^{-}}^{(.)}V_{1}^{(0)}.i\mathrm{i}.\cdot 1^{\cdot}:\cdot’.\mathrm{o}V_{0}^{(.-}V_{2}^{()}i10^{\cdot}1$

)

$V_{1}^{(i-1)}V_{3}1(0)$

$.\cdot..\cdot..\cdot.)$
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また、従属変数もあらたにとり直しており、 $I^{(0)},$ $I(1),$ $I(2),$ $V(1),$ $V^{(2)}$ を $u_{i}((i)S),$ $v_{j1}(j)(-s)$ の変

数で表せば、次の通りである。

$I_{s}^{(0)}=1+a_{i}u^{()}i(i)S$

$I_{s}^{(1)}$

.
$=a_{i}u_{i}^{(i)}-1(s)$

$I_{s}^{(2)}=a_{i}u_{i-2}^{(i}()s)$

$V_{s}^{(1)}=b_{j}v_{j-}^{(j)}1(s)$

$V_{s}^{(2)}=b_{j}v_{j2}^{(j}-())s$

$V_{s}^{(3)}=b_{j}v_{j^{j}3}^{(}-()s)$

ここでは無限の格子上での厳密解を議論してきたが、 この方程式の分子解を考え、 $k_{i}$ , ら
の 2次元を 1次元におとすことにより、行列の固有値計算の $\mathrm{L}\mathrm{R}$ アルゴリズムとの対応関
係が得られると思われる。
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