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1 はじめに

相互作用のある量子多体問題を考える際には, 通常は平均場近似等のなんらかの近似を

導入せざるを得ない. しかし, ある種の–次元系においては, その波動関数相関関数等を

具体的に書き下ろしてその性質を調べることが可能である. 本論説では, そのような「量子

可積分系」の–つのクラスである, Calogero-Sutherland 模型についての入門的な解説をそ
の目的としたい. 量子力学の教科書レベルの復習から始めて.\acute 具体的な計算もなるべく省略

せずに書いたので, かなり冗長になった感も否めないがお許し願いたい. この種の問題に関

するレビューは, 日本語のものも既に幾つかあるので, より発展的な事柄はそれらを参照し

て頂きたい [1-6].

さて, 本論説で 「 $\mathrm{c}_{\mathrm{a}}^{1}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}$ -Sutherland 模型」 と呼ぶのは, 次のような’\ ミルトニアンを

持つ量子 1次元模型である:

Sutherland 模型

$H_{\mathrm{S}}=-, \cdot\sum^{\gamma}\Lambda=1\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{j}^{2}}+.\frac{1}{2}.\cdot\sum_{J<k}\frac{\beta(/\mathit{3}-1)}{\sin^{2}[(\theta j-\theta k)/2]}$, (1)

Calogero 模型

$H_{\mathrm{C}}=. \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{\mathit{1}\mathrm{v}}(-\frac{\partial^{2}}{\partial x_{j}^{2}}.+x^{\mathit{2}},\cdot \mathrm{I}+,\cdot\sum_{<k}$

.
$\frac{/\mathit{3}(,\theta-1)}{(x_{j}-Xk)^{2}}.\cdot$ (2)

これらのハミルトニアンは, Calogero と Sutherland によって導入された $[7, 8]$ . 本稿では上

のように「Calogero 模型」, 「 $\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$ 模型」と呼ぶことにするが, それぞれは $\mathrm{r}\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}$

Calogero-Sutherland $\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\rfloor$ , 「 $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}$ Calogero-Sutherland model」 などと呼ばれ

ることもある. どう呼ぶのが妥当なのかはさておき, とりあえず本稿では上のように名付け
ておく.

研究会の際には, 時間の都合で $\mathrm{C}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\{\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}$ 模型に関しては簡単な紹介しかできなかった.

本稿では, Calogero 模型に関して筆者が得た結果 (直交基底の演算子表示) について, やや

詳しく述べてみたい.
どのような問題を考えようとしているかをはっきりさせるために, 次節では, まず相互

作用の無い系から出発しよう.
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2 粒子間相互作用の無い多体系

Calogero-Sutherland 模型に特徴的なことは, その固有値の分布の様子が自由粒子, すな
わち $\beta=0$ の場合とほとんど同じ構造を持つことである. このことを見るために, 以下では
まず解ける模型の簡単な例として粒子間相互作用の無い場合の復習から始めることにする.

2.1 簡単な例 1: 単位円上の自由粒子

まず単位円上の自由粒子を考えて, 量子力学の復習をしておく. 量子力学によると, こ
の系の運動量エネルギーは, 2つの演算子

$\hat{P}=\underline{k}\underline{\partial}$

$h^{2}\partial^{\mathit{2}}$

$\mathrm{i}\partial\theta$
’ $\overline{H}=-_{\overline{2m}\overline{\partial\theta}}2$

の固有値問題を, 周期的境界条件 $\psi(\theta+2_{7\ulcorner})=\uparrow$[$)(\theta)$ の下で解くことによって得られる. こ

の場合, 同時固有関数は l\beta (\theta ) $=\exp(\mathrm{i}k\theta/h)$ (規格化定数は無視した) で与えられる. ここ

で, 波動関数の 1価性の要請から, $k/h$ の値は整数に限られる. このとき固有値はそれぞれ

$\hat{P}\cdot\iota \mathit{1}^{)}(\theta)=k\uparrow \mathit{1}^{)}(\theta)$ , $\overline{H}\psi(\theta)=\frac{k^{2}}{2m}‘\iota \mathit{1}^{)}(\theta)$

で与えられる. さらに, $x=\exp(\mathrm{i}\theta/B)$ と書き直すと,

$\hat{P}=x\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}\mathrm{t}x}$ , $\overline{H}=.\frac{1}{2\gamma\gamma l}(x\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}\prime x})^{2}$

であり, 固有関数は $\psi(x)=x^{k}$ ( $k$ は整数) という形になる.
次に, 単位円上に $N$ 個の自由粒子が乗っている系を考えよう.

この系の性質は,

全運動量演算子 $\hat{P}=\sum_{j=1}^{\mathrm{A}}\frac{B}{\mathrm{i}}\frac{\partial}{\partial\theta_{j}}\gamma$ (3)

ハミルトニアン $\overline{H}=-\frac{B^{2}}{2m}\sum_{=j1}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{j}^{2}}N$

.
(4)
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の同時固有関数を求めることで理解できる t.まずである (この場合も, 系が並進対称性を持つ
ので, ハミルトニァンと運動量とは可換である). 1V 粒子系でも $x_{j}=\exp(\mathrm{i}\theta_{j}/k)$ としてみ

ると,
$-\wedge$

$-^{\mathrm{V}}\mathit{1}$
$\partial$

$—$ 1 $\underline{\mathrm{A}^{\gamma}}/$ $\partial)^{2}$

$P= \sum_{j=1}xj\overline{\partial^{\backslash }X_{J}}/$
,

$H=. \sum_{1}\overline{2m}_{j}\perp=(x_{j}\overline{\partial}.x_{j}$

.

となり, 同時固有関数は紛の斉 $l\mathit{1}$. 次式であることが分かる. より具体的に, 分割 $\lambda=$

$(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda_{N})$ に対する単項式

$x^{\lambda}=x_{1}^{\lambda_{1}}x_{2}\cdot\cdot X_{\wedge}r^{\backslash \gamma}\lambda_{2},\lambda_{\mathit{1}}$

に作用させてみると,

$\hat{P}\mathrm{t}\tau’.\backslash$

$=$ $(_{j1}^{\prime\backslash }. \sum_{=}^{\Gamma}\lambda./\cdot)x^{\lambda}$ $\Rightarrow$ 全運動量 $= \sum_{j=1}^{N}\lambda_{j}$

$\overline{H}\mathrm{t}x^{\lambda}$

$=$ $\frac{1}{2m}(_{j1}\sum_{=}^{\Lambda}\lambda jr2)x^{\lambda}$ $\Rightarrow$
$\wedge \text{エ}\Xi\geq\grave{\pi}\backslash$ルギー $=. \frac{1}{277l}(_{j=}^{\mathit{1}\backslash }.\sum_{1}^{r}\lambda^{2})j$

以下では Boson 系の波動関数, すなわち対称関数の空間を考えることにすると, 内積

$(.f_{\text{ノ}}..g)$ $=$ $. \oint..\dagger.(_{X_{1}^{-},x^{-},.,x}11..1)2\mathit{4}\mathrm{V}g(x_{1,2}X, \ldots, XN)\prod_{1j=}\frac{\mathrm{d}x}{2\pi \mathrm{i}x_{1}}N.’.\cdot$

$=$ $.f\cdot(x_{1}-1, x-1..x^{-}N)_{\mathit{9}}2’.,(1, XX_{1}2, \ldots, X\mathit{1}\backslash r)$ の定数項

に対する直交基底は, 以下で定義する $m_{\lambda}(x)$ (lIlonomial symmetric functions) で与えら
れる.

$\uparrow 7l_{\lambda}$ の具体例をいくつか挙げておこう.

$m_{2}$ $=$ $\sum x^{2}.$;
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$m_{11}$ $=$
$\sum_{i<J}$

.
$X_{i}x_{j}=. \frac{1}{2}\sum_{i.j}x_{i}X\prime J^{\cdot}$

( $\sum’$ は条件 $i\neq J$ を意味する. 以下でも同様. )
$7\eta_{321}$ $=$

$\sum_{i.j.k}\prime x_{i}^{3}x_{J}^{2}.x_{k}$

$m_{311}$ $=$

$’. \neq_{J:_{k}}.k\sum_{j<}.’\iota_{ik}^{3}.\cdot X_{J}.\mathrm{c}.\iota.=.\frac{1}{2}\sum_{\dot{l}\dot{j},:.k}x^{3_{Xx_{k}}}’,\cdot,\cdot$

$\gamma\eta_{222}$ $=$
$\sum_{i<j<k}x_{i}22x_{jk}x^{\mathit{2}}=\frac{1}{3!}\sum_{i.j.k}x^{2}\prime i^{X^{2_{X}\mathit{2}}}.’.k$

2.2 簡単な例 2: 調和振動子

今度は調和振動子を考えよう. 適当にスケールして, ハミルトニアン

$H= \frac{1}{2}$

の固有関数を, 境界条件「H\rightarrow \infty で $\mathrm{H}arrow 0\text{」}$ の下で調べる.
この系を調べるには, 次の生成・消滅演算子を導入するとよい.

$a \dagger=\frac{1}{\sqrt{2}}(-\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}x}+x\mathrm{I},$ $a= \frac{1}{\sqrt{2}}$

これらを用いると, ハミルトニアンは,

$H=. \frac{1}{2}(\subset-l\dagger a+aa\dagger \mathrm{I}=a\dagger_{a+\frac{1}{2}}$

と表される. これらの作用素の交換関係を計算しておこう.
$[a, a^{\uparrow}]=1$ , $[H, a\dagger]$

.

$=a\dagger$ , $[H, \mathit{0}_{}]=-a$

このとき,

$H\psi=\epsilon\psi$ $\Rightarrow$ $H(a\dagger\tau\beta)=(a\mathfrak{s}H+a\dagger_{\mathrm{I}}\psi=(\epsilon+1)(a\dagger\cdot\psi_{))}$

$H(a? \int))=(aH-a)\psi=(\epsilon-1)(a’\iota \mathit{1}^{)})$

であるから, $a^{\uparrow}l\mathrm{h}H$ の固有値を 1上げ, $a$ は 1下げることが分かる.
基底状態の波動関数は $\uparrow\beta 0\propto\exp(-x^{2}/2)$ (規格化定数は省略) で与えられるが, これは

「消滅演算子」によって消される. すなわち $a\psi_{0=}0$ . 励起状態の波動関数を得るには, 今求
めた基底状態の波動関数に, 生成 1‘ 算子 $a\dagger$ を作用させていけばよい.

$\epsilon=.\frac{1}{2}$ : $\psi \mathrm{o}(x)=\exp(-\frac{x^{2}}{2}.)$

$\epsilon=.‘\frac{3}{2}$ : $\uparrow l_{1}$) $(X)=a\dagger\psi_{0}(X)=.\dagger.1(_{X)\mathrm{t}}\mathit{1}J0(x\mathrm{I}$

$\epsilon=.\frac{5}{2}$ : $\psi_{2}(X\mathrm{I}=(a\dagger)\mathit{2}\psi 0(X)=.f_{2()\gamma}.X\ell 0(x)$

$\in=$
.

$\gamma l\dotplus\frac{1}{2}$ : $\iota\ell_{n}(x)=(a\dagger)n\uparrow f,)(\mathrm{o}x)=.fn(x)\psi_{0}(X)$
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ここで, $f_{n}(x)$ は $n$ 次多項式である.
この $f_{n}(x)$ の満たす微分方程式を導こう.

$H \psi_{n}=(n+\frac{1}{2})?\mathit{1})n(x)$

$\Rightarrow$ $H(\cdot\psi_{J}\mathrm{o}(x).t_{n}.(x))=(\mathrm{r}\mathrm{v}$ $+ \frac{1}{2})(\psi \mathrm{o}(x).f\cdot\cdot n(x\mathrm{I})$

$\Rightarrow$ $( \cdot\psi_{0}^{-}1\circ H\mathrm{o}\psi_{0}).;7\iota=(n+\frac{1}{2}).\mathrm{r}_{\mathrm{y}\iota}$

ここで, $0 \text{は演算子としての積_{}\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}x}\mathrm{o}x}=1^{-}+x\mathrm{o}\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{c}1x}$ を意味する. $\psi_{0}(\backslash \mathrm{t})$ の寄与を取り除いた

ハミルトニアン $\overline{H}$ をつぎのよっに導入しよっ:

$H\wedge=$
$‘ \mathrm{l}\mathit{1}_{\mathrm{o}^{1}0}^{-})\mathrm{o}H\mathrm{o}\psi$

$=$ $\exp(\frac{x^{2}}{2})0.\frac{1}{2}(_{-\frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}x^{2}}+x^{\mathit{2}}}\mathrm{I}\mathrm{o}\exp(-\frac{x^{2}}{2}.)$

. . ... .

$=$ $\underline{.\frac{1}{7}}(_{-\frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}x^{2}}+2}X^{\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}x}+1)}$

よって, .$f_{Tl}(x\mathrm{I}$ の満たす微分方程式は,

$( \frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}\iota \mathrm{t}^{2}}-2x^{\frac{\mathrm{c}1}{\mathrm{d}x}+}‘ 2rl\mathrm{I}\cdot t.n(x)=0$

である. これは, (よく知られているように) Hermite の微分方程式である. また, 生成消

滅演算子から $\psi_{0}(X)$ の寄与を取り除いたもの, すなわち

$’ \psi^{-1\uparrow_{\mathrm{o}}}0\uparrow 0Of)\mathrm{u}=\frac{1}{\sqrt{2}}(-\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}:\iota}$. $+x\mathrm{I}$ , $? \int_{\mathrm{U}}^{-1}’ \mathrm{o}a\mathrm{o}\mathrm{t}\mathit{1}J0=\frac{1}{\sqrt{2}}\frac{\mathrm{c}1}{\mathrm{c}1_{X}}$

は, Herrnite 多項式に対する昇降演算子そのものである.
次に, 1V 個の調和振動子系を考えよう. ’

$H$ $=$ $\sum_{j=1}^{N}\frac{1}{2}(-\frac{\partial^{2}}{\partial\prime\iota^{2}}.\cdot,.\cdot+x_{j}^{2}.\mathrm{I}$

$=.’. \sum_{1=}^{t\mathrm{V}}(a\dot{j}J^{+\frac{1}{2})}\dagger a\cdot=.\sum_{J=1}^{\mathit{1}\mathrm{v}}a,\cdot a.;+\frac{\mathit{1}\mathrm{V}}{2}\dagger$

基底状態は,

$\sqrt J_{0}(x\mathrm{I}\alpha.\prod J=N1\exp$

で与えられる.

以下では, ボゾン系を考えることにする.

励起状態 $=$ ( $x_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}.x_{2\mathrm{r}}\ldots$ . , j えの対称多項式)\psi 0

$=$ ( $a_{1},$

$a_{2’ 7\Lambda}\dagger.\mathfrak{s}\ldots\dagger\alpha$-,の対称多項式)\rightarrow 11)0
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この場合は, 固有空間は縮退している. 例えば, 対称多項式の基底として, monomial $\mathrm{s}\mathrm{y}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}-$

metric functions をとって考えてみよう :

$\overline{m}_{\lambda}\dagger=m_{\lambda}(a_{j})\dagger$ , $\overline{m}_{\lambda}=m_{\lambda}(a,)$

とすると,

$[H, \overline{m}_{\lambda}]\dagger$

$=$
$|\lambda|\overline{m}_{\lambda}^{1}$ . $H$ の固有値を $|\lambda|=\Sigma_{jJ}\lambda.\cdot$ だけ上げる

(5)
$[H, \overline{m}_{\lambda}]$ $=-|\lambda|\overline{\uparrow n}_{\lambda}$ : $H$ の固有値を $|\lambda|$ だけ下げる

よって, 固有空間の縮退の様子は, 次の図のようになっていることが分かる.

$\epsilon=\frac{\mathit{1}.\backslash r}{2}$ $.\psi_{)}0$ 次元 $=1$

$\epsilon=1+\frac{\mathit{1}\backslash T}{2}$
$\overline{7n}_{1}\cdot 1\dagger_{\beta 0}$ 次元 $=1$

$\epsilon=2+\frac{\mathit{1}\backslash r}{2}$
$\overline{7n}_{2}\psi_{0}\dagger$ $-\uparrow n_{11}\dagger\psi_{0}$ 次元 $=2$

$N$
$\overline{m}_{3}\dagger_{\psi_{0}}$ $\overline{m}_{21}‘\psi_{0}\uparrow$ $\overline{m}_{111}’\dagger\psi_{0}$

$\epsilon=3+\overline{2}$ 次元 $=3$

$\epsilon=4+\frac{\mathrm{j}\backslash T}{2}$
$\overline{m}_{4}\psi_{0}\dagger$ $\overline{m}_{31}\cdot\iota\beta_{0}\dagger$ $\overline{m}_{22}’\dagger\psi 0$ $\overline{m}_{211}^{1}\cdot\iota\beta_{0}$ $\overline{m}_{1111}^{1}\psi_{0}$ 次元 $=5$

図 1: N次元調和振動子の固有空間の縮退の様子

このとき, エネルギーが $\epsilon=n+l\mathrm{V}/2$ である部分空間の次元は $n$ の分割数に等しい.

また今の場合, 内積

$(0|.\mathrm{f}(a1, a2, \ldots, aN)g(a1\dagger,\dagger a_{2}, \ldots, a_{\Lambda}\mathit{7})|\rangle\dagger \mathrm{o}$

$=$ $.\mathit{1}_{-\infty}^{\infty}\{.f$ $(a_{1} \dagger , a_{2}..a_{\mathit{1}\mathrm{V}}\dagger,.,\dagger)\mathrm{t}\mathit{1}_{0},)(x)\}\{g(a_{1}a,., a)2\Lambda\beta_{0}\mathrm{t},\dagger..\dagger_{r}|(X)\}\prod_{=j1}^{N}\mathrm{d}x_{J}$.

$N$

$=$ $\mathit{1}_{-\infty}^{\infty}’\psi \mathrm{o}(X)\{f(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{N})g(a_{1}a,., aN)2l1’ \mathrm{o}(X)\dagger,\dagger..\dagger\cdot\}\prod_{=1}\mathrm{d}x_{j}j$

を考えると, $\langle$

$0|a_{i}^{7n}(aj)^{n}\dagger|0)\propto\delta ij\delta mn$ が成り立つので, この内積に関する直交基底は mono-

ntial $\mathrm{s}.\mathrm{v}$ mmetric functions を使って,

$7n_{\lambda}(a_{1}, a,., a^{\}}\gamma)2\Lambda’\dagger\dagger..1l_{0}^{)(_{X}})$

で与えられる.

3 Sutherland 模型

前節では, 粒子間相互作用のない多体系を扱った. 次に, 粒子問相互作用があり, しかも

厳密に扱うことのできる系として, まずは Sutherland 模型を見ていこう.
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3.1 Sutherland 模型と Jack 多項式

Sutherland 模型とは, 単位円周上の粒子が, “cord distance” 2 $\sin[|\theta_{j}-\theta_{k}|/2]$ の 2乗に

比例するポテンシャルを通して相互作用している模型である [7].

全運動量演算子 Ps $=$ $\sum_{j=1}^{N}\frac{1}{\mathrm{i}}\frac{\partial}{\partial\theta_{j}}$ ,

ハミルトご $\text{ア\sqrt[\backslash ]{}$
$H_{\mathrm{S}}$ $=$ $- \dot,\sum_{=1}^{N}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{j}^{2}}+.\frac{1}{2}\sum_{j<k}\frac{/\mathit{3}(\beta-1)}{\mathrm{s}\mathrm{i}_{1}1^{2}[(\theta j-\theta k)/2]}..\cdot$

ここで $x_{j}=\exp(\mathrm{i}\theta,’\cdot)$ とおけば,

$P_{\mathrm{S}^{\backslash }}$ $=$

,

$\cdot\sum_{J=1}^{N}x_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}$ ,

$H_{\mathrm{S}}$ $= \sum_{j=1}^{\mathit{1}}\mathrm{V}(x_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}\mathrm{I}2\sum_{j}-/\mathit{3}(\beta-1)<k\frac{2_{X_{j^{x_{k}}}}}{(x_{j}-x_{k})^{2}}$ .

と書き直される. この場合も調和振動子の場合と同様に, $H_{\mathrm{S}}$ を–階の作用素の積で表すこ

とができる:

$H_{\mathrm{S}}= \sum_{j=1}^{N}b.’\dagger$. $b_{j}+E_{0}$ , $E_{0}= \frac{(d^{2}}{1^{-}2}N(N^{2}-1)$ (基底状態のエネルギー)

$b_{j} \dagger=x_{J^{\frac{\partial}{\partial x_{j}}+\frac{\beta}{2}\sum_{k}}}.(\neq j).\frac{\backslash \iota,+x_{k}}{x_{j}-x_{k}}.$ $b_{j}=x_{j^{\frac{\partial}{\partial x_{j}}-}} \frac{\beta}{2}\sum k(\neq j).\frac{x_{j}+.\iota_{k}}{x,-x_{k}}$

.

基底状態の波動関数 $\uparrow$[$)\mathrm{S}(0)$ は

$b_{j0^{\mathrm{S}}}\mathrm{l}\mathit{1}^{(})=0)$
$\Rightarrow$

$\psi_{0}^{()}\mathrm{s}=,\cdot\prod_{<k}|x_{\dot{J}}-x_{k}|^{\theta}r.\prod_{1J=}X_{j}^{-((N-1)}\sim:d/2$

で与えられることが分かる. しかし, 今の場合は [ $H_{\mathrm{S}},$
$b_{j}\dagger 1\neq b_{/}.\cdot\dagger$ であるので, $\Sigma_{/}.\cdot(b_{/}^{1\mathrm{S})}.’\cdot)^{n}\psi_{0}^{(}$ と

しても励起状態は作ることができない. そこで, 波動関数に対する微分方程式を直接扱うこ

とを考えてみよう.
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励起状態の波動関数を次の形で探してみる:

$J(x)\tau \mathit{1}^{(})(\mathrm{o}\mathrm{s}_{)x})$ ; $.J(x)$ は $x_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\ldots$ .
$,$

$x_{N}$ の対称多項式

(ここで負巾を考えないで良い理由については Appendix 1を参照). $H_{\mathrm{S}}$ から $?\mathit{1}$)$0(\mathrm{s}_{)}$

’

の寄与

を取り除くと,

$\overline{H}_{\mathrm{S}}$, $=$ $(\psi_{0)}^{()}\mathrm{S}-1\mathrm{o}H_{\mathrm{S}}\mathrm{o}-\iota\beta_{\mathrm{o}0}(\mathrm{S})-E$

$=$ $. \sum_{J^{=1}}^{N}(x_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}})^{2}+\beta\sum_{j<k}.\frac{x_{J}+x_{k}}{x_{J}\cdot-x_{k}}(x_{j^{\frac{\partial}{\partial x_{J}}-}}.xk^{\frac{\partial}{\partial x_{k}})}\cdot$ (6)

結局, この $\overline{H}_{\mathrm{S}}$ に関する $\text{有値問題_{}\overline{H}_{\mathrm{S}}J}(X)=\epsilon J(x)$ を, $J(x)$ が $x_{1}$ , . . . , $X\wedge^{\gamma}$ の対称多項
式であるという条件の下で解けばよいことになった.

Sutherland に従い, 対称多項式の空間の基底として lnonomial synnnmetric functions
$\gamma\eta_{\lambda}(X)$ を選び, $\overline{H}_{\mathrm{S}^{\backslash }}$ を $m_{\lambda}(x)$ に作用させてみよう. 具体的に計算すると,

2次 $\uparrow n_{2},$ $m_{11}$

$\overline{H}_{\mathrm{S}}=$
$3$ 次 $?7l_{3},$ $m_{21},$ $m_{111}$

$\overline{H}_{\mathrm{S}}=$
$n\text{次}\backslash$

$m_{n},$ $\ldots,$
$7n_{1}?\mathrm{t}$

$\overline{H}_{\mathrm{S}}=($ $000*.\cdot$

.

$0**$

$.\cdot***.$

.
$\cdot 0^{\cdot}$

.

$***.\cdot.\cdot.\cdot$ )
各次数において, うまく基底を並べれば出てくる係数行列は必ず上三角になるので, 容易に
対角化できる. また, 固有値は上三角行列の対角成分そのもので与えられる. 基底を並べる
際には, $:_{domi\uparrow lar\iota ce}\cdot \mathit{0}\iota\cdot d\epsilon r$ ” と呼ばれる半順序と矛盾しない全順序 (例えば辞書式順序) を
用いる $[9, 10]$ .

dominance order

$\lambda\leq\mu$ $\Leftrightarrow$ $|\lambda|=|\mu|$ かつ, 全ての $k$

‘

に対して

$\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{k}..\leq\mu_{1}+\cdots+\mu k$.
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この順序は, $|\lambda|\geq 6$ の $\lambda$ に対しては全順序とはならないことを注意しておく. このよう

に順序を定義しておくと, $\overline{H}_{\mathrm{S}^{\backslash }}$ を $rrl_{\lambda}(X)$ に作用させた際にはこの順序の意味でより 「低い」

項しか出てこない.

以下では, 次の意味で $<_{\mathrm{D}}$ という記号を用いることにする:

$\lambda<_{\mathrm{D}}\mu$ $\Leftrightarrow$ $\lambda\neq\mu$ かつ $\lambda\leq\mu$

これを用いると, 固有関数としての Jack 多項式の定義が得られる.

固有関数としての Jack 多項式の定義

Jack 多項式 $J_{\lambda}(x)$ とは, $\overline{H}_{\mathrm{S}}$ の固有関数のうち, 次のような展開形をもつものである:

.
$J_{\lambda}(x)=m_{\lambda}(X)+ \sum_{\mu(<_{\mathrm{D}}\lambda)}1l_{\lambda}tn(\mu\mu X)$

$\overline{H}_{\mathrm{S}}$ の固有値は, 上で計算した上三角行列の対角成分で与えられる.

$\overline{H}_{\mathrm{S}},J_{\lambda}(_{X)\epsilon_{\lambda}J_{\lambda}}=(_{X)}$ ,

$\epsilon_{\lambda}=\sum_{j}\{\lambda^{2}.’\cdot+\beta(N+1-2\dot{J})\lambda_{J}’\cdot\}$
(7)

ここで, 「擬運動量」 $k_{j}$ を

$k_{j}= \lambda_{j}+\beta(\frac{\mathit{1}\mathrm{V}+1}{2}-j)$

と定めると, 励起状態の全運動量, エネルギーは, それぞれ

全運動量
$= \sum_{j}k_{j}$

, 全エネルギー
$=E_{0}+ \epsilon_{\lambda}=\sum_{j}k_{/}^{2}.\cdot$

.

と, 自由な粒子系と同様の表式を得る. ただし, 今の場合ん j には選択則 $k,\cdot-k_{j+1}\geq(d$ が存

在する. $\beta=0$ なら通常の Boson, $/\mathit{3}=1$ なら (通常の排他律に従う) $\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ であるが, $-$

般の $\beta$ ではそのどちらでもない. このような「一般化された排他律」に従う粒子は $/‘ \mathrm{g}_{\mathrm{o}\mathrm{n}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}-$

,

と呼ばれることもあり, 物理的な観点から注目されている [4].
今の場合, 固有値には縮退がある. 例えば $|\lambda|=6$ では,

$\bullet(3_{!}.3)$ と (4,1,1)

$\epsilon_{33}$ $=$ $3^{2}+3^{\mathit{2}}+/\mathit{3}\{3(N-1)+.3(N-3)\}$

$=$ $\perp 8+\beta(6\mathit{1}\mathrm{v}-12)$

$\epsilon_{411}$ $=$ $4^{\mathit{2}}+1^{2}+1\mathit{2}+\beta\{4(N-1)+(N-3)+(N-5)\}$

$=$ $1^{-}8+\beta(6N-12)$

よって $\epsilon_{R}.=\epsilon_{411}$
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$\bullet$ (2,2,2) と (3,1,1,1)

$\epsilon_{222}$ $=$ $\mathit{2}^{2}+2^{\mathit{2}}+2^{\mathit{2}}+\beta\{2(N-1)+2(N-3)+2(N-5)\}$

$=$ $12+/\mathit{3}(6N-18)$

$\epsilon_{3111}$ $=$ $3^{\mathit{2}}+1^{\mathit{2}}+1^{\mathit{2}}+1^{\mathit{2}}+\beta\{3(N-1)+(N-3)+(N-,5)+(N-7)\}$

$=$ $1‘ 2+\beta(6N-18)$

よって $\epsilon_{222}=\epsilon_{31}11$

$\overline{H}_{\mathrm{S}1}$ はもともと物理系のハミルトニアンからきているので, もちろん内積

$(.f\cdot, g)_{\mathrm{S}}$ $=$ $. \oint..f\cdot(_{X_{1}^{-1}}, \ldots, x_{\wedge^{\gamma}}-1)g(X1, \ldots, X_{N})\cdot\iota\int)(0\mathit{1})(_{X}0^{\mathrm{S}}),\prod_{=1}(\mathrm{s})1().\cdot‘\frac{\mathrm{c}1x_{J}}{\mathit{2}\pi \mathrm{i}x_{/}}x^{-})\mathrm{t}\mathit{1}\backslash ^{r}.\cdot$ (8)

$=$ $.f(x_{1}^{-1}, \ldots, x^{-}\mathrm{r})\mathit{1}\backslash g1(x_{1,..,,N}X)\cdot \mathrm{t}\mathit{1}^{(})(0x)\mathrm{s})-1,\psi 0’((\mathrm{S})x)$ の定数項

に関して自己共役である. しかし, $\overline{H}_{\mathrm{S}}$ の固有値の縮退のため.\acute 得られた固有関数. すなわ
ち Jack 多項式が上の内積に関して互いに直交しているかどうかはここまでの議論では分
からない. しかし.\acute 実際にはこの内積に関して直交しているのである. さらに, 以下に述べ

る「組合せ論的な内積」に対しても直交している.

組合せ論的な内積

$p_{n}= \sum_{J}x_{j}^{n}$ (power-sum sylnmetric functions) に対して,

$\langle p_{\gamma\}\mathrm{L}},p_{n})_{\mathrm{s}=}\gamma\gamma \mathrm{t}\beta^{-1}\delta_{m}.n$

とする. 一般の $\lambda=(\lambda_{1\mathit{1}}.\lambda_{\mathit{2},}\ldots.)$ に対しては.\acute $p_{\lambda}=p_{\lambda_{1}}p_{\lambda}\underline{9}p\lambda_{J}.\supset\ldots$ として,

$\langle p_{\lambda},p_{\mu}\rangle_{\mathrm{S}}$ $=$ per $(\langle p_{\lambda_{f}},p_{\mu_{\mathrm{J}}}\rangle_{\mathrm{s})}i_{\dot{j}}.=1\ldots.N:$ ( マ $\grave{7}\backslash \sqrt[\backslash ]{}\text{ト}$ )

$=$
$\sum_{w\in S_{N}}\langle p\lambda_{w(}p1)\mu 1)_{\mathrm{S}}\langle p_{\backslash _{w(2}},)p_{\mu 2}\rangle_{\mathrm{s}\cdots\langle}p\lambda\eta\prime J(N)p_{\mu N}\rangle \mathrm{S}$

$=$ $\delta_{\lambda\ell_{1}}.z_{\backslash \prime}(j^{-}\iota(,\backslash )$

ただし, $\lambda=$ $(\lambda_{1}, \lambda_{\mathit{2}\backslash }, \cdots, \lambda_{N})$ に対して, $l(\lambda)=\#\{\lambda_{/}.\cdot\cdot|\lambda./\neq 0\}$ と定める. また, $\lambda=$

$(\lambda_{1}, \lambda_{\mathit{2}_{\mathit{1}}}\ldots.)=(1^{\gamma\iota_{1}},2’l_{2}., 3^{l\iota_{3}}, \ldots, N^{l}\iota_{N})$ と表されるとき,

$\sim\lambda\sim=1^{n_{1}}?\iota 1!\cdot 2l\iota 2$ !$?l_{2}$
$\cdot:.3\gamma\iota\cdot:n_{3}\llcorner$ ! $\cdots \mathit{1}\mathrm{V}n_{N_{\uparrow?}\wedge^{\gamma}}$ !

である.

Jack 多項式がこれら 2つの内積 $(\cdot, )_{\mathrm{S}},$ $\langle\cdot, \rangle_{\mathrm{S}}$ に関して直交することの証明は 4節で
扱う.

以上の内積を用いて, 次のように Jack 多項式を定義することもできる :
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直交多項式としての Jack 多項式の定義

1.
$J_{\lambda}(x)=m_{\lambda}(X)+ \mu(\sum u_{\lambda}<\lambda)\mu,m(\mu)X$

,

2. $(J_{\lambda}, J_{\mu})_{\mathrm{S}}\propto\delta_{\lambda\mu}$ $(\text{ま}_{arrow}\sim l\mathrm{h} \langle J_{\lambda}, J_{\mu}\rangle_{\mathrm{S}}\propto\delta_{\lambda\mu})$

3.2 Dunkl 作用素と Sutherland 模型の可積分性

古典力学系の場合, 「可積分性」とは自由度の数だけの保存量が存在することであった.
これに対応して, 量子系の場合の「可積分性」とはハミルトニアンと可換な作用素が存在
することを意味し, そのような可換作用素を「保存量」 と呼ぶ.

Sutherland 模型に対する保存量の構成法はいくつかあるが, ここでは次のような “Dunkl

operator” を用いた方法を紹介する [12, 13, 14].

$D_{j}.= \frac{\mathrm{r}J}{\partial- x_{j}}.-\beta\sum\frac{1}{x\cdot-x_{k}}.(s_{\dot{j}}k-1)$ $(\dot{\gamma}=1, \ldots, N)$ . (9)
$k(\neq j)$ ’

ここで殉は対称群 $S_{N}$ の元であり, xl, . .. $\sqrt$えの関数に「文字の入れ換え」として作用す
る ( $x_{i}$ と $x_{j}$ とを入れ換える). 以下では, $x_{j}$

.
$’ D_{j}$

.’ $s_{jk}$. によって生成される代数を $A_{s}$ と表す

ことにする. 生成元の間の交換関係は,

$[D_{i}, D_{/}.\cdot]=[x_{i}, X_{j}]=0$ ,

$s_{i.i-}.\iota_{J}\cdot=.\iota_{i^{S}i_{J}}.\cdot.$, $s_{i},X_{k}=Xks_{i_{J}}$
. $(k\neq i,j)$ ,

$s_{ij}D_{j}.=$ Di.si.j, $\llcorner\backslash _{i.j}^{-}D_{k}=D_{k^{\mathrm{q}}i_{J}}\underline{.}.\cdot$ $(k\neq i,j)$ , (10)

$[D_{i}, x_{j}]= \delta_{i},\cdot(1+/\mathit{3}\sum_{k(\neq i)}.\underline{\sigma}ik)-(1-\delta_{i_{\dot{J}}}.)/\overline{f}sij$ .

この $D_{j}$ を用いて,

$7 \ulcorner.;=X_{jj;}D=X.\frac{\partial}{\partial a_{j}}..-(j.\sum_{k(\neq j)}.\frac{x_{j}}{x_{j}-X\wedge}.(_{\dot{S}}jk$. $-1)$ $(j=1, \ldots, \mathit{1}\mathrm{V})$ .

と定義すると, $\pi_{J}$
. はもはや可換ではない:

$[\pi_{i},J\mathrm{T},\cdot]=-\beta(\pi_{i}-\pi_{j})sij$

しかし, この $\pi_{j}$ を用いて, 互いに可換な微分作用素の族を作ることができる:

$I_{n}={\rm Res}(_{j1}. \sum_{=}^{\Lambda^{r}}\pi.\uparrow.)n$ $\Rightarrow$ $[I_{\gamma 1l’ n}I]=0$ .

ここで, $/.R.eSt7^{\cdot}iCtio\uparrow?$
”

${\rm Res} X$ は, $X$ の作用を対称多項式の空間の上に制限したということ
を意味している.
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${\rm Re}^{\mathrm{c}}‘ \mathrm{i}’(R.e.-\backslash \cdot t\cdot’\backslash i_{C}t-\cdot.\underline{\cdot i_{\mathit{0}}\uparrow\iota)\text{の定義}}$

「座標の入れ換え」 $s_{ij}$ を含んだ有理関数係数の微分演算子は, 鼻の元を右に
持つ $\overline{.(_{\vee}}$いくように並べ変えることで,

$D=1\mathit{0}\in S_{\text{ユ}}D\mathrm{t}UW$
( $D_{\mathit{1}1^{f}}$ は $?l$ 変数の有理関数係数の微分演算子)

と, -意的に表すことができる. この $D$ に対して, $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{s}D$ を次のように定義
する;

${\rm Res} D={\rm Res}(_{11’\in} \sum_{l1}.D_{\mathrm{t}}w)5\neg\iota’=\iota\iota’\in\sum_{?\iota}D_{1v}S$

すなわち, $D$ の作用を対称多項式の空間の上に制限したということにあたる.

このとき, Sutherla,nd 模型の運動量とハミルトニアンは,

$P_{\mathrm{S}}={\rm Res}(I_{1})$ , $H_{\mathrm{S}}$. $={\rm Res}(I_{2})$

として得られる.

ここで用いた微分差分演算子 (9) は, Dunkl によって 1989に導入された [12]. -方, 物
理サイドでは同じ演算子が $\mathrm{p}\mathrm{o}1_{1,d}\gamma \mathrm{C}^{\backslash }\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{k}_{\mathrm{o}\mathrm{S}[3}1$ ]

$i$
及び Brink ら [14] によって考案され, -次

元量子系を解析するのに用いられた. 例によって, 数学と物理とで同–の問題を独立に扱っ
ていたというわけである.

4 Jack 多項式の直交性

3.1節で述べたように $\overline{H}_{\mathrm{S}}$ の固有値には縮退があるので, Jack 多項式が $\overline{H}_{\mathrm{S}}$ の固有関数
になっていることだけからは直交性が示されない. 本節では, Jack 多項式が内積 (8) に関
して直交していることの証明を 2通り述べる.

4.1 Ruijsenaars 模型 (相対論的 Sutherland 模型) と Macdonald 多
項式

この節では, Sutherland 模型の $q$ -差分 analogue である Ruijsenaars 模型, 及びその波
動関数として現れる Macdonald 多項式について述べる. ここでは基本的な定義しか述べな
いが, より進んだ事柄については本講究録の白石・野海・三町民氏の嬉嬉を参照して頂き
たい.

さて, $\mathrm{S}.\mathrm{N}.$.IVI. Ruijsenaars は $[15]$
.
において, 次のような「相対論的 Sutherland 模型」を

提出した. :
’

$\cdot.\cdot$

.
$\cdot$ .. . . .

$H_{\mathrm{H}}$ $=$ $. \frac{c^{\mathit{2}}}{2}(S_{1}+s-1)$ ,

$s_{\pm 1}-$

.

$=$ $\ddot,\sum_{1=}^{\Lambda^{\gamma}}\prod_{k(\neq j)}(\frac{\mathrm{s}\mathrm{i}11[(_{\mathcal{Z}_{\dot{J}}}-\mathcal{Z}_{k}\mp \mathrm{i}\beta/C)/2]}{\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{n}[(z_{j}-zk)/2]})^{1/2}$
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$\cross\exp(\pm\frac{\mathrm{i}}{c}\frac{\partial}{\partial z_{j}})k(\prod_{\neq j)}(\frac{\mathrm{S}^{\backslash }\mathrm{i}_{1}1[(zj-z_{k}\pm \mathrm{i}/\mathit{3}/c)/2]}{\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{n}[(_{\sim j}7-zk)/2]}.)^{1/2}$

この模型が「相対論的」であるという意味は, この模型が Poincare 代数の対称性を持って
いるということである. 実際, 上の $H_{\mathrm{R}}$ に加えて

$P_{\mathrm{R}}= \frac{c}{2}.(S_{1}-_{f}-\mathrm{s}^{\urcorner}-1)$ , $B_{\mathrm{R}}=- \frac{1}{c}.\cdot\cdot.’\sum z/\cdot \mathit{1}=1\backslash r,\cdot$

とおけば, $H_{\mathrm{R}},$ $P_{\mathrm{R}},$ $B_{\mathrm{H}}$ は次の交換関係に従う.

$[H_{\mathrm{F}\{}, P_{\mathrm{H}}]=0_{\mathrm{H}}$. $[H_{\mathrm{H}}, B_{\mathrm{H}}]=\mathrm{i}P_{\mathrm{H}}$ , $[P_{\mathrm{H}}, B_{\mathrm{H}}]= \frac{\mathrm{i}}{c^{2}}H_{\mathrm{R}}$

また, 「非相対論的極限」 $carrow\infty$ をとると, Sutherland Hamiltonian $H_{\mathrm{S}}$ が出て来る.

$\lim_{\mathrm{c}arrow 1\supset \mathrm{O}}(H\mathrm{H}-Nc^{2}.)=.\frac{1}{2}H\mathrm{S}$ .

$l_{-\hat{\mathrm{b}}}’\pm 1$ を $x_{j}=\mathrm{e}^{\mathrm{i}z_{J}},$ $q=\mathrm{e}^{-1/\mathrm{c}},$ $t=\mathrm{e}^{-\theta}-/c$ とおいて書き換えてみよう.

$S_{\pm 1}= \sum_{j=1k}^{\mathit{1}\backslash }.\prod_{)}r(\neq,.\cdot(\frac{t^{\pm 1}xj-\backslash Xk}{\iota x_{j}\prime-X_{k}})^{1/2}T,:j^{\}}.,\backslash \prod_{)}Jk(\neq,\cdot(\frac{t^{\mp 1}.x_{/}\cdot-.x_{k}}{x_{\dot{\uparrow}}-l_{\mathrm{A}}}...)^{1/2}$

となる. ここで, $T_{c\mathit{1}\cdot \mathcal{I}J}$ は q-shift operator である.

$T_{J:\cdot-}()^{\backslash }fj\cdot.(x_{1\prime}\ldots. , x\cdot..X_{N}J’.,)=.f\cdot(x_{1,\ldots,q...\mathrm{V}}x_{J}.,., x_{\mathit{1}})$

このハミルトニアンに対する基底状態は,

$, \psi_{0}^{(\mathrm{R})}\propto\prod_{i\neq.|}.,\prod_{k\geq 0}(.\cdot.\cdot\frac{\mathrm{c}\prime\iota_{i}-c_{\mathit{1}^{k}\backslash }L_{/}}{\backslash x_{i}-tq^{k_{X_{j}}}}.\cdot.$

.
$)^{1/\mathit{2}}$

で与えられる. $s_{\pm 1}$ から $\psi_{\mathrm{H}}.0$ の寄与を取り去ると,

$(\cdot\{l^{(}))\mathrm{o}\mathrm{R})-1\mathrm{o}S_{\pm 1}\mathrm{o}.\mathrm{l}\mathit{1}_{J})\mathrm{U}(\mathrm{R})=t^{\mp \mathrm{t}N1}-)/\mathit{2}\overline{M}(q^{\pm 1}, f.)\pm 1$

となる. ここで, $\overline{M}(q, ’.)$ は Macdona,ld 演算子と呼ばれる T差分作用素である $[9, 10]$ .

$\mathit{1}\overline{\mathrm{t}/I}(q, \dagger \text{ノ})=\sum_{j=1}^{\mathit{1}\backslash }\gamma k.(\prod..\cdot.\cdot\frac{ta_{/}-\mathrm{t}\mathrm{t}\prime.k}{\backslash \iota_{j}-\backslash \iota_{\mathrm{A}}}\neq j).\cdot.\cdot.\tau(J^{j}..,\mathrm{J}^{\cdot}$

この場合も Jack 多項式のときと同様に, $n\iota_{\lambda}$ をう.X く並べてから $\overline{M}((\mathit{1}, t)$ を作用させると
係数行列は上三角になる. それを対角化して得られる固有関数が Macdonald 多項式であ
る. すなわち.- 次のようにして定義することができる.

固有関数としての Macdollald 多項式の定義

Macdonald 多項式 $P_{\lambda}(x)$ とは, $\overline{M}(q, t)$ の固有関数のうち. 次のような展開形をもっ
ものである:

$P_{\backslash },(x)=7n_{\lambda}(X)+ \sum_{)\mu(<\lambda}\cdot\iota l_{\lambda\mu}\mu\gamma 7\iota(1?\cdot)$
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$\mathit{1}\overline{\mathcal{V}I}(q, t)$ の固有値 $\epsilon_{\lambda}$ は,

$\epsilon_{\lambda}$ $=$ $\sum_{j=1}^{N}t^{N-}jq^{\lambda_{j}}$

$=$ $t^{N-1}q^{\lambda_{1}}+t^{N-2}q’ t^{N-}\text{ノ}q^{\lambda_{3}}+\lambda_{\sim+}3...$ $+t_{-}q^{\lambda}N-1+(\mathit{1}^{\lambda_{p\backslash r}}$

で与えられる、 Jack 多項式の場合と違って, (generic な $q,$
$t$ こ対しては) 固有値の縮退が

ないことを注意しておく.

次に, 以下のような 2種類の内積を導入しよう.

波動関数としての内積

$(.f, g)_{\mathrm{M}}$ $=$ $\oint$ . $f(X_{1}^{-1}, x_{2" N}^{-}1 \ldots 1x^{-})g(_{X}1, X2, \ldots, xN)\{\psi_{\mathrm{U}}^{(\mathrm{R}})(x)\}2.\prod^{\mathrm{v}}\frac{\mathrm{d}_{\backslash }\iota_{j}}{2\pi \mathrm{i}\backslash \iota.\cdot\prime}|J=1^{\cdot}$

’

$=$ $.f\cdot(x_{1}-1, x.-1\ldots, x^{-})2’ N1g(x1, X_{2,\ldots,N}X)\{?\mathit{1}^{)}0(\iota\{’(X)\}^{2}$ の定数項

組合せ論的な内積
$p_{n}(\uparrow?=1,2, \ldots)$ に対して

$\langle p_{n\iota},$ $p, \chi)_{\mathrm{M}}=\prime n\frac{1-q^{J?\mathrm{t}}}{1-t_{}^{m}}.\delta_{r1l.n}$

とする. 一般の $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots)$ に対しては,

$\langle p_{\lambda},p_{\mu})_{\mathrm{M}}$ $=$ per $((_{P\lambda_{i},p_{\mu_{g}}}\rangle_{\mathrm{M}})_{\dot{l}}\cdot\dot{J}^{=}1N:\ldots$

:

$=$ $\delta_{\lambda\mu^{\mathcal{Z}}\lambda}\prod_{j=1}\frac{1-c_{f^{\lambda_{j}}}}{1-t^{\lambda_{j}}}\iota\langle\lambda)$

この 2種類の内積のどちらに関しても $\mathit{1}\overline{\mathrm{W}}(q, t)$ は自己共役となる:

$(f,$ $\mathit{1}\overline{\mathrm{t}ff}(q,t)g)_{\mathrm{M}}=(\overline{M}(q, t).f,g)_{\mathrm{M}}$ , $\langle.f\cdot, \mathit{1}\overline{\mathrm{W}}(q, t\text{ノ})g)_{\mathrm{M}}=(\mathit{4}\overline{\mathcal{V}I}(q, t)\mathit{1}^{\cdot}, g\rangle_{\mathrm{M}}$

このことと固有値に縮退がないこととから, Macdonald 多項式の直交性が示されたことに
なる.

Jack 多項式は Macdonald 多項式において $t=q^{\Gamma d}-.,$ $qarrow 1$ という極限 (非相対論的
極限) をとると得られる. このとき, 上の 2種類の内積は Jack 多項式のそれに移るので,
Macdonald 多項式の直交性から Jack 多項式の直交性が従う.

4.2 非対称 Jack 多項式

32節の $\pi_{j}$ は可換ではなかったが, これをちょっとス “うすことによって可換な作用素鳥
を作ることができる $[16, 17]$ :

$\hat{\pi}_{j}$ $=$
$\pi_{j}+/\mathit{3}\sum_{jk(<.)}s_{J}.k$

$=$ $x_{j} \frac{\partial}{\partial x_{j}}-\beta\sum_{k\mathrm{t}<j)}\frac{x_{k}}{x_{j}-x_{k}}(s_{jk}.-\iota)-\beta\sum\frac{\mathrm{t}\iota_{j}\prime}{x\prime-x_{k}}k(>j’)\dot,\cdot(S_{?}.\cdot k-1)+/\mathit{3}(\dot{J}-1)$
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これらの作用素は, 次の交換関係に従う:

$[\hat{\pi}_{i}, \hat{\pi}_{j}.]=0$ ,

$\hat{\pi}_{i+1^{S_{i_{:}}}}i+1-s_{i}.i+1\hat{\pi}i=/\mathit{3}$ ,

$s_{i_{:}i+1}\hat{\pi}_{i+1}-\hat{\pi}_{i}s_{i.i}+1=/\overline{f}$ ,

$[\underline{.}\sigma_{i_{:}i+}.\hat{\pi}_{k}1,]=0$ $(k\neq i, i+1)$ .

これらは, ( $A_{N-1}$ 型の root 系に付随した) degenerate affine Hecke algebra, の定義関係式

[19] に–致することを注意しておく.
$\hat{\pi}_{j}$. 達は可換なので, $\mathrm{C}[x_{1}, \ldots, x_{N}]$ の基底をうまく選べば同時対角化が可能である. ま

ず, 分割 $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{N})$ , 対称群恥の元 $w$ に対して, 単項式嬬を嬬 $=x_{\mathrm{t}1}^{\lambda_{1}},\cdots x_{l\mathrm{t}(\mathrm{A}^{\mathrm{r}}}^{\lambda}(1)fN)$

と定義しておく. この $x_{1U}^{\lambda}$ を, 以下で定義する順序に従って並べると魁達は同時に対角化
される.

$(\mu, \cdot\iota v’)<(\lambda, w)$ $\Leftrightarrow$ $\{$

(i) $\mu<_{\mathrm{D}}\lambda$ ,

(ii) $\mu=\lambda$ のときは $\omega/<_{\mathrm{B}}w$ .

ここで $<_{\mathrm{B}}$ は Bruhat order である.

Bruhat order

対称群 ,$\underline{\mathrm{s}}_{\mathit{1}\backslash r}^{\gamma}$ の元 $w$ を互換 $s_{j}$ =(広 $j+1$ )($j$ と $i+1$ との入れ換え) を用いて表すと
き, 語の長さの最小値を $l(w)$ と表す. このとき, $\mathrm{b}_{N}^{\gamma}$ の元 $w,$ $w’$ に対して, 半順序 $<_{\mathrm{B}}$

を次のように定義する.

$w<_{\mathrm{B}}\cdot\omega’$ $\Leftrightarrow$ $/(\cdot\omega)<l(,w’)$ かつ

$.\iota v’=S.i_{1}\ldots s_{i}?n.wsj1\ldots \mathrm{L}\sigma_{j_{n}}$
. を満たす

$s_{j_{1}},$ $\ldots,$ $s_{im’ j_{1}}S,$ $\ldots,$ $sj_{n}$ が存在する

以上のようにして得られる $\hat{\pi}_{j}$ 階の同時固有関数は, 分割 $\lambda$ と $S_{N}$ の元 $w$ とでラベル

付けされる. $\mathrm{c}$ れを $J_{\mathrm{t}\mathrm{t}}^{\lambda}f(X)$ と表すことにしよう. この同時固有関数は, 「非対称 Jack 多項
式」 と呼ばれる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 達を同時対角化するというアイデアが論文に載ったのは, (筆者の知る限りでは, )

Bernard らめ [17] が最初であろう. しかし, 当時既に $\mathrm{O}_{\mathrm{P}}\mathrm{d}\mathrm{a}\ln$ もそのようなことが可能であ

ることを知っていたそうである. Bernard らが $A_{N-1}$型の root 系に付随した模型しか扱っ

ていないのに対し, Opdam の論文 [18] ではより -般の場合を, 数学的な観点から考察して
いる. ここでもまた (問題意識は違うにせよ) 数学と物理で同–の題材を取り扱っていたわ
けである.

この「非対称 Jack 多項式」を用いると, Jack 多項式の直交性を示すことができる. ま

ず, $6_{N}^{\gamma}$ の “longest elelnent”, すなわち $w_{0}(j)=\mathit{1}\mathrm{V}-j+1(j=1, \ldots, N)$ を満たす $w_{\mathrm{U}}$ に

対しては, 固有値は次式で与えられる.

$\hat{\pi}_{\dot{j}}J_{\mathrm{L}L\prime}^{\lambda}(0^{\cdot}):1^{\cdot}=$ $\{.\lambda_{\Lambda}\mathrm{r}_{-.j+1}+\beta(j-1)\}J_{1U0}^{\lambda}(X)$ . (11)
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他の $w\in 6_{\mathit{1}\backslash \gamma}^{\gamma}$ に対しても, 鳥の固有値の全体 {\epsilon .j(\mbox{\boldmath $\lambda$}, \mbox{\boldmath $\omega$})}./$\cdot$ =l....:えは, 適当に並べ変えること
で (川の $\mathrm{f}^{\lambda_{\Lambda}}r-.;+1+\beta(j-1\mathrm{I}\}_{?}.\cdot=1:\ldots.\mathit{1}\backslash ^{\gamma}$ に–致する.
-方, Sutherland 模型のハミルトニアンは, $\hat{\pi}_{/}.\cdot$ を用いると

$\overline{H}_{\mathrm{S}},$

$=, \cdot\sum_{1=}^{\mathit{1}\backslash \Gamma}\{\hat{\pi}_{j}-.\frac{\beta}{\underline{)}}(\mathit{1}\mathrm{V}-1)\}^{\mathit{2}}$

と表されるが、これと上記の $\hat{\pi}_{/}.\cdot$

. の固有値とから.\Gamma $\overline{H_{\mathrm{S}}.\sim}$ の固有値 (7) が再現される.

さらに, 保存量の母関数 $\triangle_{\mathrm{S}}(v_{\ovalbox{\tt\small REJECT}})\wedge$ を

ガ

$\triangle_{\mathrm{S}},(U)=,\prod_{=1}(u+\hat{T}_{J}.)$

で導入する. これは $\hat{\pi}_{/}.\cdot$ に関して対称であるから, Jack 多項式を固有関数として持つ. また,
その固有値は,
.

$\triangle \mathrm{s}(u)J_{\lambda}(x)=,\prod\wedge..;.N=1^{\cdot}\{u,+.\lambda\grave{\Lambda}\gamma_{-J}\cdot+1+.. \beta(j-1.)\}\sim.\ell-\cdot J_{\lambda}(.’.\mathrm{t}\cdot)$ (12)

で与えられる、 ここで, この固有値は (generic な $\beta,$ $u$ に対しては) 縮退していないことに
注意していただきたい. このことと $\triangle \mathrm{s}(u)\wedge$ が内積 (8) に関して自己共役であることとから.
Jack 多項式が内積 (8) に関して直交していることが分かる.

5. Calogero 模型

5.1 Calogero 模型と –般化された Hermite 多項式

次にハミルトニアン (2) を考えよう. ハミルトニアン $H_{\mathrm{C}}$ に対する基底状態の波動関

数は,

$\psi_{0}^{()}\mathrm{C}=\dot,\prod_{<k}$

.
$|x_{j}-xk|^{\beta} \dot,\prod\exp \mathit{1}\backslash ^{\mathrm{r}}=1(-\frac{x^{2}}{\mathit{2}}‘.’.\cdot.)$

で与えられる. Sutherland 模型の場合と同様に, $H_{\mathrm{C}}$ から $\uparrow\beta_{0}^{()}\mathrm{c}$ の寄与を取り除いてみよう.

$\overline{H}_{\mathrm{C}}$

$=$ $(’ \iota\beta_{0}^{(}))^{-}\mathrm{c}1_{\circ}H_{\mathrm{C}}\circ?\beta 0^{\mathrm{C}}-\frac{1}{2}\mathrm{f}()l\mathrm{v}+\beta N(N-\downarrow)\}$

$=$

$.’. \sum_{=1}^{r}X\mathit{1}\backslash H_{1}\mathrm{j}^{\frac{\partial}{\sim^{\partial\alpha_{J}}}}..\cdot-.\frac{1}{\mathit{2}},,.\frac{\{\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\beta\sum_{\neq\prime k}\frac{1}{x_{J}-\iota_{k}}(\frac{\partial}{\partial.\iota_{j}}-\frac{\partial}{cJx_{k}}\mathrm{I}\}}{H\circ,\sim}..\cdot$.

この $\overline{H}_{\mathrm{C}}$ において, Euler operator $H_{1}$ は多項式の次数を保つが $H_{2}$ は次数を 2だけ下げる
ので, 固有関数はもはや斉次ではない. しかし, この場合も対称多項式の空間の基底を具体
的に決めて計算してやれば固有多項式を求めることができる. Baker と Forrester は基底と
して Ja, $\mathrm{c}\mathrm{k}$ 多項式を採用した. すなわち,

$\phi_{\lambda}(x)=]\lambda(x)+\sum_{\mu||<|\lambda|}v\lambda\mu J(\mu):\iota$

. (13)
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という形を仮定し, これが $\overline{H}_{\mathrm{C}}$ の固有関数となるように係数 $v_{\lambda\mu}$ を決めればよい. 彼らはこ
の $\phi_{\lambda}(x)$ を「–四化された Hermite 多項式」 と名付け, 様々な公式を導いている $[20, 21]$ .
また van $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{e}|\backslash \mathrm{e}\mathrm{n}$ は, ある $q$-差分方程式の解の極限としてこの多項式を特徴づけ. その性質
を調べている [22].

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方この模型では, 調和振動子の場合と同様に, 生成・消滅演算子を用いて系のスペク
トルを記述することができる.

$A_{j} \dagger=\frac{1}{\sqrt{2}}(-D.;+X_{J}.)$ , $A_{j}.= \frac{1}{\sqrt{2}}(D_{\dot{j}}+..\iota_{j}.)$

構成法から自明であるが, $A_{i}.\dagger,$

$A_{i}$. の交換関係は $x_{j},$ $D_{j}$ のそれと同じである.

$[A_{i}\dagger, A_{j}\dagger]=[A_{i}., A_{/}.\cdot]=0$ ,
$\underline{.}\mathrm{s}_{ij}A_{j}\dagger=A_{i}\dagger_{S_{ij}}.$ , $s_{\mathrm{i}j}.A_{l}=A_{i}s_{i_{J}}\cdot$ ,
$s_{ij}A_{k}\dagger.=A_{k}\dagger..s_{ij}$ , $s_{ij}A_{k}=A_{k^{S}ij}$ $(k\neq i,j)$ , (14)

$[A_{i}, A. \uparrow];=\delta_{ij}(- 1+/\mathit{3}\sum_{)k(\neq i}sik)-(1-\delta_{ij})\beta s_{i}j$

ここで,

$\overline{H}_{\mathrm{C}}’=.\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{\mathit{1}\mathrm{v}}(A.’\uparrow.Aj+A./\cdot Aj\dagger)$

と定義する. -方, ハミルトニァン H。から基底状態 $\iota f_{J}^{\mathrm{t}}\mathrm{o}^{\mathrm{C})}$ のうちの差積の部分の寄与だけ
除くことを考えると,

$\prod_{j<k}|_{X_{j}}\sim.\cdot-X_{k}|^{-\beta}\mathrm{o}H\mathrm{c}^{\mathrm{o}}\prod j<k..|x_{j}-x_{k}|\kappa\theta$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{\mathit{1}\backslash \Gamma}(_{-\frac{\partial^{2}}{\partial x_{j}^{2}}+}X_{j)-}2.\underline{\rho}_{\sum_{i\neq k}}\frac{1}{x_{j}-x_{k}}$

.
$( \frac{\partial}{\partial_{2_{j}}},-\frac{\partial}{\partial_{\backslash }\mathit{1}_{k}}..)$

となるが, これが $\overline{H}_{\mathrm{C}}’$ と次のように関係する.

${\rm Res}( \overline{H}_{\mathrm{C}}’\backslash )=\prod_{j<k}|_{X},\cdot-Xk|-_{l}(f\prime \mathrm{o}H_{\mathrm{C}}\mathrm{o}$

.
$j<\square$

.
$|_{X},\cdot-x_{k}.|’k\mathit{3}$

よって.\acute 対称な波動関数を考える際には $\overline{H}_{\mathrm{C}}’$ を調べても同じことである.

差積の部分の寄与を除いてあるので, この演算子に対する基底状態は

$.l \int)\sim 0(\mathrm{C})(x)=j=\square \mathrm{e}\mathrm{x}\Lambda\gamma 1\mathrm{p}(-\frac{\mathrm{t}\iota_{/}^{2}}{2}..\cdot)$

である. この $\mathrm{t}\int_{0}.’(.\mathrm{t}\cdot)$ は「消滅演算子」 $A^{1},\cdot$ の作用の下で消える.- すなわち $A_{j^{1}}.\dagger\cdot\overline{l\prime}0(\mathrm{c})(\alpha\cdot)=0$ が

成り立つ. また, 都合のいいことに交換関係

$[\overline{H}_{\mathrm{c}\prime}’.A.\dagger,\cdot]=A.\dagger,\cdot$ , $[\overline{H}_{\mathrm{C}}’, A_{/}.\cdot]=-A\dot,$
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は調和振動子の場合と全く同じなので, 固有空間の縮退の様子も同じである. すなわち, 調

和振動子の場合と同様に対称多項式の基底として monomial syinmetric functions をとり,

改めて
$\overline{m}_{\lambda}\dagger=m_{\lambda}(A,\dagger.)$ , $\overline{m}_{\lambda}=m_{\lambda}(A_{\mathrm{J}})$

とおくと, この場合も性質 (5) は成り立つので.\acute 固有ベクトルの分布の様子は図 1と全く同
じになる.

しかしこの基底は.- 内積

$(.f_{\mathit{1}}.g)\mathrm{c}=\mathrm{c}^{\langle \mathrm{o}|.f(A_{1}},$ $A_{2}.,$
$\ldots,$

$A\wedge’)g(A\dagger A|..A\dagger\perp..,\backslash ^{\mathrm{r}})1’ \mathit{2}’|\mathrm{o}\rangle_{\mathrm{C}}$

の下で直交基底でない. 実は, 直交基底を得るには Jack 多項式を用いて,

$J_{\lambda}(A_{1\prime 2}^{\cdot}\dagger.\cdot A\dagger, \ldots, A\dagger\Lambda^{\Gamma})’\iota\beta_{0}\dot{\mathrm{t}}\sim \mathrm{c})(X)$ (15)

とすればよい [23]. 実際に計算すれば, $\text{この波動関数_{は}基底状態}\psi_{\mathrm{U}}^{\mathrm{C})}$ と.\tau Baker, Forrester の

「一般化された Hermite 多項式」 という形をしている. すなわち, (13) と (15) とは本質的

には同じものである.
$\mathrm{B}$ aker と Forrester は, $(\perp 3)$ の直交性を導く際に, 彼らが「一般化された Jacobi 多項式」

と呼ぶ多項式からの極限操作を用いた. また, van Diejen は q-差分作用素の固有関数から
の極限操作によって直行性を示した. 実は, 代数的に考えれば.‘ 直交性は極限操作を用いる
ことなしに示すことができる [23]. それについては次節で述べることにしよう.

5.2 Calogero 模型に対する直交基底

まず ( $A_{J}^{1^{1}}$.
$,$

$A_{j}$ の定義により自明であるが) 交換関係 (10) と (14) とが全く同じである

ことに注意する. このことから, $A_{/}.\cdot\dagger$.
$,$

$A_{j},$ $s_{jk}$ の生成する代数は $x_{j}$ , $D_{/}.\cdot,$ $s_{jk}$, の生成する代数
$A_{\mathrm{s}}$ と同型であることが分かる :

$\rho(x"\cdot)=A.\dagger|.$ , $\rho(D_{j}.)=A\dot,$ , $\rho(s_{jk})=S_{\dot{j}}k$ .

次に, 二つの As-rnodule $F\mathrm{s},$ $\mathcal{F}\mathrm{c}$ とを以下のように定義する.

$F_{\mathrm{S}},$
$=\mathbb{C}[_{X_{1}}, \iota.\mathrm{t}\cdot \mathit{2}, \ldots, \backslash ?.N]‘ \mathrm{t}\mathit{1}\sim)0(\mathrm{S})$ , $\cdot\psi_{)}^{\sim}\mathrm{o}^{\mathrm{S}}\mathrm{t}’)=1$

$\mathcal{F}_{\mathrm{c}}^{-},$

$=\mathfrak{c}[A_{\iota}\dagger, A|.., , A_{\backslash }^{1.\mathrm{c})}\Gamma]2$

”
$\overline{\sqrt{}^{\mathrm{t}}J}_{0;}$

$’\iota I’\dot{\mathrm{U}}\sim(\mathrm{c})=\Pi_{j=1}^{\Lambda}\mathrm{e}\mathrm{x}r\mathrm{p}(--\perp x_{2}^{2})$

( $\mathcal{F}\mathrm{c}$ には $\rho$ を通して作用する). ここで,

$D_{j}’\tilde{\psi}_{0}^{(\mathrm{S})}=0$
$rightarrow$

$A_{j^{1\int)}0^{\mathrm{C}}}.\sim()=0$

$s_{k}, \cdot?\int^{(\mathrm{s}}\sim" 0)=’ \mathrm{t}\mathit{1}_{0}^{()}\sim" \mathrm{s}$
$rightarrow$

$s_{J}.\cdot k.\psi_{J}^{\sim}\mathrm{o}(\mathrm{C})=\uparrow[)\sim 0(\mathrm{c})$

であるので, $a\in A_{\mathrm{s}},{}^{\mathrm{t}}r^{\cap}\in$ みに対して

$\rho(?\int))\dot{0}=\cdot\iota\sim(\mathrm{s}\mathrm{t})\mathit{1}J(\sim \mathrm{c})0$

’
$\rho(a\varphi)=\rho(a)\rho(\varphi)$
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と定めれば $\rho$ は As-module としての同型写像となる.
この $p$ を用いて

$\hat{\Delta_{\mathrm{C}}/}(\cdot u)$

$.=$ $\rho(^{\wedge}\triangle_{\mathrm{S}}(‘ u)\mathrm{I}=.\cdot\prod_{/=1}^{N}(\cdot u+h_{J}\cdot \mathrm{I}\wedge$ ,

$\wedge l\iota_{\dot{7}}$

. $=$
$\rho(\hat{\pi}_{j}.)=A_{j}.\dagger A_{j}+\beta\sum_{jk(<)}S_{k},.\cdot$

とすると, (12) に $\rho$ を作用することで次式が得られる :

$\triangle/\mathrm{c}(\cdot \mathrm{t}/)J\lambda(A\wedge,\dagger)_{I\mathit{1}_{\dot{\mathrm{U}}}^{(}}..’ \mathrm{C})=.\cdot\prod_{1/=}^{\mathit{1}\backslash }\mathrm{f}u+\lambda_{\backslash \gamma},-j+1+\beta(j-1)\Gamma.\}]\lambda(A^{\uparrow)\cdot \mathrm{t}}\mathit{1}^{()})\mathrm{u}^{\mathrm{C}}$ .

よって, 42節と同様の議論により, 基底 (15) の直交性が示される.

5.3 $B_{\Lambda^{\gamma}}$ 型 Calogero 模型

前節で議論した Calogero 模型は $\mathrm{b}_{N}^{\gamma}$ , すなわち $A_{N-1}$ 型の Weyl 群の対称性を持ってい
た. $B_{N}$ 型の Weyl 群の対称性を持つ Calogero 模型のハミルトニアンは次式で与えられる

.
[24, $25\mathrm{i}_{:}$

$H_{B}=. \frac{1}{2}.’.\sum^{\mathit{1}\backslash \Gamma}=1(-\frac{\partial^{\mathit{2}}}{\partial x^{2}}.’.\cdot+x_{/}.\underline{.)}.)+.’.\sum_{<k}\{.\frac{\beta(/\mathit{3}-.1)}{(x,\cdot-\backslash \iota_{k})2}.+\frac{\beta(\beta-1)}{(_{\backslash ?_{j}}+X_{k})^{\mathit{2}}}.\}+\sum_{=j1}^{f\backslash ^{\gamma}}\frac{\gamma’(\gamma./.-1)}{\iota^{2}}.’.\cdot$

ここで, $f_{-}=j$ は $B_{\mathrm{A}^{r}}$ 型の Weyl 群の元であり,

$t_{}jf(X1, \ldots, Xj, \ldots, \backslash 7jN)=.t\cdot(X1, \ldots, -x_{j\prime}\ldots. , x_{N})$

のように作用する. ここで, $(^{\gamma},\backslash r$

とおいたものであることを注意しておく.
この模型に対する基底状態の波動関数は

$.| \mathit{1}_{0^{B)}}^{(}.’(x_{1}, \ldots, X\mathit{1}\mathrm{V})=,\cdot\prod_{<k}$

.
$|: \iota_{j}.-x_{k}^{\mathit{2}}|\mathit{2}\beta.\uparrow.=\prod_{1}|x,\cdot|^{\gamma}\prod_{j=1}^{J}\exp \mathit{1}\backslash \gamma\backslash \Gamma(-\frac{x_{j}^{\mathit{2}}}{2},)$ .

で与えられる.

この模型に対しても $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{B_{N}}$ 型の Dunkl operator

$D_{j}^{(B)}$

. $=$ $\frac{\partial}{\partial x_{j}}+\gamma’,\cdot\sum_{=1}^{/}\frac{1}{x},\cdot(1\backslash \Gamma-f_{j},)$

$+ \beta.\sum_{\neq k(j)}\{.\frac{1}{x,\cdot-x_{k}}.(1-\vee \mathrm{S}.jk.)+\frac{1}{x_{j}+x_{k}}.(1-t_{/}.\cdot t_{k}-.\underline{.\mathrm{s}}..\cdot)/^{k}\}$

を用いると生成消滅演算子を構成することができる.

$A_{j}^{(B)\dagger}= \frac{1}{\sqrt{2}}(-D^{()}.\cdot+x_{j})?B$ , $A_{\dot{\gamma}}^{(B)}.= \frac{1}{\sqrt{2}}(D_{j}^{(B)}+xj)$ .
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ここで,

$\overline{H}_{B}=.\frac{1}{2}.’.\sum_{1=}^{\mathit{1}\backslash }(\mathrm{r}A_{1}.A^{(B}\mathrm{t}.)+j,A_{j}(.B\rangle A(.B)(B)\dagger)$

という演算子を考えると, 交換関係

$[\overline{H}_{B}, A^{(.)_{1}^{1}}.’]B=A_{j}^{(B)\uparrow}.$

’
$[\overline{H}_{B}, A^{(B)},\cdot]=-A.(,\cdot B)$

を満たす. $A_{N-1}$ 型のときと同様に, この $\overline{H}_{B}$ は.\acute ハミルトニアン $H_{B}$ から差積の部分の寄

与を除いたものと次のように関係する:

${\rm Res}(\overline{H}_{B})$ $=$ $(\varphi^{l}0^{B})()-1\mathrm{o}H_{B}\circ(^{\{B}\varphi_{0}^{F}))$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{/\backslash \mathrm{r}}(-\frac{\partial^{2}}{\partial x_{?}^{2}}..\cdot+X^{2}.,\cdot-\cdot\frac{2_{7’}}{x_{j}}\frac{\partial}{\partial x_{/}}.\cdot.)-\beta\sum_{k\neq},\cdot\frac{1}{x_{j}^{\mathit{2}}-x_{k}2}..(x_{j}\frac{\partial}{\partial x_{/}}.\cdot-.1^{\cdot}k.\frac{\partial}{(J_{\backslash }\iota_{k}}.)\cdot(16)$

ここで, $\phi_{0}^{(B)}$ は基底状態のうちの差積の部分である: . .

$\phi^{(}\mathrm{o}^{B)\cdot\beta}(X1, \ldots, XN)=\dot,\prod_{\sim,<k}|X_{j}-2|X_{\wedge^{2}}.j\prod_{=1}’.|X\mathrm{A}.j|^{\gamma}$.

よって, $H_{B}$ の固有関数の分布の様子は, またも調和振動子系の場合と同じになる.

さらに, このモデルに対しても前節と同様の手法で直交基底を構成することができる
[26]:

$J_{\lambda}((A_{1}^{1})^{2}/‘ 2,$ . . $,$
$,$

$(A_{\mathit{1}\mathrm{V}}\dagger)^{2}/2)|0\rangle_{\mathrm{C}}=$ ( $N$ 変数直交多項式) $\mathrm{x}$ (基底状態) (17)

ここに現れる直交多項式に対しては, 変数防 $=$ 考を導入した方が都合がよい. $J_{/}\iota.\cdot$ で書き

直すと, 多項式部分 $\varphi_{\lambda}(\cdot.|/)$ に作用するハミルトニアン $H_{B}’=( \cdot\iota\int))\mathrm{o}^{B)(}B\mathrm{O}-1\iota(\mathrm{o}H\cdot \mathit{1})\dot{\mathrm{u}}^{B)}$ の具体的

な形は,

$H_{B}’$ $=$ $(\cdot\iota \mathit{1}_{\mathrm{U}}^{\backslash \cup}’ l)^{-}\perp H_{B}\mathrm{o}’|0\mathit{1}_{0^{-\prime}}^{\backslash }.$’

$= \bigwedge_{\mathrm{r}}\Gamma$ ( $\partial^{2}$

‘

$(1 \mathfrak{l} \backslash \partial)$
$.\mathrm{t}\mathit{0}=$ $yj$

$\partial$

$=$ $-2 \sum_{=j1}^{J\backslash }\{y_{j^{\frac{\mathit{0}^{z}}{\partial y_{j}^{2}}+}}.(.\frac{1}{2}+\gamma-\mathrm{l}Jj)\frac{C’}{\partial_{/\dot{J}}1}.\}-4\beta\sum_{\iota j\neq}\frac{yj}{/\iota,\cdot-y_{k}}\frac{y}{\partial_{J}1}(,\cdot$ (18)

となる. 特に $N=1$ のとき, 多項式部分に対する微分方程式は次のようになる:

$(y \frac{\mathrm{c}1^{2}}{\mathrm{c}1\cdot \mathrm{i}J^{2}}+(.\frac{1}{2}+\gamma-y)\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}_{1/}}+7l\mathrm{I}\cdot t.n(y)=0$ .

これは, Laguerre の微分方程式である. このことから, BAer と Forrester は波動関数 (17)

を跡で書き直したときの多項式部分を「–般化された Laguerre 多項式」 と呼んでいる

[20, $\cdot$ 21].

6 終りに

前節で述べたように, rational な Calogero 模型の波動関数は,

(多変数多項式) $\cross,\cdot\prod_{=1}^{\mathit{1}\backslash \tau}\exp(-\frac{x_{j}^{2}}{2})$
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という形をしている. ここに現れる多変数多項式を, 通常の量子力学の意味での内積で直交

化したものを「一般化された直交多項式」と呼んだのであった.

直交多項式を多変数化する方法は–通りに限られるわけではもちろんないので, この呼

び名が妥当であるかどうかには異論もあろう. しかし, 直交多項式と量子力学との密接な関

係を考えると, 可積分な量子多体系の波動関数として現れる多項式に.\acute 何らかの意味の普遍
性を期待してもよいのではないだろうか.
本論説では具体的な計算の側面を強調したため, 背後の代数構造についてはほとんど触れ

なかった. $\perp^{-}/r^{\mathit{2}}$型の長距離相互作用を持つ模型は, (degenerate) affine Hecke代数 $\backslash f\mathrm{i}1^{\cdot}\mathrm{a}s$ oro

代数などといった代数と深い関係があることが分かっているが, それについては本講究録の

他の論説を参照していただきたい. Appendix 2に, Bergshoeff と Vasiliev による Dunkl 作

用素を用いた Virasoro 代数の表現を紹介しておいたので, 何かの参考になれば幸いである.

Appendices

Appendix 1: Sutherland 模型の–般の励起状態

3.珪\mbox{\boldmath $\delta$}では, 励起状態の波動関数を構成する際に $x_{/}.\cdot$

. の肩巾の項しか考えなかった. この

ことの妥当性は, 次の事実に基づく.

Proposition:
Jack 多項式 $J_{\lambda}(x)$ に対して.\acute ( $x_{1}\cdots x_{\Lambda^{r}}\mathrm{I}^{k}J\lambda(X)(k\in \mathbb{Z})$ も (6) 式の $H_{\mathrm{S}}$ の固

有関数となる.

証明 :

$(X_{1}\cdots X_{N})-k\overline{H}_{\mathrm{b}},$$\mathrm{o}\mathrm{O}(X1\ldots XN)k\overline{H}=s+\mathit{4}\mathrm{V}k.22+k.’.\sum_{=1}^{\mathrm{T}}\backslash \iota_{j}\frac{\partial}{\partial_{\backslash }\tau}\mathit{1}\backslash ...,\cdot$

Jack 多項式み $(x)$ は斉 $|\lambda|$ 次の多項式であるので, その固有値を $\epsilon_{\lambda}$ とすると,

$\overline{H}_{\mathrm{S}}((x_{1}\cdots xN)^{k}.J_{\lambda}(x))=(\epsilon_{\lambda}+\mathit{1}\mathrm{V}k^{2}+2k|\lambda|)((x_{1}\cdots x_{N})^{k_{]_{\lambda}}}..(.\iota.))$

が成り立つ. 1

このことから, 上の $k$ を負の整数に選べば負巾を含んだ固有関数も取り扱えることが分
かる. すなわち, 正巾の項からなる Jack 多項式のみを考えれば十分であることになる.

Appendix2: Dunkl operator を用いた Virasoro 代数の表現

Dunkl operator (9) を用いて Virasoro 代数の表現を構成することもできる [27].

$L_{-7l}=. \sum_{j=}^{\mathit{1}\backslash }r1-(\alpha x_{j}D.j+(1-\alpha)D\dot,1^{7\iota}.\cdot+\gamma(n+1)_{X^{7}}n+1.\cdot./+1,\cdot\iota)$
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とおくと
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

任意の $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$ に対して $L_{-n}$ は次の交換関係に従う:

$[L_{711\prime}.L_{n}]=(m-n)L_{7n}+\cdot n$ .

すなわち, Virasoro 代数

$[L_{7\}}, L,] \iota 1=(_{7\eta-n})L_{\eta}l+\prime l+\cdot.\frac{m^{3}-r\}?}{12}.\delta cn\iota_{:}-7\iota$

.

の $c\cdot=0$ の表現になっている. また. $\beta=0$ では, 良く知られた表現

$\mathrm{d}$

$L_{n}=-z71+1\overline{\mathrm{C}1z}$

(これも $c=0$ ) の直積になる.
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