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1.はじめに

信頼性理論において, 信頼度関数 (reliability function) は重要な役割を果た
す $([\mathrm{S}86])$ . 本論では信頼度関数の推定について考察する. 正規分布からの無作為
標本に基づく推定において分散が既知のときは Zacks and Even [ZE66], 分散が
未知のときには Zacks and Milton [ZM71], Hurt [H80] らによって MSE (mean
squared error) を用いて比較されている. Hurt et al. [HNW95] は指数分布から
の無作為標本に基づいて信頼度関数の単純推定量, 最尤推定量, 一様最小分散不
偏推定量, 不変最適推定量の IMSE (integrated mean squared error) を計算し不
変最適推定量, 最尤推定量, 一様最小分散不偏推定量, 単純推定量の順に IMSE
を漸近的に小さくすることを示した. ここでは指数分布を含む weibull 分布に
ついて考察し, $[\mathrm{H}\mathrm{N}\mathrm{W}9.5]$ の結果はその特別の場合として得られる.

2 信頼度関数の IMSE 効率と IMSE 欠損量

$x_{1},$
$\ldots,$

$x_{n}$ を互いに独立にいずれも密度 $f(x;\theta),$ $(\theta\in\subset \mathrm{R})$ に従う実

確率変数とする. このとき任意の $t\in \mathrm{R}$ に対して $R_{\theta}(t):=f_{t}^{\infty}f(x;\theta)dx$ を信

頼度関数と呼び信頼度関数 $R_{\theta}(t)$ の推定量 $\hat{R}(t)$

.

の IMSE を
$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}\theta(.\cdot\hat{R}(t))-:=$

$f_{-\infty}^{\infty}E\theta[(\hat{R}(t)-R_{\theta}(t))2]dt$ で定義する.
信頼度関数 $R_{\theta}(t)$ の 2つの推定量 $\hat{R}_{ln}(t)$ , $\hat{R}_{2n}(t)$ について, ある $r>0$ に対

して正数列 $k_{n}$ を $n^{r}\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{s}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}1n)$ と $n^{r}\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{s}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}2k_{n})$ が同じ値に収束するように
選ぶとき $\lim_{narrow\infty^{k_{n}}}/n$ が $k_{n}$ の選び方によらず確定すれば, この値を $R_{2}n$ に対

する $\hat{R}_{1n}$ の IMSE 効率 (efficiency) といい $e(\hat{R}_{1n},\hat{R}_{2}n)$ で表す. 各 $j=1,2$ に

ついて, $\hat{R}_{jn}(t)$ の IMSE が .
’ .

$narrow\infty 1\dot{\mathrm{t}}\mathrm{m}n^{r_{\mathrm{I}\mathrm{M}}}\mathrm{s}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}jn)=\tau_{j}^{2}>0$ $(j=1,2)$

を満たしていれば
(2.1) $e(\hat{R}_{1n},\hat{R}_{2n})=(\tau_{2}^{2}/\tau_{1}^{2})1/r$
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が成り立つ.

また $e(\hat{R}_{1n’ 2}\hat{R}n)=1$ のとき

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta()}\hat{R}_{2k}n=\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{1n})+o(\frac{1}{n^{r+1}})$

となるように正数列 $\{k_{n}\}$ を選んで $\lim_{narrow\infty}(n-kn)$ が存在し, これが $k_{n}$ のとり

方に依らないとき, これを $\hat{R}_{2n}(t)$ に対する $\hat{R}_{1n}(t)$ の IMSE 欠損量 (deficiency)
といい $d(\hat{R}_{1n},\hat{R}_{2}n)$ で表す. 各 $j=1,2$ について, $\hat{R}_{jn}(t)$ の IMSE が

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{j}n)=\frac{\alpha(\theta)}{n^{r}}+\frac{\delta_{j}(\theta)}{n^{r+1}}+o(\frac{1}{n^{r+1}})$ , $\alpha(\theta)>0$

と展開されるとき

(2.2) $d( \hat{R}_{1n2n},\hat{R})=\frac{1}{r\alpha(\theta)}\{\delta 1(\theta)-\delta_{2}(\theta)\}$

になる $([\mathrm{H}\mathrm{L}70], [\mathrm{T}\mathrm{A}96])$ .

3 Weibull 分布の場合の信頼度関数の推定

$X_{1,:}$ . . $,.X_{n}$ を互いに独立にいずれも密度

$f(x;\theta)=\{$
$\frac{c}{\theta}(\frac{x}{\theta})^{c-1}\exp\{-(\frac{x}{\theta})^{c}\mathrm{I}$ $(x\geq 0)$ ,
$0$ $(x<0)$

をもつ Weibull 分布に従うとする. 但し $c>0$ で既知とし, $\theta>0$ で未知の母数
とする. このとき信頼度関数 $R_{\theta}(t)$ は

$R_{\theta}(t)=\{$

$\exp\{-(\frac{t}{\theta})^{\mathrm{c}}\}$ $(t\geq 0)$ ,
1 $(t<0)arrow$

となり $z_{n}:=\Sigma^{n}i=1x_{i}^{c}$ とおくと $R_{\theta}(t)$ の単純推定量 $\hat{R}_{\mathrm{N}}(t)$ , 最尤推定量 $\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)$ ,
一様最小分散不偏推定量 $\hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}()}t$ はそれぞれ次のようになる.

$\hat{R}_{\mathrm{N}}(t)$ $=$ $\frac{1}{n}\sum_{i=\iota}^{n}x\{X:>t\}(\mathrm{x})$ ,
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$\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)$ $=$ $\{_{1}^{\exp\{\frac{nt^{\mathrm{c}}}{Z_{n}}\}}-$ $(t\geq 0)(t<0)’$

,

$\hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}}.(t)$
$=$ $\{$

$1( \frac{Z_{n}-t^{\mathrm{C}}}{Z_{n}})^{n-1}\chi_{\{t^{\mathrm{c}}}z_{n}>\}(zn)$
$(t\geq 0(t<0)).$

’

但し, $\chi_{A}(\cdot)$ は集合 $A$ の定義関数とする.

定理 $R_{\theta}(t)$ の推定量 $\hat{R}_{\mathrm{N}}(t),\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L}(t),\hat{R}\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}\mathrm{U}(t)$ の IMSE はそれぞれ次のよう
になる.

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{N}})$ $=$ $\frac{1}{n}\frac{\Gamma(1/C)}{2^{1/c}}(2^{1/c}-1)(\frac{\theta}{c}),$

.
$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})$ $=$ $\frac{\Gamma(2+1/c)}{2^{2+1/c}}\{\frac{1}{n}+\frac{1}{16n^{2}}(10-\frac{21}{c}+\frac{7}{c^{2}}\mathrm{I}\}(\frac{\theta}{c})+O(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}\theta(\hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}}\mathrm{U})$ $=$ $\frac{\Gamma(2+1/c)}{2^{2+1/c}}\mathrm{t}\frac{1}{n}+\frac{1}{8n^{2}}(6-\frac{3}{c}+\frac{1}{c^{2}})\}(\frac{\theta}{c})+o(\frac{1}{n^{2}})$ .

定理を証明する前に次の補題を証明する.

補題 $M_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ を満たす数列 $M_{n}$ と任意の $q\in \mathrm{R}$ に対して次が成り
立つ.

$\frac{\Gamma(M_{n}+q)}{\Gamma(M_{n})}$ $=$ $M_{n}^{q} \{1+\frac{1}{2M_{n}}q(q-1)+\frac{1}{3M_{n}^{2}}q(q-1)(q-2)$

$+ \frac{1}{8M_{n}^{2}}q(q-1)(q-2)(q-3)+O(\frac{1}{M_{n}^{2}})\}$ $(narrow\infty)$ .

証明 Stirling の公式より

$\frac{\Gamma(M_{n}+q)}{\Gamma(M_{n})}$ $=$ $\frac{\sqrt{2\pi}(M_{n}+q)^{M_{n}}+q-1/2e-(Mn+q)e^{\mu(M_{n}q)}+}{\sqrt{2\pi}M_{n}^{M_{n^{-}}1/}e-M_{n}\mu e(2M_{n})}$

$=$ $M_{n}^{q}e^{-q}(1+ \frac{q}{M_{n}})^{M_{n}+q}-1/2e^{\mu(}M_{n}+q)-\mu(M_{n})$ .

になる. 但し

$\mu(s)=\frac{1}{12s}-\frac{\eta}{360S^{3}}$ $(0<\eta<1)$
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とする. また

$(1+ \frac{q}{M_{n}})^{M_{n}}+q-1/2$ $=$ $\exp[(M_{n}+q-\frac{1}{2})\log(1+\frac{q}{M_{n}})]$

$=$ $\exp[(M_{n}+q-\frac{1}{2})\{(\frac{q}{M_{n}})-\frac{1}{2}(\frac{q}{M_{n}})^{2}$

$+ \frac{1}{3}(\frac{q}{M_{n}})^{3}+o(\frac{1}{M_{n}^{3}})\}]$

$=$ $\exp[q\{1+\frac{1}{2M_{n}}(q-1)+\frac{1}{4M_{n}^{2}}q-\frac{1}{6M_{n}^{2}}q^{2}\}$

$+o( \frac{1}{M_{n}^{2}})]$ ,

$\mu(.M_{n}+q)-\mu(M_{n})$ $=$ $- \frac{q}{12M_{n}^{2},-}.+o(\frac{1}{M_{n}^{2}})$ .

$\cdot,$ . $\cdot$.

であるから

$\frac{\Gamma(M_{n}+q)}{\Gamma(M_{n})}$

$=$ $M_{n}^{q}e^{-q} \exp[q\{1+\frac{1}{2M_{n}}(q-1)-\frac{1}{12M_{n}^{2}}(2q-1)(q-1)\}+$.
$o( \frac{1}{M_{n}^{2}})]$

$=$ $M_{n}^{q}e^{-q}j= \sum^{\infty}\frac{1}{j!}q^{j}0[1+\frac{j}{2M_{n}}(q-1)-\frac{j}{12M_{n}^{2}}(2q-1)(q-1)$

$\backslash -$

$+ \frac{j(j-1)}{8M_{n}^{2}}(q-1)^{2}+o(\frac{1}{M_{n}^{2}})]$

$=$ $M_{n}^{q}[1+ \frac{1}{2M_{n}}q(q-1)+\frac{1}{3M_{n}^{2}}q(q-1)(q-2)$

$+ \frac{1}{8M_{n}^{2}}q(q-1)(q-2)(q-3)+O(\frac{1}{M_{n}^{2}})]$
.

になる. $\blacksquare$

定理の証明

$E_{\theta}[ \{\hat{R}_{\mathrm{N}}(t)-R_{\theta}(t)\}2]=\frac{1}{n^{2}}\sum_{i=1}^{n}E\theta[\{x\{X_{i}\geq t\}(\mathrm{x})-R_{\theta}(t)\}2]$

$+ \frac{1}{n^{2}}\sum_{i\neq}^{n}\sum_{j}E\theta[\{\chi\{x_{i}\geq t\}(\mathrm{x})-R_{\theta}(t)\}\{\chi_{\{\geq\}}xit(\mathrm{X})-R\theta(t)\}]$
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$= \frac{1}{n}E_{\theta}[\{x\{\mathrm{x}_{1}\geq t\}(X1)-R_{\theta}(t)\}2\chi_{\{\mathrm{x}}1\geq t\}(x_{1})]$

$+ \frac{1}{n}E_{\theta}[\{\chi\{x1\geq t\}(X1)-R_{\theta}(t), \}2x\{X_{1}<t\}(x_{1})]$

$= \frac{1}{n}R_{\theta}(t)(1-R_{\theta}(t))$

:
$-$

であるから

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{N}})$ $=$ $\frac{1}{n}\int_{0}^{\infty}R_{\theta}(t)(1-R_{\theta}(t))dt$

$=$ $\frac{1}{n}\frac{\Gamma(1/c)}{2^{1/c}}(2^{1/c}-1)(\frac{\theta}{c})$

になる. いま

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})$ $=$ $\int_{0}^{\infty}E_{\theta}[\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{2}(t)]dt-2\int_{0}\infty R_{\theta}(t)E\theta[\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)]dt+\int_{0}^{\infty}R_{\theta}^{2}(t)dt$

$=$ : $I_{1\mathrm{M}\mathrm{L}}-2I2\mathrm{M}\mathrm{L}+I_{3\mathrm{M}\mathrm{L}}$

と表すと

$I_{1\mathrm{M}\mathrm{L}}$ $=$ $\frac{1}{2^{1/c}}(\frac{\theta}{c})\frac{\Gamma(n+1/c)}{n^{1/c}\Gamma(n)}\Gamma(\frac{1}{c})$ ,

$I_{3\mathrm{M}\mathrm{L}}$ $=$ $\frac{1}{2^{1/c}}(\frac{\theta}{c})\Gamma(\frac{1}{c})$

になる. また

$I_{2\mathrm{M}\mathrm{L}}$ $=$ $( \frac{\theta}{c})\mathrm{r}(\frac{1}{c}\mathrm{I}E_{\theta}[(\frac{Z_{n}/n}{\theta^{c}+Z_{n}/n})^{1/c}]$

になる. そこで

$h(s):=( \frac{s}{s+\theta^{c}})^{1/c}$ , $.S_{n}:= \frac{Z_{n}}{n}$

とおくと

$h(s)|s arrow\theta^{c}=\frac{1}{2^{1/c}}$ ,

11
$h’(s)|_{s}arrow\theta \mathrm{C}=--$ $E_{\theta}[S_{n}-\theta^{c}]=0$ ,

$2c\theta^{C}21/c$
’
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$h^{u}(s)|_{sarrow} \theta \mathrm{c}=\frac{1-3c}{4c^{2}}\frac{1}{\theta^{2c}2^{1/\mathrm{C}}}$ $E_{\theta}[(S_{n}- \theta^{c})^{2}]=\frac{1}{n}\theta^{2\mathrm{c}}$,

$h^{m}(s)|s arrow\theta^{\mathrm{c}}=\frac{(1-2C)(1-7_{C})}{8c^{3}}\frac{1}{\theta^{3c}2^{1/}\mathrm{C}}$, $E_{\theta}[(s_{n}- \theta^{c})^{3}]=\frac{2}{n^{2}}\theta^{3c}$ ,

$h^{(4)}(_{S)}|_{Sarrow} \theta \mathrm{c}=\frac{(1-5c)(1-13_{C+}18c^{2})}{16c^{4}}\frac{1}{\theta^{4c}2^{1/}C},$ $E_{\theta}[(S_{n}- \theta c)4]=3\frac{n+2}{n^{3}}\theta^{4c}$

であるから

$E_{\theta}[h(S_{n})]$ $=$ $\frac{1}{2^{1/c}}[1+\frac{1}{2}\frac{1-3c}{4c^{2}}\frac{1}{n}+\frac{1}{3!}\frac{(1-2c)(1-7_{C})}{8c^{3}}\frac{2}{n^{2}}$

$+ \frac{1}{4!}\frac{(1-5c)(1-13_{C+}18c^{2})}{16c^{4}}\frac{n+2}{n^{3}}]+o(\frac{1}{n^{2}})$

となる. つまり

$I_{2\mathrm{M}\mathrm{L}}$ $=$ $\frac{1}{2^{1/c}}(\frac{\theta}{c})\Gamma(\frac{1}{c}\mathrm{I}[1+\frac{1-3c}{8nc^{2}}+\frac{(1-2c)(1-7_{C})}{24n^{2}c^{3}}$

$+ \frac{(1-5c)(1-13_{\mathrm{C}}+18C^{2})}{128n^{2}c^{4}}]+o(\frac{1}{n^{2}})$

になる. よって補題より

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})$ $=$ $\frac{\Gamma(2+1/c)}{2^{2+1/2}}(\frac{\theta}{c})[\frac{1}{n}+\frac{1}{16n^{2}}(10-\frac{21}{c}+\frac{7}{c^{2}})]+o(\frac{1}{n^{2}})$

になる. また

$\int_{0}^{\infty}E_{\theta}[\hat{R}_{\mathrm{U}}^{2}(\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}t)]dt$ $=$ $\frac{1}{\Gamma(n)\theta^{Cn}}I_{0}^{\infty}z-1e-z/\theta^{\mathrm{C}}In0z^{1/}c(\frac{z-t^{c}}{z})^{2(n}-1)dtdz$

$=$ $\frac{1}{\Gamma(n)\theta Cn_{C}}\int_{0}^{\infty}z^{n}-1+1/Ce-zd_{Z}/\theta^{\mathrm{c}}\int_{0}^{1}s^{2()}-1(n1-s)-1+1/cdS$

$=$ $\frac{\Gamma(n+1/c)}{\Gamma(n)}B(2n-1,$ $\frac{1}{c}\mathrm{I}(\frac{\theta}{c})$ ,

$\int_{0}^{\infty}R_{\theta}^{2}(t)dt$ $=$ $\frac{\Gamma(1/C)}{2^{1/c}}(\frac{\theta}{c})$

であるから補題より

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}\theta(\hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}}\mathrm{U})$ $=$ $\int_{0}^{\infty}E_{\theta}[\hat{R}^{2}(t)]\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}dt-\int_{0}^{\infty}R_{\theta}^{2}(t)dt$

$=$ $\frac{\Gamma(2+1/c)}{2^{2+1/c}}\{\frac{1}{n}+\frac{1}{8n^{2}}(\frac{1}{c^{2}}-\frac{3}{c}+6)\}(\frac{\theta}{c})+o(\frac{1}{n^{2}})$
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になる.
$\blacksquare$

系 1最尤推定量, 一様最小分散不偏推定量に対する単純推定量の漸近効率
(efficiency) は等しく次のようになる.

$e(\hat{R}_{\mathrm{N}},\hat{R})$ $=$ $\frac{1}{4c}(1+\frac{1}{c})\frac{1}{2^{1/c}-1}$

$<$ $\frac{\mathrm{l}}{e\sqrt{2}(\log 2)^{2}}.=..0.541427$ .

ただし $\hat{R}$ は $\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}},\hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}}$ とする.

証明 前半は (2.1) から明らか. 後半については

$2^{3/2}$

$k$ $:=$
$e(\log 2)^{2}$

’

$l(c)$ $:=$ $k(2^{1/c}-1)- \frac{1}{c}(1+\frac{1}{c})$

とおいて

$l(c)\geq 0$ , $(\forall c>0)$

を示せば良い.

$l’(c)=- \frac{\log 2}{c^{2}}2^{1/C}\{k-\frac{1}{\log 2}(1+\frac{2}{c})2-1/c\}$

となるから, $x:=1/c$ として

$m(x):=k- \frac{1}{\log 2}(1+2x)2^{-x}$

とおくと

$m’(x)=- \frac{1}{\log 2}2^{-x}$ {$2-(1+2x)$ log2}

となる. $m’(x)=0$ を $x$ について解くと

$x= \frac{1}{\log 2}-\frac{1}{2}$
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になり, このとき

$m( \frac{1}{\log 2}-\frac{1}{2})=0$

つまり $l’(c)\geq 0$ となる.

$\lim_{carrow\infty}l(c)=0$

であるから $m(c)\geq 0(\forall c>0)$ が言えた. $\blacksquare$

系 2最尤推定量に対する -様最小分散不偏推定量の IMSE 欠損量は次のよう
になる.

$d(\hat{R}\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}\mathrm{U},\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L})$ $=$ $\frac{1}{16c^{2}}(2c^{2}+15_{C}-5)$ .

系 2の結果は (2.2) と定理から直接的に導かれる.

系 3 $c=1$ の場合, $R_{\theta}(t)$ の推定量 $\hat{R}_{\mathrm{N}}(t),\hat{R}_{\mathrm{M}}\mathrm{L}(t),\hat{R}\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}\mathrm{U}(t)$ の IMSE はそれ
ぞれ次のようになる.

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{N}})$ $=$

.

$\frac{\theta}{2n’}$

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})$ $=$ $\frac{\theta}{4}(\frac{1}{n}-\frac{1}{4n^{2}})+o(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{v}\mathrm{U})$ $=$ $\frac{\theta}{4}(\frac{1}{n}+\frac{1}{2n^{2}})+O(\frac{1}{n^{2}})$ .

$c=1$ の場合に系 1,2から

$e( \hat{R}_{\mathrm{N}},\hat{R})--\frac{1}{2}$ , $d( \hat{R}_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}},\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})=\frac{3}{4}$

となり [ $\mathrm{H}\mathrm{N}\mathrm{w}951$ の結果に-致する.
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4 偏り補正

ここでは最尤推定量の偏り補正を行う. まず $h(s):=\exp\{-t^{c}/s\}$ ,
$S_{n}:=Z_{n}/n$ とおくと

$E_{\theta}[\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)]$ $=$ $E_{\theta}[h(S_{n})]$

となり, また

$h(s)|_{Sarrow\theta}c=R_{\theta}(t)$ ,

$h’(s)|s arrow\theta^{c}=-\frac{1}{\theta^{\mathrm{c}}}\log R\theta(t)\cdot R_{\theta}(t)$ , $E_{\theta}[S_{n}-\theta^{c}]=0$ ,

$h”(s)|_{Sarrow\theta}c= \frac{1}{\theta^{2c}}\{\log^{2}R\theta(t)+2\log R_{\theta}(t)\}R\theta(t)$ , $E_{\theta}[(s_{n}- \theta^{c})^{2}]=\frac{1}{n}\theta^{2c}$

になる. よって $R_{\theta}(t)$ の最尤推定量 $\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}\cdot(t)$ の偏りは

$E_{\theta}[\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)]-R\theta(t)$ $=$ $\frac{1}{2n}\{\log^{2}R\theta(t)+2\log R_{\theta}(t)\}R\theta(t)+o(\frac{1}{n})$

となる. そこで $\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}$ の補正推定量 $\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{*}$ として

$\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{*}(t):=\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)-\frac{1}{2n}\{\log^{2}\hat{R}_{\mathrm{M}}\mathrm{L}(t)+21.\mathrm{o}\mathrm{g}\hat{R}_{\mathrm{M}}\mathrm{L}(t)\}\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L}(t)$

を考える. このとき
$E_{\theta}[ \hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{*}(t)-R_{\theta}(t)]=o(\frac{1}{n})$

が示される. また

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{s}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{*})=\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}})$

$- \frac{1}{n}\int_{0}^{\infty}E\theta[(\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)-R\theta(t))(\log\hat{R}2\mathrm{L}\mathrm{M}(t)+2\log\hat{R}_{\mathrm{M}}\mathrm{L}(t))\hat{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}(t)]dt$

$+ \frac{1}{4n^{2}}\int_{0}^{\infty}E_{\theta}[(\log^{2}\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L}(t)+2\log\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L}(t))2\hat{R}^{2}(\mathrm{M}\mathrm{L}t)]dt$

$-$

になり,

$\int_{0}^{\infty}E_{\theta}[\hat{R}2(\mathrm{M}\mathrm{L})t\log\hat{R}j\mathrm{M}\mathrm{L}(t)]dt=(-1)^{J}(\frac{\theta}{c})\frac{\Gamma(J+1/c)}{2^{J+1/c}}\{1+\frac{1}{2n}\frac{1}{c}(\frac{1}{c}-1)\}+O(\frac{1}{n})$

$\int_{0}^{\infty}R_{\theta}(t)E_{\theta}[\hat{R}\mathrm{M}\mathrm{L}(t)\log\hat{R}J(\mathrm{M}\mathrm{L}..t)]dt=(-1)^{J}(.\frac{\theta}{c})\theta^{cJ}\mathrm{r}(J+1/C)E\theta[.\frac{s_{n}^{1/c}}{(\theta^{C}+S_{n})^{J}+1/c}]$

$=(-1)^{J}( \frac{\theta}{c})\frac{\Gamma(J+1/c)}{2^{J+1/c}}[1^{\cdot}+\frac{1}{8c^{2}n}\{1-c(2J+3)+C^{2}J(J+1)\}]+\cdot o(\frac{1}{n})$ ,

$(J=0,1,2, \ldots)$
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より

$\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{R}^{*})\mathrm{M}\mathrm{L}\frac{\Gamma(2+1/c)}{2^{2+1/c}}=\mathrm{t}\frac{1}{n}+\frac{1}{8n^{2}}(6-\frac{3}{c}+\frac{1}{c^{2}})\}(\frac{\theta}{c})+o(\frac{1}{n^{2}})$

を得る. このことと定理より

$d(R_{\mathrm{U}\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{U}}, R*\mathrm{M}\mathrm{L})=0$

となり, 補正最尤推定量 $\mathrm{R}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}^{*}$ は RUMVU と IMSE の意味で $o(1/.n)2$ まで漸近的
に同等になる.
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