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1. はじめに

統計的推測において, 正規母集団からの標本に基づく最適な推定方式が, 母集団分布が非
正規分布であるときには必ずしも良いとは限らない. このようなことを改善するために多
くの様々な robustness の議論がなされてはいるが, 母集団分布が正規分布であるかどうか
という正規性の検定は重要である. 本論では正規性の検定において重要な役割を果たす正
規標本 $X_{1},$

$\cdots,$
$X_{n}$に基づく尖度統計量

$b_{2}=n \sum_{i=1}^{n}(x_{i}-\overline{X})4/\{_{i=1}\sum^{n}(x_{i}-\overline{x})2\mathrm{I}^{2}$

を取り上げる. ただし $\overline{X}=\sum_{i=1i}^{n}x/n$ とする. そして $b_{2}$の分布のパーセント点の近似につ
いて考察する.

2. 歪度統計量 $\sqrt{b_{1}}$ と尖度統計量 $b_{2}$

分布の非対称性, 裾の長さを表わす尺度として分布の平均の周りでの r次のモーメントを
$\mu_{r}$ とするとき

(2.1) $\sqrt{\beta_{1}}:=\frac{\mu_{3}}{\mu_{2}^{3/2}}$ , $\beta_{2}:=\frac{\mu_{4}}{\mu_{2}^{2}}$

が良く知られ, それぞれ分布の歪度 (skewness), 尖度 (kurtosis) という. 特に正規分布の場
合には $\sqrt{\beta_{1}}=0,$ $\beta_{2}=3$ になる.

いま $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ を分布関数 $F(\cdot)$ からの無作為標本とする. ここで $\Phi(\cdot)$ を標準正

規分布関数とするとき, 字面仮説 $H$ : $F(x)\equiv\Phi((x-\mu)/\sigma)$ を検定する問題を考える. 各
$r=2$,3, について $m_{r}$ を $m_{r}:=(1/n) \sum_{i=1}^{n}(X_{i}-\overline{X})r$ で定義し, (2.1) において $\mu_{r}$の代わ
りに $m_{r}$として得られた統計量

$\sqrt{b_{1}}:=\frac{m_{3}}{m_{2}^{3/2}}$ , $b_{2}:= \frac{m_{4}}{m_{2}^{2}}$
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をそれぞれ歪度統計量, 尖度統計量という ([S81], [PR96]). これらはそれぞれ $\sqrt{\beta_{1}},$ $\beta_{2}$に関し

て–致性をもつことに注意. このとき仮説 $H$の検定については $|\sqrt{b_{1}}|>c$ または $|b_{2}-3|>c’$

のときに $H$を棄却すればよいことが分かる. そのような場合に $\sqrt{b_{1}},$ $b_{2}$の分布のパーセント

点が必要になるが, 直接的に Cornish-Fisher展開を適用したとき, $\sqrt{b_{1}}$の方は比較的良い近

似が得られるが, 残念ながら $b_{2}$の方はあまり良い近似ではなくなる $([\mathrm{S}81])$ . そこで, $b_{1},$ $b_{2}$を

逆双曲線正弦関数を用いて変廻して正規近似する方法 $([\mathrm{J}49])$ や, $\sqrt{b_{1}},$ $b_{2}$の分布を Pearson

系の分布にあてはめる方法 ([P65]) でパーセント点等を求めることが良く知られているが,

その導出の意味が必ずしも明確であるとはいえない. 本論では非心 $t$ 分布のパーセント,\epsilon

の近似を求めた方法 $([\mathrm{A}95])$ と類似の方法で $b_{2}$の分布の く一セント点の近似について考察

する.

3. b2の分布のパーセント点の近似式

本論では仮説 Hの下で $b_{2}$の分布を考える. Hの下では $b_{2}$ と $m_{2}$は互いに独立になり, また

$b_{2}$が母数に無関係であることに注意して\mu $=0,$ $\sigma=1$ と仮定する. そこで $k$を正数にとって

固定し, 任意の $c>0$ に対して

(3.1) $P \{b_{2}\leq c\}=P\{\frac{m_{4}}{m_{2^{2}}}\leq c\}=P\{(\frac{m_{4}}{m_{2^{2}}})^{1/k}\leq c^{1/k}\}$

$=P\{m_{4}^{1/k}-c^{1/}m_{2}k2/k\leq 0\}$

なる l/k乗変換を考える. 次に

(3.2) $Y:=m_{4^{/k}}^{1}-c^{1}m/k2^{/k}2$

とおいて, Yのモーメントを求める. まず, 任意の\alpha
$\geq 0,..\beta\sim$

.

$\geq 0$ について

(3.3) $E[m_{4}^{\alpha}m_{2}^{\beta}]=E[b_{2}^{\alpha}m_{2}2\alpha+\beta]=E[b_{2}^{\alpha}]E[m_{2}^{2\alpha+\beta}]$

になる. また, Hsu and Lawley [HL39] の結果を用いて

$\mu:=E(b_{2})=\frac{3(n-1)}{n+1}=3-\frac{6}{n+1}$ ,

$\gamma_{2}:=E[(\frac{b_{2}-\mu}{\mu})^{2}]=\frac{8n(n-2)(n-3)}{3(n-1)2(n+3)(n+5)}=O(\frac{1}{n})$ ,

$\gamma_{3}:=E[.(\frac{b_{2}-\mu}{\mu})^{3}]=\frac{64n(n-2)(n-3)(n^{2}-5n+2)}{(n-1)^{3}(n+3)(n+5)(n+7)(n+9)}=O(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$\gamma_{4}:=E[(\frac{b_{2}-\mu}{\mu})^{4}]$
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$= \frac{64n(n-2)(n-3)(n^{5}+207n^{4}-1707n^{3}+4105n^{2}-1902n+720)}{3(n-1)^{4}(n+3)(n+5)(n+7)(n+9)(n+11)(n+13)}=O(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$\gamma_{5}:=E[(\frac{b_{2}-\mu}{\mu})^{5}]=O(\frac{1}{n^{3}})$

になるから, 任意の\alpha $>0$ に対して

(3.4) $E(b_{2}^{\alpha})=E[ \mu^{\alpha}(1+\frac{b_{2}-\mu}{\mu})^{\alpha}]$

$= \mu^{\alpha}\{1+\frac{\alpha(\alpha-1)}{2}\gamma_{2}+\frac{\alpha(\alpha-1)(\alpha-2)}{6}\gamma 3$

$+ \frac{1}{24}\alpha(\alpha-1)(\alpha-2)(\alpha-3)\gamma_{4}+O(\frac{1}{n^{3}})\}$

を得る. -方, 任意の $\ell\geq 0$ に対して

(3.5) $E[m_{2}^{l}]=( \frac{2}{n})^{\ell}\frac{\Gamma(\frac{n-1}{2}+\ell)}{\Gamma(\frac{n-1}{2})}$

になる. ただし $\Gamma(\cdot)$ はガンマ関数とする. そこで $a=c^{1/k}$ とおくと Yのモーメントは次の

ようになる.

$\mu_{1}:=E(Y)=E(m_{2}^{2/k})\{E(b_{2}^{1/k})-a\}$ ,

$\mu_{2}:=E(Y^{2})=E(m_{2)}^{4/k}\{E(b_{2}^{2/k})-2aE(b_{2}^{1/k})+a^{2}\}$ ,

$\mu_{3}:=E(Y^{3})=E(m_{2)}^{6/k}\{E(b_{2}^{3/k})-3aE(b_{2}^{2/k})+3a^{2}.E(b_{2)\}}^{1/k}-a^{3}$ ,

$\mu_{4}:=E(Y^{4})=E(m_{2)}^{8/k}\{E(b_{2}^{4/k})-4aE(b_{2}^{3/k})+6a^{2}E(b_{2)a}^{2/k}-43E(b_{2}^{1/k})+a^{4}\}$ .

ここで, それぞれの値については, (3.4), (3.5) からその近似値が求められる.
さらに (3.1) から任意の\alpha $(0<\alpha<1)$ に対して

(3.6) $1- \alpha=P\{b_{2}\leq c\}=P\{Y\leq 0\}=P\{\frac{Y-\mu_{1}}{\sigma_{Y}}\leq-\frac{\mu_{1}}{\sigma_{Y}}\}$

になる ただし $\sigma_{Y}:=\sqrt{\sigma_{Y}^{2}}=\sqrt{\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(Y)}=\sqrt{\mu_{2}-\mu_{1}^{2}}$ とする. このとき

(3.7) $W:= \frac{Y-\mu_{1}}{\sigma_{Y}}$

とおけば, $E(W)=0,$ $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(W)=1$ で Wの 3次, 4次の\yen \supset - ムラントは

$\kappa_{3}(W)=\frac{1}{\sigma_{Y}^{3}}(\mu_{3}-3\mu 1\mu_{2}+2\mu^{3}1)$ ,

$\kappa_{4}(W)=\frac{1}{\sigma_{Y}^{4}}(\mu_{4^{-4}}\mu 3\mu 1-3\mu^{2}2^{+12-6\mu_{1}^{4}}\mu 2\mu_{1}2)$
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になる. 従って (3.6) において Cornish-Fisher展開を用いて次のことを得る.

定理. $b_{2}$の分布の上側 100\alpha %点 $c=c_{\alpha}$は次の近似式から求められる.

(38) $- \frac{\mu_{1}}{\sigma_{Y}}=u_{\alpha}+\frac{1}{6}\kappa_{3}(W)(^{2}u_{\alpha}-1)$

$+ \frac{1}{24}\kappa_{4}(W)(u3\alpha-3u_{\alpha})-\frac{1}{36}\kappa^{2}(W)3(2u_{\alpha}^{3}-5u\alpha)+o(\frac{1}{n^{3}})$

ただし $u_{\alpha}$は標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ の上側 100\alpha %点とする.

系. $b_{2}$の分布の上側 100\alpha %点 c=c。の近似値は

(3.9) $\{\mu_{1}\sigma_{Y^{+}}^{2}\frac{1}{6}\sigma_{Y}^{3}\kappa 3(W)(u^{2}-\alpha 1)\}=\sigma_{Y\alpha}^{62}2u$

の解として得られる.

注意. $b_{2}$の分布の下側 100\alpha %点 $c=c_{1-\alpha}$の近似値は (3.8), (3.9) において\alpha を $1-\alpha$として得

ることができる.

4. 数値的検討

前節において求めた近似式 (3.9) を用い $k=2,4,6,8$ の場合に $b_{2}$の分布の上側 (下側)1%,

5%の値を計算する. その際 Pearson and $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}[\mathrm{P}\mathrm{H}76]$ において Pearson 系の分布への当
てはめによって 20(10)50, 75(25)200, 250, 300(100)1000, 2000の場合に $b_{2}$の分布の上側 (下

側)1%, 5%の値が与えられているので, それらを対象値として差を求める (表 1\sim 8). その結

果, $k=2$ の場合が比較的安定しているように見える.
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表 1. $b_{2}$の分布の上側パーセント点の値 $(k=2)$
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表 2. $b_{2}$の分布の下側パーセント点の値 $(k=2)$
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表 3. $b_{2}$の分布の上側パーセント点の値 $(k=4)$
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表 4. $b_{2}$の分布の下側パーセント点の値 $(k=4)$
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表 5. $b_{2}$の分布の上側パーセント点の値 $(k=6)$
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表 6. $b_{2}$の分布の下側パーセント点の値 $(k=6)$
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表 7. $b_{2}$の分布の上側パーセント点の値 $(k=8)$
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表 8. $b_{2}$の分布の下側パーセント点の値 $(k=8)$
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