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単位円 $\Delta=\{z:|z|\prec 1\}$ で正則な関数

$f(z)=z^{p}+ \mathrm{n}\sum_{=p+1}^{\infty}a_{n}Z^{n}$

の集合を $A(p)$ とする。

尾崎 [4, 定理 i の (五)] は次の定理牽証明した。

定理 A. $f(z)\in A(1)$ 力\searrow つ $\Delta$ で

$1+ \mathrm{R}\mathrm{e}.’\frac{zf^{J\mathrm{J}}(z)}{.f(z)}<\frac{3}{2}$

ならば、 $f(z)$ は \Delta で単葉である。
つぎに、 R.Singh と S.Singh [7, 定理 6] は、 定理 A を改良して次の定理を証明した。

$.\Xi$,理 B. $f(z)\in A(.1)$ かつ $\Delta$ で

$1+{\rm Re} \frac{zf^{u}(_{Z)}}{f(z)},<\frac{3}{2}$

ならば、 $f(z)$ は $\Delta$ で星型である。 .
すなわち、 $f(z)$ は $\Delta$ で単葉で $\Delta$ を原点に関して星型領域に写像する。
ところで、 この定理に関して、布川 $[3 \cdot]$ はさらに次の定理 $\mathrm{C}$ が成立するであろうこ

とを予想もた。

定理 C. $f(z)\in A(p)$ かっ $\Delta$ で

$1+{\rm Re} \frac{zf’(_{Z)}}{f(z)},’<p+\frac{1}{2}$

ならば、 $f(z)$ は $\Delta$ で $\mathrm{p}- \mathrm{v}\mathrm{a}\iota \mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}$ starlike ( $\mathrm{p}$葉星型) となる。
すなわち、 $z$ が原点を中心とする任意の円 $|z|=r(0<r<1)$ の上を正の方向に–周

すれば、 argf$(z)$ は恒に増加し、 $f(z)$ は原点の周りを $\mathrm{P}$ 回転する。
この定理 $\mathrm{C}$ は、 尾和 [5] によって証明された。
この小論文の目的は上記の定理に対応して有理型関数が星型となるための十分条件を

得ることである。
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$\Delta’=\{z:0<|z|<1\}$ で正則な関数

$g(z)= \frac{1}{z}+\sum_{n=}\infty 1b_{n^{Z}}n$

の集合を $B$ とする。
定理を証明するために次の予備定理を必要とする。

予備定理. $w(z)=W_{n}z+n.w_{n}.+1Z^{n}++1\ldots$ は $\Delta$ で正則とする。このとき、 $z_{0}=r_{0}e\theta$ ,
$0<r_{0}<1$ として

$|w(z\mathrm{o})|={\rm Max}|w(z.)|$

$|z|\leq r_{0}$

すなわち円周 $|z|=r_{0}$ の上で $|w(\dot{z.})|$ が $z=z_{\mathit{0}}$ で最大値をとるならは

$\frac{z_{0}w^{l}(z0)}{w(z\mathrm{o})}=m$

となる。
ただし、 $m$ は実数で $m\geq n$ である。
この定理は、 Jack [1], 福井と坂口 [6], Miller と Mocanu [2] によって得られて

いる。

定理 1. $g(z)\in B$ かつ $\Delta$’で

(1) $1+{\rm Re} \frac{zg’’(z)}{g(z)},>-\frac{3}{2}$

ならば $g(z)$ は \Delta で meromorphic starlike (有理型星型) である。
すなわち $g(z)$ は $\Delta$’で単葉であり $g(\Delta’)$ の補集合は原点に関して星型となる。さらに、

$z\in\Delta’$ ならは

$|1+ \frac{g(z)}{zg(z)},|\leq|z|^{2}$

が成立する。

証明. $w(z)$ を次のように定義する。

$\frac{zg’(_{Z)}}{g(z)}=-\frac{1}{1-w(z)}$ .

このとき、 $w(0)=1(0)=’ 0$ となり、 定理の仮定 (1) より、 $\Delta’$ で明らかに $j(z)\neq 0$

となるから $w(z)$ は $\Delta$ で正則である。
’

次に $\Delta$ で $|w(z)|<1$ であることを証明したい。
今、単位円 $\Delta$ の中にある点 zoが存在して、 $|z|<|z_{0}|$ ならば $|w(z)|<1$ かつ $|w(z_{\mathit{0}})|=1$

$(w(z_{\mathit{0}})=e^{:}\theta)$ ならば、 予備定理より、
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$\frac{z_{0}w(z\mathrm{o})}{w(z_{\mathit{0}})},=k\geq 2$

となる。
次の簡単な計算によって

${\rm Re}(1+ \frac{z_{0}g’\prime(z_{0})}{g’(z_{0})})$ $–$ ${\rm Re}( \frac{z_{0}w’(\cdot z_{0})}{1-w(z_{0})}-\frac{1}{1-w(z_{0})})$

$-$

$=$ ${\rm Re}( \frac{kw(z_{\mathit{0}})}{1-w(z_{\mathit{0}})}-\frac{1}{1-w(z_{0})})$

$=$
.

${\rm Re}( \frac{k(\cos\theta+i\sin\theta)}{(1-\cos\theta)-i\sin\theta}-\frac{1}{(1-\cos\theta)-i\sin\theta})$

$=$ $- \frac{1+k}{2}$

$\leq$ $- \frac{3}{2}$

を得る。
このことは、 (1) に反するので、 $\Delta$ で $|w(z)|<1$ となる。
従って、 $\Delta$ で

${\rm Re} \frac{zg’(z)}{g(z)}<-\frac{1}{2}<0$

ということがわかり、
さらに、 Schwarz の補題より

$|1+ \frac{g(z)}{zg(z)},|\leq|z\}^{2}$

を得る。
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