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1 導入と準備

$p(z),$ $q(\mathrm{z})$ を単位円板 $\mathrm{U}$ で解析的であるとする。 $w(\mathrm{O})=0$ かつ $|w(Z)|<1(z\in \mathrm{U})$ を満
たし, $p(z)=q(w(z))$ となるような解析関数 $w(z)$ が存在すれば, 関数 $\mathrm{p}(z)$ は $\mathrm{U}$ で $q(z)$

に subordinate であるという。 このとき, $p(z)\prec q(z)\text{または}p\prec q$ と書く。 $q(z)$ が $\mathrm{U}$ で

単葉ならば subordination $p\prec q$ は $p(0)=q.(\mathrm{o}),$ $p(\mathrm{U})\subset q(\mathrm{U})$ と同値である。

1986年の Mocanu [1] の On starhhkness of hhbera transform の補題を 2つ引用する。
これについて拡張を試み, また新たなの証明をつけた。

補題 $1.[1]$ 関数 $p(z)$ が単位円板 $\mathrm{U}$ で解析的で $p(\mathrm{O})=1$ で, かつ $\alpha>0$

(1.1) ${\rm Re}[zp’(Z)+\alpha p(z)1>0,$ $z\in \mathrm{U}$

ならば, ${\rm Re} p(z)>0,$ $z\in \mathrm{U}$ となる。

補題 $2.[1]$ 関数 $P(z)$ が単位円板 U で解析的で $P(\mathrm{O})=1$ で, かつ

(1.2) ${\rm Re}[zP^{\iota}(Z)+P(z)]>0,$ $z\in \mathrm{U}$

ならば, $|$ $\arg P(z)|<\frac{\pi}{\}$ , $z\in \mathrm{U}$ となる。

2 主な結果

定理の証明には, 次の $\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}[2]$ (または, Miller and Mocanu [3]) が必要である。

補題 3 関数 $w(z)$ を単位 11J板 $\mathrm{U}$ で解析的で $w(\mathrm{O})=0$ とする。 $|w(z)|$ が円
$\{|z|=r\}$ $(0\leq r<1)$ \vdash .の点 $z_{0}$ で最大値をとるとき,

(2.1) $\frac{z_{0}w^{l}(z_{0})}{w(z_{0})}=k\geq 1$

となる。
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定理. 関数 $p(z)$ が単位円板 $\mathrm{U}$ で解析的で $p(\mathrm{O})=1$ で, がっ

(2.2) ${\rm Re}[zp^{l}(\approx)+\alpha \mathrm{P}(z)]>\beta,$ $z\in \mathrm{U}$

ならば,
(2.3) ${\rm Re} p(Z)>\gamma,$ $z\in \mathrm{U}$

となる ( $,\backslash$ ただし, $\alpha,$ $\beta,$
$\gamma$ はすべて実数で, $\alpha>0$ ,

$\alpha>\beta,$ $\gamma<1f_{J^{1^{\vee}}y}$

(2.4) $\beta>-\frac{1-\gamma}{2}+\alpha\gamma$

を満たすものとする。

(証明) $p(\mathrm{O})=1,$ $\gamma<1$ より, $z=0$ の近傍では, ${\rm Re} p(z)>\gamma$ が成立している。
$\sigma=2\gamma-1$ と置けば,

(25) $p(z) \prec\frac{1-\sigma z}{1-\approx}$

が成 |Zする。 これは,

(2.6) $p(z)= \frac{1-\sigma w(Z)}{1-w(z)}$ $(w(z)\neq 1)$

と $:_{\mathfrak{l}}\mathrm{I}$ \iota |:けて, $w(z)$ は $\mathrm{U}$ で解析的で $w(0)=0,$ $|w(z)|<1$ である。 このとき,

${\rm Re} p(z)>\gamma,$ $z \in \mathrm{U}\Leftrightarrow p(z)=\frac{1-\sigma w(z)}{1-w(z)}$

が成、|/.する。
ここで (2.6) より,

$zp’(Z)$ $=$ $z \cdot\frac{w’(z)}{w(z)}\cdot\frac{w(z)(1-\sigma)}{(1-w(z))(1-\sigma w(z))}\cdot\frac{1-\sigma w(Z)}{1-w(z)}$

$(2.7)$ $=$ $\frac{zw’(z)}{w(z)}$ . $\frac{w(z)(1-\sigma)}{(1-w(Z))^{2}}$

を得る。今仮に, ある $z_{0}\in \mathrm{U}$ に対して,

${\rm Re} p(z)>\gamma,$ $|z|<|z_{0}|$ かつ ${\rm Re} p(z_{0})=\gamma$

とな,Jたとすると, $|w(z_{0)11}=, w(z_{0})=e^{i\theta}$ $(\theta\neq.0)$ と置け, 補題 3を使う。 (2.7) より,

$z_{0}p^{l}(Z_{0})$ $=$

’

$\frac{\sim 0^{w^{t}}(Z_{0})}{w(_{Z_{0}})}$ . $\frac{w(z_{0})(1-\sigma)}{(1-w(Z0))^{2}}$.

$=$ $k$. . $\frac{(1-.\sigma)e^{1}\theta}{1-2e1\theta+e2i\theta}$

.

$=$ $k \cdot\underline{1-\sigma}=k\cdot\frac{1-\gamma}{\cos-1}$

$2(\cos-1)$

. $1-\gamma$

(28) $\leq$

$-\overline{2}$
,
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よって,

${\rm Re}[z_{0}p’(z\mathrm{o})+\alpha p(Z0)]$ $=$ $z_{0}p^{l}(_{Z}0)+\alpha{\rm Re} p(Z_{0})$

(29) $\leq$ $- \frac{1-\gamma}{2}+\alpha\gamma<\beta$

とな.) て、 $z_{0}\in \mathrm{U}$ に対して, ${\rm Re}[z_{0}p^{i}(z_{0})+\alpha p(z_{0)}]<\beta$ が成立してこれは仮定に矛盾す
る。 よ,Jて, $\sim.0\sim\in \mathrm{U}$ は存在せず $|u’(\sim\sim.)|<1$ であり, すなわち, すべての $z\in \mathrm{U}$ に対して,

${\rm Re} p(\approx$. $)>\gamma$ が成立することが示された。口

定理で $\beta=0$ とおくと,

(2.10) $\gamma<\frac{1}{1+2\alpha}$ $(\alpha>0)$

$|$

$|$

を得, よって

系 1 関数 $p(z)$ が単位円板 U.で解析的で $p(\mathrm{O})=1$ で

(2.11) ${\rm Re}[zp^{l}(\approx)+\alpha p(Z)]>0$ , $z\in \mathrm{U}$

ならば,
(2.12) ${\rm Re} p(z)>\gamma,$ $z\in \mathrm{U}$

となる。 ただし,

(2.13) $\gamma<\frac{1}{1+2\alpha}$

を満たすものとする。

特に, $\gamma=0$ についても成立するから

系 2 補題 1が成立する。

次に, 補題 2の別証明を与える。

(補題 2の証明)
. 先ず, 補題 1より $z\in \mathrm{U}$ に対して, ${\rm Re}[zP^{l}(Z)+P(z)]>0$ なら,

${\rm Re} P(\approx)>0$ である。すなわち, $| \arg P(Z)|<\frac{\pi}{2}$ である。今, $|\arg P(Z)|<\gamma$ に対して,
$\gamma=\frac{\pi}{3}$ であることを示す。

$| \arg P(z)|<\frac{\pi}{2}$ だから,

(2.14) $P(z) \prec\frac{1-z}{1+z}$

と啓けるが 般的には,

(2.15) $P(z) \prec(\frac{1-z}{1+z})$
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と窪くと,

(2.16) $P(z)=( \frac{1-w(\approx)}{1+w(z)})^{\sigma}$

と書けて, $w(z)$ は $u$}(0) $=0,$ $|w(z)|<1$ が成 $\mathrm{t}j$. している。 この時,

$|\arg P(z)|$ $\leq$ $| \sigma\cdot\arg(\frac{1-w(z)}{1+w(z)})|$

$(2.17)$ $\leq$ $| \sigma|\cdot\frac{\pi}{2}=\gamma$

.

より, $| \sigma|\cdot\frac{\pi}{2}=\gamma$ ( $\sigma>0$ としてよい) を満たしている。ここで, (2.12) より,

(2.18) $\frac{P’(z)}{P(z)}=\sigma(\frac{-w’(z)}{1-w(z)}-\frac{w’(z)}{1+w(z)})$

’

となり, 今ある $z_{0}\in \mathrm{U}$ に対し, $|z|<|z_{0}|$ のとき $|\arg P(Z)|<\gamma$ かつ $|\arg P(z_{0})|=\gamma$ となっ
たとすると, $|w(Z_{0})|=1$ $(w(z_{0})=e^{:\theta}, \theta\neq\pi)$ とできて, 再び補題 3が使える。 よって
(2.12) 2: $|$),

(2.19) $P(z_{0})=( \frac{1-e^{i\theta}}{1+e^{i\theta}})^{\sigma}$

ゆえに,

$P(z_{0})+z_{0}P’(z_{0})$ $=$ $P(z_{0})(1+ \frac{z_{0}P^{l}(z_{0)}}{P(_{Z_{0}})})$

$=$ $P(_{Z_{0}}) \{1+\sim’ 0\sigma(\frac{-w’(_{Z_{0}})}{1-w(z_{0})}-\frac{w^{l}(Z_{0})}{1+w(Z0)})\}$

$=$ $P(z_{0})(1-k \sigma\frac{2w(z_{0})}{1-w^{2}(z_{0})})$

(2.20) $=$ $P(z_{0})(1- \frac{k\sigma}{\sin\theta}\dot{\iota})$

となる $0$
$1- \frac{k\sigma}{\sin\theta}i$ の偏角を $\beta$ と置くと, $\beta=\tan^{-1}(-\frac{k\sigma}{\sin\theta}),$ $|\arg[P(z_{0})+z_{0}P’(z_{0})1|=$

$| \gamma+\beta|<\frac{\pi}{2}$ $( \sigma>0, \frac{\pi}{2}\sigma=\gamma)$ でなければならない。ゆえに,

(2.21) $| \gamma+\tan-1\sigma|<\frac{\pi}{2}$ ,

となりこれは, $0< \gamma+\tan^{-1}\sigma<\frac{\pi}{2}$ であり, ( $2.17\rangle$ より,

$\frac{\pi}{2}\sigma+\tan^{-1}\sigma<\frac{\pi}{2}$

(2.22) $\Leftrightarrow$ $\sigma+\frac{2}{\pi}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{I}\iota^{-1}\sigma<1$ .

$(.2.16)\pi$ より, $0< \sigma<1,0<\gamma<\frac{\pi}{2}$ で, $\gamma<\frac{\pi}{\}$ であることがわかり,\mbox{\boldmath $\pi$} $=3.14 \frac{2}{\pi}=0.6$

, $\overline{2}=1.57$ として近似値を計算すると, (2.22) を満たす\mbox{\boldmath $\sigma$} は, $\sigma=0.65$ であり, これより
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$\gamma=1.02$ を得る。ゆえに. $\gamma=1.02<\frac{\pi}{3}=1.047$ となり. これは補題 2の結果を得ている。
ただし, この結果は sharp ではない。 sharp な結果を得ることは, 今後の課題である。 これ

で証明を終 J’する。口
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