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1 はじめに

本論文ではある完備な証券市場における証券の均衡価格系に関する比較静境を行う. いわゆる Arrow-
Debreu 証券を導入して状態価格を定義することにより, 下記の 2種の変化に対する証券の価格系の変化は
ある単調性を持つことを示す: (1) 市場の投資家の不確実性に関する共有確率信念 (common probabihstic
belief) が尤度比優位 (likelihood ratio dominance) の意味でシフトする場合; (2) 市場の投資家の Arrow-
Pratt の意味での危険回避性が変化する場合.

2 証券市場モデル

1期間の証券市場モデルを考える. 期末の市場の状態からなる有限集合 (標本空間) を

$\Omega=\{\omega_{1},\omega_{2}, \cdots,\omega_{n}\}$

とする. 市場には $n(=|\Omega|)$ 種の証券が存在するものとし,

$X_{i}$ $(: \Omegaarrow \mathcal{R}),$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 証券 $i$ の期末の価格 (配当) を表す確率変数

と定義し,

$x_{ij}$ $=$ $X_{i}(\omega_{j}),$ $\omega_{j}\in\Omega$ ,

$x_{i}$ $=$ $(x_{i1}, x_{i2}, \cdots, x_{in})^{\tau}$

と定義する. 混乱することなく, 証券 $i$ を ‘証券 $X_{i}’$ , あるいは ‘証券 $x_{i}$
’ と呼ぶこともある. さらに記法

の便宜上, n $\cross$ n-行列 $X$ と $n$ 次元確率ベクトル $X$ $(: \Omegaarrow \mathcal{R}^{n})$ を, それぞれ

$X$ $=$ $(x_{1},$$x_{2}\tau\tau,$ $\cdots,Tx_{n})^{\tau}$ ,

$X$ $=$ $(X_{1},X_{2}, \cdots,Xn)T$

で定義する.

仮定 2.1 (完備性) 市場は完備である, すなわち,

$\{x_{i} : i=1,2, \cdots, n\}$

は線形独立である (行列 $X$ は正則である). 口
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上記の仮定より, $x_{i},$ $i=1.’ 2,$ $\cdot.\cdot\cdot$.
$’ n$ は $arrow \mathcal{R}^{n}$ を張る, すなわち

span $\{x_{i} : i=1,2, \cdots, n\}=\{a^{T}X$ : $a\in \mathcal{R}^{n}\}=\mathcal{R}^{n}$ .

各状態 $\omega_{i}(i=1,2, \cdots, n)$ に対して,-状態条件付き請求権 (Arrow-Debreu 証券) $D_{i}$ を想定し,

$D_{i}(\omega_{j})=\delta ii--\{$
1, $j=i$
$0$ , $j\neq i$

$\omega_{j}\in\Omega$

とする. すなわち $D_{i}$ は期末において状町 $\omega_{i}$ が起こったときにのみ 1の配当を産む証券である. この
とき

$X_{i}= \sum_{j=1}^{n}x_{ij}D_{j}$

が成立する. いま, 証券 $D_{i}(i=1,2, \cdots, n)$ の期首の価格 (状態 $\omega_{i}$ の ‘状態価格’) を勉とする. このと
き証券 $X_{i}(i=1,2, \cdots, n)$ の期首の価格を $q_{i}$ とすると, 価格系の線形性より, .

$q_{i}= \sum_{i=1}$ xijpj, $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (2.1)

が成立する. いま, 2つの価格ベクトル

$p$ $=$ $(p1,p2, \cdots,p_{n})T$ ,

$q$ $=$ $(q_{1},q2, \cdots, qn)\tau$

を定義すれば, 式 (2.1) tは, ベクトルー行列形式で,

$q=Xp(p=X^{-1}q)$

と表される.
さて, 証券市場には $m$ 人 $(m\geq 1)$ の投資家が存在し, 投資家 $i(=1,2, \cdots, m)$ は順序組 ( $u_{i}$ ,eので

規定される, ただし

$u_{i}$ $(: \mathcal{R}arrow \mathcal{R})$ : 投資家 $i$ の期末の消費に対する von Neumann-Morgenstern $(\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M})$ 効用関数,

$e_{ij},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 投資家 $i$ の期末の状態 $\omega_{j}$ における消費に対する初期賦存量

であり,
$e_{i}=(e_{i}1, e_{i}2, \cdots, ein)\tau_{\in \mathcal{R}^{n}}$

と定義される. また, 便宜上, 確率変数 $E_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ を

$E_{i}(\omega_{j})=e_{ij},$ $\omega_{j}\in\Omega$

と定義する. さらに, すべての投資家について総和を取って,

$e$ $=$ $\sum_{i=1}^{m}e_{i}\in \mathcal{R}_{++}^{n}$ ,

$E$ $=$ $\sum_{i=1}^{m}E_{i}(:\Omegaarrow \mathcal{R}_{++})$

を定義する.
すべての投資家は, 期末の市場の状態に関する不確実性について, 同–の確率的評価を持っており,
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$\pi_{\mathrm{i}}=P(\{\omega_{i}\})$ $(>0),$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 状態 $\omega_{i}$ に対する市場の共有確率信念 (common probabilistic
befief)

と定義し,
$\pi=(\pi_{1}, T_{2}, \cdots, \pi n)^{\tau}\in\triangle^{n}$

と定義する, ただし $\triangle^{n}$ は $n$ 次元確率分布ベクトルの全体からなる集合である, すなわち,

$\triangle^{n}=\{\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha)^{Tn}n\in \mathcal{R}$ : $\alpha_{i}\geq 0$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ ; $\sum_{i=1}^{n}.\cdot\alpha_{i}=1\}$ .

投資家 $i$ の最適化問題は, 決定変数として

$a_{ij},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 証券 $X_{j}$ の購入 : 売却枚数

からなる $\ovalbox{\tt\small REJECT}+_{\backslash }-$ トフォリオ
$a_{i}=(a_{i1,i2}a, \cdots, ain)^{T}\in \mathcal{R}^{n}$

を持つ, 次の数理計画問題として表すことができる:

$(\mathrm{P}\mathrm{S}1)$

maximize $E_{\pi}[u_{i}(E_{i}+ \sum_{k=1}^{n}aikX_{k})]=\sum_{j=1}^{n}\pi_{j}u_{i}(e_{ij}+\sum_{k=1}^{n}a_{ik}X_{kj)}$

subject to $\sum_{j=1}^{n}a_{i}jq_{j}\leq 0$ ,

ただし

$E_{\pi}$ : $\pi=(\pi_{1}, \pi_{2}, \cdots, Tn)^{\tau}$ による期待値

である.
仮定 2.1より, 市場は完備であるから, 決定変数として

$b_{i}=(bi1, bi2, \cdots, bin)\tau\in \mathcal{R}n$

を持つ, $(\mathrm{P}\mathrm{S}1)i$ と等価な数理計画問題として,

$(\mathrm{P}\mathrm{S}2)$

maximize $E_{\pi}[u_{i}(E_{i}+ \sum_{k=1}^{n}b_{ikk}D)]--\sum_{j=1}\pi_{j}nui(e_{ij}+b_{ij})$

subject to $\sum_{j=1}^{n}$ bijpj $\leq 0$

を得る, ただし

$b_{ij},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 状態条件付き請求権 $D_{j}$ の購入売却枚数

である.
あるいは

$c_{\mathrm{i}j}=e_{ij}+b_{ij},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ : 期末の状態 $\omega_{j}$ における消費量

として

$(\mathrm{P}\mathrm{S}3)$

maximize $E \pi[u_{i}(C_{i})]=\sum_{j=1}^{n}\pi_{j}u_{i}(c_{ij})$

subject to $\sum_{j=1}^{n}Cijp_{j}\leq\sum_{i=1}^{n}$ eijpj

を得る, ただし
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Ci $(\Omegaarrow \mathcal{R})$ : 期末の消費量を表す確率変数

であり,
$C_{i}(\omega_{j})=C_{i}j,$ $\omega_{j}\in\Omega$

で定義される. また便宜上, 消費計画を

$c_{i}=(c_{i1}, ci2, \cdots, Cin)\tau\in \mathcal{R}n$

と定義する.
以上から, 証券市場モデルは順序組

$(((u_{i},e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$ $m),$ $\pi,X)$

により記述される.

3 均衡価格系

定義 31(均衡) 証券市場モデル $(((u_{i}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$ $m),$ $\pi,$ $X)..\text{における均衡_{とは}}$ , 各投資家 $i(=$

$1,2,$ $\cdots,$ $m)$ のポートフォリオ $a_{i}$ と証券の価格系 $q$ との順序組 :
$((a_{i}; i=1,2, \cdot\cdot\cdot, , m),q)$

で, 以下の 2条件を満たすものを言う :

(C1) 証券の価格系 $q$ を所与とすると, 各投資家 $i(=1,2, \cdots, m)$ のポートフォリオ $a_{i}$ は数理計画問
題 $(\mathrm{P}\mathrm{S}1)i$ の最適解である,

(C2) $\sum_{i=1}^{7n}ai=0$ . $\square$

あるいは, $(\mathrm{P}\mathrm{S}1)i$ と等価な数理計画問題 $(\mathrm{P}\mathrm{S}3)i$ に基づけば:

定義 32(均衡) 証券市場モデル $(((u_{i}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots.m)\ovalbox{\tt\small REJECT}’\pi,$ $X)$ における均衡とは, 各投資家 $i(=$

$1,2,$ $\cdots,$ $m)$ の消費計画 $C_{i}$ と状態価格系 $P$ との順序組

$((C_{i;i=}1,2, \cdots, m),p)$

で, 以下の 2条件を満たすものを言う :

(C1’) 状態価格系 $P$ を所与とすると, 各投資家 $i(=1,2, \cdots, m)$ の消費計画 $c_{i}$ は数理計画問題 $(\mathrm{P}\mathrm{S}3)i$

の最適解である, .

(C2’) $\sum_{i=1}^{m}C_{i}=e$ . $\square$

定義 33(実行可能消費配分) 証券市場モデル $(((u_{i}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$ $m),$ $\pi,$ $x)$ における消費配分

$(c_{i}; i=1,2, \cdots, m)\in(\mathcal{R}^{n})^{m}$

が実行可能とは,

$\sum_{i=1}$
$ci\leq e$ (3.1)

を満たす場合を言う $\square$
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定義 3.4 (Pareto 効率的消費配分) 証券市場モデル $(((u_{i}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$
$m)^{-},$ $\pi,$ $x)$ における実行可

能消費配分 (ci; $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ) $\in(\mathcal{R}^{n})^{m}$ が Pareto 効率的であるとは, 次の条件を満たす他の実行可能

消費配分 $(c_{i}^{;}; i=1,2, \cdots, m)\in(\mathcal{R}^{n})^{m}$ が存在しない場合を言う : すべての投資家 $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ に対

して,

$. \sum_{j=1}^{n}\pi jui(c_{ii}’)\geq\sum_{j=1}^{n}.\pi_{ji}u(c_{i}i)$ , (3.2)

が成立し, さらに, ある投資家 $i(=1,2, \cdots, m)$ に対しては,

$\sum_{j=1}^{n}.\pi jui(c_{i}’j.)>.\sum_{j=1}^{n}\pi_{j}ui(c_{ij})$ (3.3)

が成り立つ. $\text{口}$

本論文では市場の完備性を仮定しているので (仮定 2.1), 次に述べる厚生経済学の第 1定理が成立
する.

定理 31(厚生経済学の第 1定理) $((Ci;i=1,2, \cdots, m),p)$ を証券市場モデル $(((u_{i}, ei);i=1,2,$ $\cdots,$ $m)$ ,
$\pi.’ X)$ の均衡であるとする. このとき, 各投資家 $i(=1,2, \cdots, m)$ の消費計画 $c_{i}$ からなる消費配分

(ci; $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ) $\in(\mathcal{R}^{n})^{m}$ は Pareto 効率的である $\square$

いま, 投資家の重みづけベクトル

$w=(w_{1}, w_{2}, \cdots, wm)^{T}\in \mathcal{R}_{+}^{m}$

に対して, (効用) 関数 $u_{w}$ $(: \mathcal{R}arrow \mathcal{R})$ を

$u_{w}(y)= \sup\{\sum_{i=1}^{m}w_{i}u_{i}(X_{i}):\sum_{=i1}x_{i}m\leq y\}$ , $y\in \mathcal{R}$ (3.4)

で定義する. .

各投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u_{i},$ $i–1,2,$ $\cdots,$ $m$ が単調増加な凹関数であれば, 任意の重みづけベク
トル $w=(w_{1}, w_{2,m}\ldots, w)^{\tau}\in \mathcal{R}_{+}^{m}$ に対して, (効用) 関数 $u_{w}$ もまた単調増加な凹関数である.
上述の厚生経済学の第 1定理からの帰結として, 次の定理を得る.

定理 32 $((c_{i}; i=1,2, \cdots, m), p)$ を証券市場モデル $(((u_{\mathrm{i}}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$ $m),$ $\pi,$ $X)$ の均衡であるとす

る. このとき, ある重みづけベクトル $w=(w_{1}, w2, \cdots, w_{m})^{T}\in \mathcal{R}_{+}^{m}$ が存在して, $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u_{w}$ ,
初期賦存量 $e(= \sum_{i=1}^{m}e_{i})$ を持つただ 1入の投資家からなる証券市場モデル

$((uw,e),$ $\pi,X)$

において, $(e,p)$ は均衡を与える $\square$

この定理から $((c_{i}; i=1,2, \cdots, m), p)$ を証券市場モデル $(((u_{i}, e_{i});i=1,2,$ $\cdots,$ $m),$ $\pi,$ $x)$ の均衡で

あるとすると; ある重みづけベクトル $w=(w_{1}, w_{2,m}\ldots, w)^{\tau}\in \mathcal{R}_{+}^{m}$ が存在して, 状態価格系 $P$ を所与と

すると, 消費計画 $c=(c_{1}, c_{2}, \cdots, cn)T=e$ は, $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u_{w}$ , 初期賦存量 $e$ を持つ投資家 $(u_{w}, e)$

の次の最適化問題の最適解でなければならない (条件 $\mathrm{C}2’$ ):

$(^{\mathrm{p}\mathrm{s}3})|^{\max_{\mathrm{S}\mathrm{u}}}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}_{\mathrm{Z}}\mathrm{e}$ $j=1 \sum_{j=1}\pi_{j}u_{i}w\sum^{n}Cnjp\leq.(Cj=\sum_{1}^{i}n)e_{j}p_{j}$

.
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以下では, 簡単のため,
$u=u_{w}$

と表し, 投資家 $(u,e)$ を市場の統合的投資家 (aggregated investor) と呼ぶことにする.

仮定 31市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ $(: \mathcal{R}arrow \mathcal{R})$ は 2階微分可能であり, .
$u’>0$ ; $u”\leq 0$ ,

ただし $u’,$ $u”$ は, それぞれ $u$ の 1階および 2階導関数である 口

均衡における状態価格系 $p$ を, 統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ と市場の共有確率信念 $\pi$ で特徴
づけるために, 上記の数理計画問題の最適性の条件を吟味する.
一般性を失うことなく,

$e_{1}\leq e_{2}\leq\cdots\leq e_{n}$ (3.5)

と状態が番号付けられているものとする. すなわち, より番号の大きい状態が起こる方が市場にとっては
より好ましい. このとき, $u”\leq 0$ より, ..

$u’(e_{1})\geq u’(e_{2})\geq\cdots\geq u’(e_{n})(>0)$ (3.6)

が成立することに注意する.
同じく, $u”\leq 0$ より, 数理計画問題 $(\mathrm{P}\mathrm{S}3)$ は凸計画問題となっている.
いま,

$c=(_{C_{1},C}2, \cdot \mathrm{c}\cdot, cn)^{T}\in \mathcal{R}^{n}$

とし, $(\mathrm{P}\mathrm{S}3)$ に対する Lagrange 関数を

$L(c; \lambda)=\sum\pi_{j}u(Cj=n1)j-\lambda\{\sum_{j=1}^{n}cjpj-\sum_{j=1}^{n}e_{jpj}\},$ $c\in \mathcal{R}^{n}$ , $\lambda\in \mathcal{R}_{+}$ (3.7)

と定義すると, 問題 ($..\mathrm{P}$ S3) に対する最適性の必要十分条件として, 以下の $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{h}-\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{h}\mathrm{n}$ -Tucker 条件を
得る :

$\partial L$

$\overline{\partial \mathrm{c}_{i}}(c;\lambda)$
$=$ $\pi_{i}u’(c_{i})-\lambda p_{i}=0,$ $- i=1,2,\cdot,$$n-.\cdot\cdot$ , (3.8)

$\frac{\partial\overline{L}}{\partial\lambda}(c;\lambda)$

$=$ $- \{\sum_{j=1}cipi-\sum e_{ipi}n$. $j=1n\}\geq 0$ , (3.9)

$\lambda\geq 0$ , (3.10)

$\lambda\{\sum_{j=1}^{n}c_{jp}j-\sum_{j=1}e_{jpj}n\}=0$ . (3.11)

消費計画 $c=e$ は上の最適性条件を満たさなければならないので, 式 (3.8) に代入して,

$\pi_{i}u’(e_{i})-\lambda p_{i}=0,$
. $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (3.12)

を得る. 仮定から
$\pi_{i}>0$ ; $u’(e_{i})>0$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$

であるから,
$\lambda>0$
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である, したがって

$p_{i}= \frac{\pi_{i}u’(e_{i})}{\lambda}$ (3.13)

を得る. .

状態価格系 $p=(P1,P2, \cdots,pn)T$ には正の乗数分の任意性があるため, 正規化条件として,

$\sum_{i=1}$
$eipi=1$ (3.14)

を設ければ, 式 (3.13) の両辺に $e_{i}$ を乗じて総和を取り,

$1= \sum_{1i=}^{n}e_{i}p_{i}=\frac{1}{\lambda}\sum_{i=1}^{n}Ti\{e_{i}u’(ei)\}$

を得る. したがって

$\lambda=\sum_{i=1}T_{i}\{e_{i}u’(e_{i})\}$ (3.15)

を得る.
以上を定理の形でまとめれば:

定理 33均衡における状態価格系 $p=(p_{1},p_{2}, \cdots,pn)T$ は次の関係式を満足する:

$p_{i}= \frac{\pi_{i}u’(e_{i})}{n}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ . (3.16)
$\sum_{k=1}\pi_{k}$ teku $(e_{k})\}$

口

上記の定理から, 下記の系が直接的に得られる.

系 31
$R=$ [安全資産の無危険利子率]+1 $=GHM_{\pi[;u1}E‘$ , (3.17)

ただし
$E(\omega_{i})=e_{i}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$

は期末の市場の総消費量を表す確率変数であり, $GHM_{\pi}[E;u’]$ は確率変数 $E$ の市場の統合的投資家の
限界効用関数 $u’$ に関する –般化調和平均 (Generahized Harmonic Mean) で, 次式で定義される :

$\sum\pi_{k}\mathrm{t}e_{k}u’(e_{k})\}$

$GHM_{\pi}[E;u^{;}]= \frac{E_{\pi}[Eu’(E)]}{E_{\pi}[u(E)]},=k=1$ (3.18)
$\sum_{i=1}^{n}T_{i}u’(ei)$

口

系 31は “[安全資産の無危険利子率]+1は期末の市場の総消費量の–般化調和平均である” ことを
述べている.
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4 市場の共有確率信念の与える影響

本節では,. 市場に存在する証券の種類とその期末の価格 (配当), すなわち $X$ に変化が無く,. 各投資家 $i(=1,2, \cdots, M)$ の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u_{i}$ と初期賦存量 $e_{i}$ に変化が無く,

したがって. 市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ と初期賦存量 $e=(e_{1}, e_{2,n}\ldots, e)^{\tau}$ に変化が無い

ものと仮定して, 証券市場の共有確率信念 $\pi$ が均衡における状態価格系 $P$ に与える影響を調べる.
そのために 2, 3の準備が必要である. ’

定義 41(尤度比優位)

$\alpha^{j}=(^{jj..j}\alpha_{1},$$\alpha_{2},\cdot,$
$\alpha_{n})^{\tau}\in\triangle^{n},$ $j=1,2$

を $\Omega$ 上の 2つの確率分布 ( $n$ 次元確率分布ベクトル) とする. $\alpha_{i}^{J}$ が $i$ と $j$ に関して $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ (Totally
Positive of order 2), すなわち : .. $\cdot$ .. $\cdot$

$\alpha_{i}^{2}\alpha_{i}^{1}$ $\alpha_{k}^{2}\alpha_{k}^{1}|\geq 0$ , $1\leq i\leq k\leq n$ (4.1)

が成立するとき, $\alpha^{2}$ は $\alpha^{1}$ より, 尤度比優位 (Likelihood Ratio Dominance) の意味で大きいと言い,

$\alpha^{1}\leq_{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ (4.2)

と書く. $\text{口}$

不等式 (4.1) は

$\frac{\alpha_{i}^{2}}{\alpha_{i}^{1}}$ か s に関して単調増加 (4.3)

であることと等価であることに注意する 1

注 41期末における市場の状態に関する ‘事前’ の市場の投資家の共有確率信念を

$\nu=(\nu(\omega_{1}), \nu(\omega 2),$
$\cdots,$

$\mathcal{U}(\omega_{n}))^{T}\in\triangle n$

としよう. いま, 市場が開かれる前に, 期末における市場の状態 $\omega\in\Omega$ に関する ‘知らせ (news)’

$\theta\in\Theta=\{\theta^{1}, \theta 2, \cdots, \theta^{h}\}\subset \mathcal{R}$ (4.4)

が確率 $p(\theta|\omega)$ で流れるものとし, その確率分布族

$\{$ $(p(\theta^{1}|\omega i),p(\theta^{2}|\omega_{i}),$
$\cdots,$

$p(\theta^{h}|\omega i))^{\tau}$ : $i=1,2,$ $\cdots,$ $n\}$

は市場の投資家の共有情報であるものとする.
知らせ $\theta\in\Theta$ が流れたという条件のもとでの ‘事後’ の市場の投資家の条件付き共有確率信念

$\nu(\theta)=(_{\mathcal{U}(}\omega_{1}|\theta),$ $\mathcal{U}(\omega_{2}|\theta),$
$\cdots,$

$\mathcal{U}(\omega n|\theta))^{\tau}\in\Delta^{n}$ . (4.5)
1本論文では ‘増力W, ‘減少’ を ‘弱い’ 意味で用いる, すなわち ‘増加’ は非減少を, ‘減少’ は非増加を意味するものとする.
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は, Bayes の公式を用いれば,

$\nu(\omega_{i}|\theta)=\frac{\nu(\omega_{i})p(\theta|\omega i)}{n}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (46)

$\sum_{k=1}\nu(\omega_{k})p(\theta|\omega_{k})$

となる.

いま, 確率分布族
$\{(p(\theta^{1}|\omega i),p(\theta^{2}|\omega i),$ $\cdots,p(\theta^{h}|\omega i))$ : $i=1,2,$ $\cdots,$ $n\}$

, $\cdot$

が単調尤度比 (monotone likelihood ratio) を持つ, すなわち $p(\theta^{k}|\omega_{i})$ が $k$ と $i$ に関して $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ :

$\geq 0$ , $11\leq\leq i\leq j\leq nk\leq\iota\leq h$ (4.7)

であるとものとする.. このとき ‘悪い知らせ (bad news)’ $\theta^{k}$ と ‘良い知らせ (good news)’ $\theta^{l}(1\leq k\leq l\leq h)$

が流れた場合の ‘事後’ の市場の条件付き共有確率信念 $\nu(\theta^{k}),$ $\nu(\theta^{l})$ の間には尤度比優位の意味での順序:

$\nu(\theta^{k})\leq \mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{D}\nu(\theta\iota_{)}$ (4.8)

が成立する (Whitt [21], Milgrom [15] を参照). $\square$

定義 42(1次の確率優位)

$\alpha^{j}=(\alpha_{1}^{j},$ $\alpha_{2n}^{j},$
$\cdots,$

$\alpha^{i})^{\tau}\in\Delta^{n},$ $j=1,2$

を $\Omega$ 上の 2つの確率分布 ( $n$ 次元確率分布ベクトル) とする.

$\sum_{i=k}^{n}\alpha_{i}^{1}\leq\sum_{ki=}^{n}\alpha_{i}^{2}$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (4.9)

が成立するとき, $\alpha^{2}$ は $\alpha^{1}$ より, 1次の確率優位 (First order Stochastic Dominance) の意味で大きい
と言い,

$\alpha^{1}\leq_{\mathrm{F}\mathrm{S}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ (4.10)

と書く $\square$

下記の定理の内容は確率優位 (確率順序) の理論において良く知られている (例えば Kijima and
Ohnishi [12], Shaked and Shanthikumar [20] $)$ .
定理 41

$\alpha^{j}=(\alpha_{1’ 2}^{jj}\alpha,$
$\cdots,$

$\alpha)jnT,$ $j=1,2$

を $\Omega$ 上の 2つの確率分布 ( $n$ 次元確率分布ベクトル) とする. このとき以下が成立する:

1 . $\alpha^{1}\leq_{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ ならば $\alpha^{1}\leq_{\mathrm{F}\mathrm{S}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ .

2 . $\alpha^{1}\leq_{\mathrm{F}\mathrm{S}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ が成立するための必要十分条件は, 単調増加な要素を持つ $n$ 次元ベクトル

$f=(f_{1}, f2, \cdots, f_{n})^{T}$ $(f_{1}\leq f_{2}\leq\cdots\leq f_{n})$

のすべてに対して,
$n$ $n$ ゆ

$\sum_{i=1}\alpha_{i}1f_{i}\leq\sum_{i=k}\alpha_{i}2f_{i}$
(4.11)

が成立することである 口
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上記の定理の 1. と 2. を考え合わせれば, $\alpha^{1}\leq_{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{D}}\alpha^{2}$ ならば, 単調増加な要素を持つ $n$ 次元ベク
.

トル
$f=(f_{1}, f_{2}, \cdots, f_{n})^{T}$ $(f_{1}\leq f_{2}\leq\cdots\leq f_{n})$

のすべてに対して,
$n$ $n$

$\sum_{i=1}\alpha_{i}1f_{i}\leq\sum_{i=k}\alpha_{i}2f_{i}$
(4.12)

が成立する. .

さて簡単のため, 証券 $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ とそれらから構成さ募る証券ポートフォリオを代表して,

$X$ $(: \Omegaarrow \mathcal{R})$ : ある証券ポートフォリオの期末の価格 (配当) を表す確率変数

とし,

$x_{i}$ $–$ $X(\omega_{i}),$ $\omega_{i}\in\Omega$ ,
$x$ $=$ $(X_{1}, x_{2}, \cdots,x)nT$

と表し, その期首の価格を $q$ で表すことにする.

定理 42

1 もし
$x_{1}\leq x_{2}\leq\cdots\leq x_{n}$ (4.13)

ならば,
$q \leq\frac{1}{R}E_{\pi}[X]$ ; (4.14)

2. 逆に
$x_{1}\geq x_{2}\geq\cdots\geq x_{n}$ (4.15)

ならば,
$q \geq\frac{1}{R}E_{\pi}[X]$ (4.16)

が成立する. 口

式 (4.14), (4.16) において,

$E_{\pi}[X]-qR=q \{E_{\pi}[\frac{X}{q}]-R\}$ (4.17)

は証券ポートフォリオの期待超過収益と同じ符号を持つことに注意すれば, 定理 42は “市場の期末の総
消費量と ‘正 (負) に連動する’ 収益を持つ証券ポートフォリオの期待超過収益は正 (負) である” ことを
述べている.
いま, 共有確率信念 $\pi$ として 2種 $\pi^{j},$ $j=1_{;}2$ を考え, それらに対応する $p=$ $(p_{1},p_{2}, \cdots ,p_{n})^{T},$

$q$ ,
$R$ を, それぞれ $p^{\uparrow}=(^{ji}P_{1},P2’\cdots,d)^{T},$ $q^{j},$ $R^{j},$ $j=1,2$ で表すことにする.

定理 43市場の共有確率信念 $\pi$ が, 尤度比優位の意味で大き \langle なれば, 安全資産の期首の価格は減少す
る, したがってその無危険利子率は増加する, すなわち

$\pi^{1}\leq_{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{D}}\pi^{2}$ ならば $R^{1}\leq R^{2}$ . (4.18)

口
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定理 44
$\pi^{1}\leq_{\mathrm{L}^{-}\mathrm{R}\mathrm{D}}\pi^{2}$ (4.19)

と仮定する.

1 もし
$x_{1}\leq x_{2}\leq\cdot\cdot-$. $\leq x_{n}$ (4.20)

ならば,
$q^{1}R^{1}\leq q^{2}R^{2}$ ; (4.21)

2. 逆に
$x_{1}\geq x_{2}\geq\cdot\cdot:\geq x_{n}$ (4.22)

ならば,
$q^{1}R^{1}\geq q^{2}R^{2}$ , (4.23)

が成立する 口

定理 44は “市場の共有確率信念 $\pi$ が尤度比優位の意味で大き \langle なれば, 市場の期末の総消費量と
‘正 (負) に連動する’期末の価格 (配当) を持つ証券ポートフォリオの, 安全資産を num\’eraire とする期
首の価格は増加 (減少) する” ことを述べている. ..

5 市場の危険回避性の与える影響

本節では, 前節とは異なり. 市場に存在する証券の種類とその期末の価格 (配当), すなわち $X$ に変化が無く,. 証券市場の共有確率信念 $\pi=(\pi_{1}, \pi_{2,n}\ldots, \pi)^{\tau}$ に変化が無 $\langle$ ,. 各投資家 $i(=1,2, \cdots, M)$ の初期賦存量 $e_{i}$ に変化が無 $\langle$ ,

したがって,. 市場の統合的投資家の初期賦存量 $e=(e_{1}, e_{2,n}\ldots, e)^{\tau}$ に変化が無い

ものと仮定して, 市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ が均衡における状態価格系 $P$ に与える影響
を調べる.
そのために以下の準備が必要である.

定義 5.1 (Arrow-Pratt の危険回避性の順序) $u^{J},$ $j=1,2$ を, $\mathcal{R}$ の共通の部分集合上で定義された危
険回避的 $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数とする.

$\frac{u^{1\prime\prime}(x)}{u^{1J}(x)}\geq-\frac{u^{2\prime\prime}(x)}{u^{2;}(x)},$ $\forall x$ (5.1)

が成立するとき, $u^{1}$ は $u^{2}$ より, Arrow-Pratt の意味で, より危険回避的であると言い,

$u^{1}\geq_{\mathrm{R}\mathrm{A}}u^{2}$ (5.2)

と書く, ただし $u^{j;}(>0),$ $u^{j\prime\prime}(\leq 0),$ $j=1,2$ は, それぞれ $u^{j}$ の 1階および 2階導関数である. $\square$
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式 (5.1) と同値な条件は,

$\geq 0$ , $x\leq y$ , (5.3)

すなわち $u^{i\prime}(x)$ が $j$ と $x$ に関して $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ となることである (Jewitt $[6, 7]$ , Kijima and Ohnishi [11] を
参照). さらにこの条件は下記とも等価である:

$\frac{u^{2\prime}(x)}{u^{1}(x)}$, が $x$ に関して単調増加. (5.4)

いま, 市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ として 2種 $u^{j},$ $j=1,2$ を考え, それらに対応する
$p=(p_{1},p2, \cdots,p_{n})T,$ $q,$ $R$ を, それぞれ $p^{i}=(p_{1}^{j},P_{2}\dot{j},$ $\cdots,\dot{\mu}_{n})\tau,jq^{j},$$R,$ $i=1,2$ で表すことにする.

定理 5.1市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ が, Arrow-Pratt の意味で, より危険回避的になれ
ば, 安全資産の期首の価格は増加する, したがってその無危険利子率は減少する, すなわち

$u^{1}\geq_{\mathrm{R}\mathrm{A}}u^{2}$ ならば $R^{1}\leq R^{2}$ . (5.5)

口

定理 5.2
$u^{1}\geq_{\mathrm{R}\mathrm{A}}u^{2}$ (5.6)

.
と仮定する. . , .

1 もし
$x_{1}\leq x_{2}\leq\cdots\leq x_{n}$ (5.7)

ならば,
$q^{1}R^{1}\leq q^{2}R^{2}$ ; (5.8)

2. 逆に
$x_{1}\geq x_{2}\geq\cdots\geq x_{n}$ (5.9)

ならば,
$q^{1}R^{1}\geq q^{2}R^{2}$ (5.10)

が成立する 口

定理 52は “市場の統合的投資家の $\mathrm{v}\mathrm{N}-\mathrm{M}$ 効用関数 $u$ が, Arrow-Pratt の意味で, より危険回避的
になれば, 市場の期末の総消^ ‘量と ‘正 (負) に連動する’期末の価格 $(\text{配^{}\backslash }\text{当}\prime)$

$\text{を持_{つ}証券_{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}7$.‘-
$\circ$

一トフオリオ
の, 安全資産を $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\acute{\mathrm{e}}\mathrm{r}\mathrm{a}\dot{\mathrm{i}}\mathrm{r}\mathrm{e}$ とする期首の価格は減少 (増加) する” ことを述べてい攻

6 おわりに

本論文では, 市場の完備性を仮定して, 市場の投資家がただ 1人の統合的投資家に統合化できるもの
とすることで, 比較静学分析を簡単化している. しかしながら市場における投資家の共有確率信念, ある
いは各投資家の危険回避性の変化が, 市場の統合的投資家の危険回避性にどのような変化をもたらすか
についての考察は不十分であった. これらの研究については今後の課題としたい.
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