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1 序
$R^{1}\cross R^{d}$ 上のほとんど至るところ正の関数 $\rho(s, x)$ と対称な関数族 $(a_{ij}(S, X))$ で $0<\lambda(T)\leq$

$\Lambda(T)<\infty$ なる数が存在して

$\lambda(T)|\xi|^{2}$

.

$. \leq\sum_{i,j=1}^{d}aij..(S, X)\xi i\xi_{j}\leq\Lambda(T)|\xi|^{2},\forall s\in[0, T.],$
$\xi=(\xi_{i}.)\in R^{d}$

を満足するものに対して、次のような作用素

$\mathcal{G}^{\rho,s}u(_{S,X)} = \sum_{i,j=1}^{d}\frac{1}{\rho^{2}(s,x)}\frac{\partial}{\partial x_{i}}(\rho^{2}(S,X)a_{ij(s,X)}\frac{\partial u}{\partial x_{j}}\mathrm{I}$ , (1)

$\hat{\mathcal{G}}^{\rho,s}v(_{S}, X)$ $=$ $\sum_{i,j=1}^{d}\frac{1}{\rho^{2}(s,x)}\frac{\partial}{\partial x_{i}}(\rho^{2}(s, x)a_{ij(s,X)}\frac{\partial v}{\partial x_{j}}\mathrm{I}-\frac{\partial\log\rho}{\partial s}v$ (2)

を考える。 $m_{s}(dx)=\rho^{2}(S, x)dx,$ $d\nu\rho(s, X)=m_{s}(dX)dS$ とおくと、形式的に

$\mathcal{E}^{\rho}(u, v)$ $\equiv$ $-( \frac{\partial u}{\partial s}+\mathcal{G}^{\rho}’ Su, v)\nu\rho=-(u, -\frac{\partial u}{\partial s}+\hat{\mathcal{G}}\rho,sv)_{\nu}\rho$

$=$ $- \int_{R^{1}}(\frac{\partial u}{\partial s},$ $v(s, \cdot))msdS+\int_{R^{1}}E^{\beta,S}(u(S, \cdot),$ $v(s, \cdot))ds$ , (3)

と書ける、但し

$E^{\rho}’ S( \phi, \psi)=,\sum_{=ij1}d\int R^{d}\rho 2(S, X)ai_{J}’(S,X)\frac{\partial\phi}{\partial x_{i}}\frac{\partial\psi}{\partial x_{j}}dX$ , $\phi,$ $\psi\in c_{0}\infty(R^{d})$ . (4)

マルコフ過程の組 $\mathrm{M}^{\rho}=(X_{t}, P^{\rho}(s,x)),\hat{\mathrm{M}}\rho=(\hat{X}_{t},\hat{P}_{(,x)}^{\rho_{S}})$があって、その推移確率の組〆 $(s, x;t, dy)_{\text{、}}$

$\hat{p}^{\rho}(t, y;s, dx)$ が $(\mathcal{G}^{(s)},\hat{\mathcal{G}}^{()}s)$ に対応する、即ち

$\frac{\partial}{\partial s}p^{\rho}(s,x;t, \psi)=-\mathcal{G}^{\rho,s}p^{\rho}(s, x;t,\psi)$ , $\lim_{s\uparrow t}p(\rho xs,;t, \psi)=\psi(X),$ $a.e$ .

$\frac{\partial}{\partial s}\hat{p}^{\rho}(t, y;s, \varphi)=\hat{\mathcal{G}}^{\rho}’ \mathit{8}\hat{p}(\rho t, y;s, \varphi)$, $\lim_{t\downarrow s}\hat{p}^{\rho}(t, y;s, \varphi)=\varphi(y)a.e$.

を満足するものを $(\mathcal{G}^{\rho,s},\hat{\mathcal{G}}\rho,S)$ (または $E^{\rho,s}$ ) に対応するマルコフ過程という。
この報告の目的は、 $E^{\rho,s}$ に対応する拡散過程の存在およびその保存性あるいは再帰性について

調べる事である。

数理解析研究所講究録
1016巻 1997年 112-116 112



2 $\mathrm{M}^{\rho}$ の構成

まず $P=1$ と仮定する。このとき、 $E^{\rho,s}$ の代わりに $E^{(s)}$ と書く。詳しくいえば、 $(E^{(s)}, F)$

を $(E^{(_{S})}, C_{0}^{\infty}(R^{d}))$ の閉包として決まる $L^{2}(R^{d})$ 上のディリクレー形式とすると, $F=H_{0}^{1}(R^{d})$

は Sobolev 空間である。 $E=E^{(0)},$ $m=m^{(0)}$ とし $||\varphi||_{F}^{2}=E(\varphi, \varphi)+||\varphi||_{H}^{2}$ を $F$ のノル

ム, $F\subset H=H’\subset F’$ と考える、ただし $H=L^{2}(m)$ . $Z=R^{1}\cross X,$ $d\nu=ds\cross dm$ とし、
$H=L^{2}(Z;\nu),$ $\mathcal{F}=L2(R^{1}arrow F),$ $\mathcal{F}’=L^{2}(R^{1}arrow F’)$ および $\mathcal{W}=\{u\in \mathcal{F}:\frac{\partial u}{\partial s}\in \mathcal{F}’\}$ とおく、 こ

こに $\partial u/\partial s$ は $u$ を $R^{1}$ から $F’$ への写像と考えた超関数微分である。

$A(u, v)$
.

$=$ $\int_{R^{1}}E^{(S)}(u(s, \cdot),$ $v(s, \cdot))dS$ , $u,v\in \mathcal{F}$ ,

$\mathcal{E}(u, v)$ $=$ $\{$

$- \int_{R^{1}}(\frac{\partial u}{\partial s}(s, \cdot),v(s, \cdot)\mathrm{I}ds+A(u, v),$ $u\in \mathcal{W},$ $v\in \mathcal{F}$

$\int_{R^{1}}(\frac{\partial v}{\partial s}(S, \cdot),$ $u(s, \cdot))dS+A(u, v)$ , $u\in \mathcal{V},v\in \mathcal{W}$

とおく $\circ$ このとき、 $\alpha>0$ と $f\in \mathcal{H}$ に対して、 $\mathcal{H}$ 上の resolvents $G_{\alpha}f\in \mathcal{W},\hat{G}_{\alpha}f\in \mathcal{W}$ で

$\mathcal{E}_{\alpha}(G_{\alpha}f, v)=\mathcal{E}_{\alpha}(v,\hat{G}_{\alpha}f)=(f, v)_{\nu},$ $\forall v\in \mathcal{F}$ (5)

を満たすものが唯–つ決まる $([\mathrm{L}\mathrm{M}])$。さらに [P] により、容量の概念が導入出来、次の事がいえ
る。

定理 1 $([\mathrm{O}1])Z$ 上の拡散過程の組 $\mathrm{M}=(z_{t}, P_{(S,x}))$ と $\hat{\mathrm{M}}=(\hat{z}_{t},\hat{P}_{(S,x}))$ で、その resolvents $R_{\alpha}f$ ,
$\hat{R}_{\alpha}f$ がそれぞれ, $G_{\alpha}f,\hat{G}_{\alpha}f$ の $\mathrm{q}.\mathrm{c}$ .modifications となるものがある。 さらに $Z_{t}=(\tau(t), x_{t})\in$

$R^{1}\mathrm{x}R^{d}$ および $\hat{Z}_{t}=(\hat{\tau}(t),\hat{x}\iota)\in R^{1}\cross R^{d}$ と分解するとき, $\tau(t),\hat{\tau}(t)$ はそれぞれ、右、左への
一様運動である。

定理 1で決まる拡散過程に対し、対称なディリクレー形式の場合と類似の確率解析が展開出来
る。右連続、 $A_{0}=0,$ $|A_{t}|<\infty,$ $t<\zeta$ , $At=A_{\zeta},$ $t\geq\zeta$ なる確率過程 $A_{t}$ が加法的汎関数とは、
$A_{s+t}(\omega)=A_{s}(\omega)+A_{t}(\theta_{S}(\omega))$ を満たすことである。 $A_{t}$ のエネルギー $e(A)$ を

$e(A)= \frac{1}{2}\lim_{\alphaarrow\infty}\alpha^{2}E_{\nu}(\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}A2dtt)$

により定義する。加法的汎関数 $A_{t}$ が、 $E_{z}(A_{t})=0\mathrm{q}.\mathrm{e}$: を満たすときマルチンゲール加法的汎関
数とよぶ。このとき次の福島分解がいえる :
任意の擬連続な $u\in \mathcal{W}$ に対して、エネルギー有限のマルチンゲール加法的汎関数 $M_{t}^{[u]}$ とエネル

ギー零の連続加法的汎関数 $N_{t}^{[u]}$ が存在して

$u(Z_{t})-u(Z\mathrm{o})=M_{t}^{[u]}+N_{t}^{[u]}$ (6)

と –意的に書ける。

次に、非負で $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . に正の関数 $\rho(s, x)$ の場合を考える。関数 $u$ で、任意の区間 $[0,T]$ に対して

ある関数 $u^{T}\in \mathcal{W}$ が存在して $u(s, \cdot)=u(\tau S, \cdot)$ , $\forall s\in[0, T]$ が成り立つものの全体を $\mathcal{W}^{T}$ と書く。
$\rho$ に対して次の仮定をする。任意の $0<T<\infty$ に対して、

$\rho\in \mathcal{W}^{T}$ , $\frac{\partial\rho}{\partial s}\in L_{+}^{2}([0,T]\cross X;\nu)$ (7)
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を満たすとする。 $\rho$ は (適当な version をとり) 擬連続としてよい。このとき、拡散過程 $\mathrm{M}^{\rho},\hat{\mathrm{M}}^{\rho}$

はそれぞれ $\mathrm{M},\hat{\mathrm{M}}$ からずれの変換で得られる。即ち、

$L_{t}= \exp(M_{t}^{[\rho]\rho}-\frac{1}{2}\{M[]\rangle t)$ , $\hat{L}_{t}=\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}.(\hat{M}_{t}^{[\hat{\rho}\mathrm{J}_{-\frac{1}{2}}]}\langle\hat{M}^{[\hat{\rho}}\rangle t)$ (8)

とおき、 $\Lambda\in\sigma(Z_{s};s\leq t),\hat{\Lambda}\in\sigma(\hat{z}_{s};s\leq t)$ に対して

$P_{()}^{\rho_{S,x}}(\Lambda)=E_{(s,x)}(L_{t} : \Lambda, t<\tau_{G}),\hat{P}_{()}^{\rho_{S,x}}(\hat{\Lambda})=\hat{E}_{(s,x)}(\hat{L}_{t}\exp(-\hat{B}_{t}):\hat{\Lambda}, t<\hat{\tau}(G))$ (9)

とおく、ここに $G= \{(s, x):0<\rho(s, x)<\infty\},\hat{B}_{t}=\int_{0}^{t}\partial p/\partial s(\hat{Z}_{S})dS$ である。また $G_{n}=\{(s, x)$ :
$\frac{1}{n}<\rho(s, x)<n\}$ とおく。 $\mathrm{M}^{\rho}=(.Z_{t}, P^{\rho_{S}})(.’ x)$

および $\hat{\mathrm{M}}^{\rho}=(\hat{Z}_{t},\hat{P}\rho_{S,)})(x$ の Resolvents をそれぞれ
$V_{\alpha}$ および $\hat{V}_{\alpha}$ と書く、即ち、

$V_{\alpha}f(S, X)$ $=$ $E_{(s,x)}^{\rho}( \int_{0}^{\tau}Ge^{-}f\alpha t(zt)dt)$

$\hat{V}_{\alpha}f(t, y)$ $=$ $\hat{E}_{(t,y)}^{\rho}(\int_{0}^{\tau_{G}}e-\alpha sf(\hat{Z}_{s})dS)$ .

$\mathrm{M}^{\rho},\hat{\mathrm{M}}^{\rho}$ の $G_{n}$ での Part process の Resolvents $V_{\alpha}^{n},\hat{V}_{\alpha}^{n}$ を同様に定義する。この時次の定理が
いえる。

定理 2(7) の条件を満たす関数 $P$ に対して、 $\mathrm{M}^{\rho}$ および $\hat{\mathrm{M}}^{\rho}$ は $d\nu^{\rho_{=\rho}2}d\nu$ に関して dual であ
る。 さらに $\text{、^{}-}f\in \mathcal{H}$ と、ある $G_{n}$ の外で $0$ となる $v\in \mathcal{F}$ に対して、

$\mathcal{E}_{\alpha}^{\beta}(V_{\alpha}nf, v)=\mathcal{E}_{\alpha}^{\rho}(v,\hat{V}_{\alpha}nf)=(f, v)_{\nu^{\rho}}$ , (10)

をみたす、ただし、 $\mathcal{E}_{\alpha}^{\rho}=\mathcal{E}^{\rho}+(\cdot, \cdot)_{\nu^{\rho}}$ .

3 保存性及び再帰性
$\mathrm{M}^{\rho}$ が保存的とは、任意の $s<$ 垣こ対して $p^{\rho}(s, x;t, 1)=1\mathrm{a}.\mathrm{e}$. となる事である。 また、 $\mathrm{M}^{\rho}$

が、弱い意味 [強い意味] で再帰的とは、任意の空でない相対コンパクトな開集合 $C$ に対して、

$P_{(,x)}^{\rho_{\theta}}( \sigma_{C}<\infty)=1[P_{(S,x})(\int \mathrm{o}^{\infty}c(IX(\tau t))dt=\infty)=1]$ が $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . で成り立つ事と定義する。時間的
に–様な場合は 2つの意味の再帰性は–致するが今の場合は–般に –致しない。$\hat{A}_{t}=\int_{0}^{t}I_{C}(\hat{x}_{S})dS$

にたいして . $\cdot$

$\hat{W}_{\alpha}^{\beta,C}f(s, x)=\hat{E}_{(s,x)}^{\rho}(\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}-\beta\hat{A}{}^{t}f(z_{t})dt)$

とし、 $\hat{V}_{\alpha}^{C.\beta,C}=\lim_{\beta\alpha}arrow\infty^{\hat{W}}$ とおくと $\hat{V}_{\alpha}=\hat{V}_{\alpha’\alpha}^{G}\hat{V}^{n}=\hat{V}_{\alpha}^{G_{n}}$ である。 このとき、次の結果がいえ
る $([\mathrm{O}2])$

定理 3任意の非負有界で $Z$ 内にコンパクトな台をもつ関数\nu \rho -可積分関数 $f$ に対して $v=\hat{V}_{\alpha}f$ ,
$v=\hat{W}_{0}^{\beta,C}f$ または $v=\hat{V}_{0}^{c_{f}}$ に対して $u_{n}arrow 1$ かつ

$\lim_{narrow\infty}\mathcal{E}(u_{n}, v)=0$ (11)
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を満たす $u_{n}\in \mathcal{F}$ があれば $\mathrm{M}^{\rho}$ はそれぞれ、保存的、強い意味で再帰的または弱い意味で再帰的
である。

定理 3で、 $v=\hat{V}_{\alpha}^{n}f$ とし、 $\xi_{n}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{o}, \infty)$ で $0\leq\xi_{n}\leq 1,$ $\xi_{n}(t)=1(\frac{2}{n}\leq t\leq\frac{n}{2}),$ $\xi_{n}(t)=0$

( $t \leq\frac{1}{n}$ または $t\geq n$), $| \xi_{n}’(t)|\leq Cn(\frac{1}{n}<t<\frac{2}{n})$ および $| \xi_{n}’(t)|\leq\frac{c}{n}(\frac{n}{2}<t<n)$ をみたす関数 $\xi$

に対して $u_{n}=x_{n}(p)$ とおき

$\int_{c_{n}z}v^{2}\rho d2\nu\leq\int f2\rho d2\nu$, $\int_{G_{n}}\sum_{i,j=1}aij(S, X)\frac{\partial v}{\partial x_{i}}\frac{\partial v}{\partial x_{j}}p^{2}(s,X)d\nu\leq\int dZf^{22}pd\nu$

を使えば次の事がいえる $([\mathrm{O}\mathrm{S}])$ .

定理 4殆ど至るところ正の関数 $\rho$ が、任意の $0<T<\infty$ に対して、 (7) を満足すれば、 $\mathrm{M}^{\rho}$ は

保存的である。

次に再帰性について考える。 $\hat{p}^{\beta,C}$ を $\hat{W}_{\alpha}^{\beta,C}$ に対応する推移確率とすると、定理 3で $u_{n}(S, X)=$

$\xi_{n}(s)\varphi_{n}(x)$ なる関数列を考える事により、その結果は次の様に言い変える事が出来る : $T_{n}arrow\infty$

$\varphi_{n}arrow 1$ があり、ある $\beta>0$ に対して

$\lim_{narrow\infty}\{(\varphi_{n},\hat{p}\beta,c_{(T_{n},\cdot;g)})m\tau_{n}+\int_{0}^{T_{n}}E^{(}t)(\varphi_{n},\hat{p}^{\beta,C}(T_{n}, ; g))dt\}=0$

ならば強い意味で再帰的である。この式で $\hat{p}^{\beta,C}$ の代わりに $\hat{V}_{C}^{\alpha}$ の推移確率 $\hat{q}^{C}$ として成り立つな
らば、弱い意味で再帰的となる。 これを使えば、次の結果が分かる .(.[O2]).

定理 5 $\rho$ が、殆ど至るところ正で、任意の $0<T<\infty$ に対して $\mathcal{W}^{T}$ に属し、

$\lim_{narrow\infty}E_{(s,x)}(\exp(\langle M^{[\mathrm{g}}\mathrm{l}\mathrm{o}\rho]\rangle\tau n)-2\beta ATn)=0$ locally in $L^{1}(\nu^{\rho})$ ,

$\int_{X}(\sup_{s\leq t}\frac{\rho(s,x)}{\rho(0,x)}\mathrm{I}^{2}|\nabla\rho(0, \cdot)|2d_{X}<\infty,$ $\forall t<\infty$

を満たすならば $\mathrm{M}^{\rho}$ は強い意味で再帰的である。

例えば、 1次元ブラウン運動の場合、 $C$ を $0$ の近傍とし、 $\partial\log\rho/\partial x$ が $s\geq 0,$ $x\in C$ に関して

有界、その $L^{2}(dX)-$ノルムが $s$ について有界かつ取 $(\rho(s, x)/\rho(\mathrm{O}, x))2|\nabla\log\rho(0, X)|^{2}dX$ が $s$ につ

いて局所的に有界ならば、定理 5の仮定を満たし、強い意味で再帰的である。
また、 $\rho(s, x)=\Gamma(s)$ で $a_{ij}=\delta_{ij}$ の場合、即ち、

$E^{\Gamma()}S( \varphi, \psi)=\frac{1}{2}i=1\sum\int dR^{d}\Gamma(S)\frac{\partial\varphi}{\partial x_{i}}\frac{\partial\psi}{\partial x_{i}}d_{X},$ $\varphi,\psi\in F$

の場合は、対応する拡散過程はブラウン運動を時間変更して得られる. このときは定理 4の結果
を使えば、

$d=1$ , $\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{\Lambda(T)^{2}}\int_{0}^{T}\mathrm{r}(_{S})ds=\infty$

$d=2$ , $\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{\Lambda(t)}\log(\int_{0}^{\tau_{\Gamma(}}s)ds)=\infty$
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のとき対応する拡散過程は強い意味で再帰的であることが分かる、ただし $\Lambda(T)=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}S\leq\tau \mathrm{r}(S)$ で

ある.
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