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G- 関数についての紹介を述べる。
歴史的には G- 関数は多項式近似の応用として超越数論 (無理数論) の–部としてとらえられていたもの

である。近年微分方程式との関係が知られ、 また G- 関数は「代数関数を含むクラス」であることに注目す
ると、微分方程式 (の解) の中の代数関数の位置付けが念い出されるかもしれないと期待されるものである。
無理数論の応用としては簡単な不定方程式への応用などがある (\S 2参照) 。しかし今後の発展が期待される
ところが大きいと思われる。

\S 1 : G- 関数

G- 関数は歴史的には Siegel によって以下の様に定義された。 [9]
$K$ を有限次 $\mathbb{Q}$ 上代数体とする。

定義 11.
$f$ が $G-$ 関数とは、まず

(0) $f\in I\dot{\iota}’[[_{X}]1$ であり

$f= \sum_{x=}^{\infty}\mathrm{o}a_{i}x^{i},$ $a_{i}\in I\iota’$ としたとき $C>0$ なる定数が存在し、各 $i=0,1,2,$ $\ldots$ に対して

(1) $a_{i}\text{とその共役が}C^{\^{\backslash }}$を超えない、

(2) $a_{0},$ $a_{1},$ $\ldots)a_{i}$の共通分母がびを超えない。

さらに

(3) fは K(x)係数の線形微分方程式を満たす。

便宜上、後に改めて定義しなおすが、 G- 関数とは
線形微分方程式の原点での解をベキ級数で表わしたときそのべキ級数の係数の (分子、分母とも) 「大き

さ」が等比数列で押さえられるもの
である。

G- 関数の例... . 代数関数。. polylogarithms: $L_{k}(X)= \sum_{\dot{\iota}=1}\infty ix/i^{k}(k=1,2, \ldots)$ . 特に $L_{1}(x)=-\log(1-x)$ .. Gauss の超幾何級数:

$2F_{1}( \alpha, \beta, \gamma;X)=\sum_{=i0}\frac{(a)_{i}(\beta)_{i}}{(\gamma)_{i}i!}x\infty i$ .

ここで $(\alpha)_{i}=\Gamma(\alpha+i)/\Gamma(a)$ とし、パラメータ $a,$ $\beta,$
$\gamma$ は有理数とする。

一般にパラメータ $\alpha,$
$\beta$

)
$\gamma,$ $\ldots$ が有理数ならば $nFn-1(\alpha, \beta,\gamma, \ldots ; x)$ もまた G- 関数である。 $(n\in \mathrm{N})$

\S 2 : 特殊値その 1

次の線形微分方程式を考える :

(eq. 1) $\frac{d}{dx}\underline{\mathrm{y}}=A\underline{\mathrm{y}}$ .

ここで $A\in\Lambda f_{n}(I\mathrm{t}(\prime x))$ とする。
この微分方程式の解について次の特殊値についての性質が知られている。
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定理 2.1. 764,L刃 .
(eq. 1) のベクトル解 $\underline{\mathrm{y}}={}^{t}(y_{1}(x), \ldots, y_{n}(x))\in(I\iota’[[x]])n$ を G- 関数とする。 さらに $y_{1}(X),$

$\ldots,$
$y_{n}(x)$ を

$Ii^{r}(X)$ 上線形独立とする。 このとき任意の絶対値が十分大きい有理整数 $q$ に対して、 $y_{1}(1/q),$
$\ldots,$

$y_{n}(1/q)$

は $I\iota^{\nearrow}$ 上線形独立。 .

簡単な応用. $m$ を 2以上の有理整数とする。次の不定方程式

$X^{m}+Y^{m}=(YZ)^{m}$

は $|Z|\gg 0$ で $\mathbb{Z}\backslash \{0\}$ に解を持たない。
なぜなら、 $I\dot{\iota}’=\mathbb{Q}(e/m)2\pi\sqrt{-1},$ $y_{1}=1,$ $y_{2}=\sqrt[m]{1-x^{m}}=_{2}F_{1}(-1/m,$ $1,1$ ;x吟とおき、また

$A=$
とおく。 もし十分大な $Z$ で解を持つならば、

$\sqrt[m]{1-(\frac{1}{Z})^{m}}=\frac{X}{YZ}\in K$.

これは定理 21に矛盾する。 口

上の定理は $\mathrm{G}\mathrm{a}1\check{\mathrm{o}}$ chikill と Chudnovsky 等の結果であるが、 これは Chudnovsky 等の次の結果によるも
のである : .

$\cdot$

.‘

定理 22. $[\mathit{3}J$

(eq.l) のベクトル解について、 $y_{1}(x),$
$\ldots,$

$y_{n}(x)$ が G-関数 かつ $I\mathrm{i}’(X)$ 上線形独立とする。 このとき
(eq.l) は G-operator.

注意 2.3. $\mathrm{G}\mathrm{a}1\check{\mathrm{o}}$ chikill [6] の結果は上の ”
$\mathrm{G}$-operator” という仮定が必要である。

次に G-operator の定義をする。

\S 3 : 記法

初めに $v$ を $K$ 上正規化された付値として、すなわち、

$\{$

$|p|_{v}:=|p|-\mathfrak{l}\neg K:\neg \mathrm{Q}R_{\backslash }’.\mathrm{Q}p1$ $v|p,$ ($p$ : 素数)
$|\xi|_{v}=|\xi|^{\mathrm{L}_{[\neq\not\simeq}^{P’}}.:\mathrm{Q}\mathrm{Q}$

$\xi\in I\mathrm{i}’$ , $v|\infty$ .

$v|\infty$ と $f= \sum_{i=}^{N}.0fiXi\in K[x]$ に対して、

$|f|_{v}:=_{i=}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}0,\ldots,N|f|_{v}$ .

$f,$ $g(\neq 0)\in I\backslash ^{\nearrow}[x]$ に対して、

$| \frac{f}{g}|_{v}:=\frac{|f|_{v}}{|g|_{v}}$ : well-defined. (Gauss’s norm)

$M=(rn_{i,j})\in\Lambda_{i}f_{n}(I’l(x))$ に対して、

$|M|_{v}:= \max|m_{i,j}i,j\cdot|_{v}$ .

これは擬付値となる。
$I$ を単位行列、 $A$ を (eq.1) の係数行列として、行列の列を

$A_{i}:= \frac{1}{i!}{}^{t}(\frac{d}{dx}+{}^{t}A)^{i}I\in M_{n}$(If $(x)$ ) $i=0,1,$ $\ldots$
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とおく。 これは任意の (eq.1) の解 $\underline{\mathrm{y}}$ に対して

$\frac{1}{i!}(\frac{d}{dx})^{i}\underline{\mathrm{y}}=A_{i}\underline{\mathrm{y}}|$

を満たす行列である。
ここで (eq.1) の係数行列 $A\text{の}$ ”size’) を

$\sigma(A):=m\overline{arrow 1\mathrm{i}_{\ln}}\sum\frac{1}{m}\max\log\max\infty i\leq m(1, |A_{i}|_{v})$

$v\dagger\infty$

とおく。 ここで $\sum_{v\uparrow\infty}$ は先のすべての $v\{\infty$ なるものをわたるとする。
$A\text{の}$ ”global radius” $\text{を}$

$\rho(A):=\sum_{v\dagger\infty}m\infty i\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\underline{\varlimsup}\frac{1}{m}m\log\max(1, |A_{i}|_{v})$

とおいておく。

定義 3.1. $d/dx-A$ が G-operator とは $\sigma(A)<\infty$ のときをいう。

次にベキ級数についての「大きさ」を定義する。
$M=(m_{i,j})\in\Lambda f_{n}(I_{\acute{1}})$ に対して、

$|M|_{v}:= \max|m_{i,j}i,j|_{v}$ .

$Y= \sum_{i0}^{\infty}=Yi^{X}i\in\Lambda f_{n}(I\mathrm{i}[’[x]])$ に対して、 $Y$ の”size” を、

$\sigma(Y):=\underline{\varlimsup_{n\mathrm{z}\infty}}\sum\frac{1}{m}\max\log$ nlax(l,$|Yvi\leq mi|_{v}$ ),

$Y\text{の}$ “global radius” $k$

$\rho(Y):=\sum_{v}\varlimsup_{\infty marrow}\frac{1}{m}$. $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i\leq m\log\max$( $1,$ $|$ Y6 $|_{v}$ )

とおく。 ここで $\sum_{v}$ は先のすべての正規化された付値をわたるとする。
これらの記法を用いて改めて G- 関数を定義しなおすと、

定義 3.2.
$Y\in\Lambda f_{n}(I_{1}\nearrow[[x]])$ が G- 関数とは、 $\sigma(Y)<\infty$ なるときという。

上の定義と先の G- 関数の定義 11の (1), (2) は同値である。

注意 33 (収束半径との関係)
$Y\in\Lambda f_{n}(I\iota’[[x]])$ と付値 $v$ に対し、

$R_{v}(\mathrm{Y}):=\varliminf|Y_{i}|_{v}^{-1/i}$

$iarrow.\infty$

とおくと、

$\rho(Y)=\sum_{v}\log\max(1, \frac{1}{R_{v}(Y)})$

が成立し、従って、 $\rho(Y)<\infty$ であれば有限個の $v$ を除いて $R_{v}(Y)>1-\epsilon$ ( $\epsilon$ は十分小なる実数) であ
る。

以上の記法を用いて Chudnovsky の結果を再度述べると
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定理.
.

’ $l$ . . $\cdot$

$y-={}^{t}(y_{1}(x), \ldots, y_{n}(x))\in(I\iota^{\nearrow}[[X]])n$ を (eq 1) のベクトル解とする。このとき、各 $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ につ

いて $\sigma(y_{i}(x))<\infty$ でありさらに $y_{1}(x),$
$\ldots,$

$y_{n}(x)$ が $I_{1}’$ 上線形独立ならば、 $\sigma(A)<\infty$ .
さて、 この逆についての問題が自然に考えられるが、それを次に述べる。

\S 4 : Andr\’e 等の仕事

まず微分方程式

(eq. 1) $( \frac{d}{dx}-A)X=0$ , $X$は行列解

について、原点が高々確定特異点であり、その指数が有理数、 さらに Frobenius 法を用いて解を–意に求め
ることが出来る、 と仮定する。形式化すると、

(A) $\{_{\text{そ};}xA\sigma_{\mathrm{L}}\supset \text{留_{固}}A\in \text{数_{の固値す_{べて}が}有値の差はゼ_{ロ以外の有理}有理数_{、}}$

整数ではない。

$\}$

ここで K[x](のは $I\mathrm{i}^{r}[X]$ の $(x)$ での局所環、 $A$ の留数とは $A$ を $\Lambda f_{n}(I_{1^{\nearrow}}((x)))$ の元とみてとする。
このとき (eq.1) の行列解は次の様に書けることが知られている :

命題 4.1. (eq.l) の行列解 $X$ で

$X=Yx^{{\rm Res} A}=Y \sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{i!}({\rm Res} A \log x)^{i}$

となるような $Y= \sum_{i=0}^{\infty}Y_{i}Xi\in$ GLn(I\mbox{\boldmath $\zeta$}[[x]])、初期値化 =I 、が存在する。

この $Y$ を (eq. 1) の行列解の the uniform part という。
この $Y$ について、

定理 4.2. [1]
仮定 (A) の下で、 $\sigma(A)<\infty$ ならば $\sigma(Y)<\infty$ .

さらに

定理 4.3. $[l],[\mathit{2}],\mathrm{r}’’.\mathit{1}$

仮定 (A) の下で、 $\sigma(A),$ $\rho(A))\sigma(Y))\rho(Y)$ の有限性は同値である。

注意 44 (注意 33と \S 6参照)
上の定理は各々が残りの–つを用いて 1次式で上から評価される。

\S .5 : 特殊値その 2

再度特殊値について考察する。
微分方程式の原点が特異点のとき、 その解は–般に–変数のべキ級数では表わせない。すなわち定理 2.1

はすべての解についての性質を記述しているのではない。 しかし仮定 (A) の下では微分方程式を少し変形す
るとすべてのベクトル解 $\underline{\mathrm{y}}$ は $(I\mathrm{i}’[[x]][\log(X)])^{n}$ の元で表わされる。 このことを利用するとすべての解につ
いて次を得ることができる。 (次章注意 6.5参照)

定理 5.1.
仮定 (A). の下で微分方程式 (eq.l) を適当に変形したものについて、任意の非自明なベクトル解 $\mathrm{J}_{-}’=$

${}^{t}(y_{1}(X, \log(x)),$
$\ldots,$

$y_{n}(x, \log(x)))\in(I\mathrm{i}’[[x]][\log(X)])n$ について、 $y_{1}(X, \log(x)))\ldots,$ $y_{n}(x, \log(x))$ が $I1^{\nearrow}(x, \log(x))$

上線形独立とする。 さらに $y_{i}(x, \log(x))\text{の}.\log(x)$ の多項式とみたときの係数 $\in K[[x]]$ がすべて G- 関数と
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する。 このとき $\xi$ をある次数以上の $I\dot{\acute{\backslash }}$ に含まれない代数的数、 $\underline{y}$ をある非自明な解としたとき、任意の絶
対値が十分大きい有理整数 $q$ に対して、 $y_{1}(1/q, \log(\xi)),$ . $.\sim’ y_{n}(1/q)\log(\xi))$ は $I\mathrm{i}’(\xi)$ 上線形独立。

\S 6 : その他

上までの内容はすべて原点のまわりについての話であった。最近変数変換について少し理解できたことが
あるので最後にそれを述べる。

$A(x)\in\Lambda\tau_{n}(I\acute{\backslash }(x)),$ $f(x)\in K(x)\backslash I\acute{\iota}$ に対して、

定理 61.
$d/dx-A(x)$ が G-operator ならば、 $d./dx-(df(x)/dx)A(f(x))$ も G-operator.

注意 62.
$f(x)=x-\xi,$ $\xi\in I\acute{\backslash }$ の場合は知られている。 [5]

系 6.3.
それぞれ $d/dx-A(x),$ $d/d_{X}-(df(x)/dx)A(f(X.))$ が仮定 (A) を満たすとする。 このとき次を満たす定

数 $C_{1)}C_{2}<\infty$ が存在する :
$Y_{1},Y_{2}$ をそれぞれ $d/dx-A(.x),$ $d/dx-(df(x)/dx)A(f(X))$ の the uniform part とする。 このとき、

$\rho(Y_{2})\leq C_{1}\rho(Y_{1})+C_{2}$ .

注意 3.3より、 global radius は各素点での収束半径の逆数の積に対応しているのであるから特に $f(x)$

が–次分数変換の時を考えれば仮定 (A) の下では無限遠点もこめて G- 関数については、
ある点での ulliform part の収束半径を他の点での uniform part の収束半径を用いて「上下から」押

さえることができる。
この結果は多変数の偏微分方程式が $G$-operator となる必要条件がその偏微分方程式に関連する–変数

の微分方程式で記述できるということが最近分かりその特別な場合として得られた。それについて定理とし
て言及しておく。

まず、 $\underline{\mathrm{x}}=(x_{1}, \ldots, x\iota)$ を変数、 $\varphi$ : $K[\underline{\mathrm{x}}]arrow Ii^{r}(y)(1\mapsto 1)$ : 平準同型とし、 自然に $\varphi$ : $\mathrm{A}\ell_{n}(I\dot{\iota}’[\underline{\mathrm{x}}]\mathrm{K}\mathrm{e}\Gamma\varphi)arrow$

$\mathrm{n}f_{n}(Ii^{r}(y))$ : 準同型とする。また多変数の Gauss’s norm を–変数と同様とする。

定理 64. (多変数 $G$-operator の必要条件)
$\delta:=a_{1}\partial x1+\cdots+a\iota\partial_{x_{l}},$ $a_{i}\in Ii’[\underline{X}]$ とし、 $A\in\Lambda f_{n}(I\dot{\acute{\mathrm{L}}}[\mathrm{x}-]_{\mathrm{K}\mathrm{e}}\mathrm{r}\varphi)$ とする。 さらに $d/dyo\varphi=g\varphi\circ\delta$ なる

$g\in I\backslash \nearrow(y)$ が存在するとする。 このとき

$\varlimsup_{marrow\infty}\sum_{v1\infty},\frac{1}{n}\max\log\max(1, |i\leq m\frac{1}{i!}{}^{t}(\delta+{}^{t}A)^{i}I|_{v})<\infty$

ならば、 $\sigma(g\varphi(A))<\infty$ .

注意 65. \S 5での結果は
$( \frac{d}{dx}-A(x))x(X, \log(x))=0$

なる–変数微分方程式の代りに

$\frac{\partial}{\partial x}+\frac{1}{x}\frac{\partial}{\partial y}-A(x))x(X, \log(x))\Leftarrow \mathrm{O}$

という偏微分方程式をして考察したもの [8] の応用である。
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