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概要
マルチウェ一ブレット (multiwavelets) はウェ一ブレット正規

直交基底のひとつの–般化である. ここでは, ウェーブレットの構
成法を概観しつつ, ウェーブレットとマルチウェーブレットを対比
しながら, $r$ 次正則マルチウェ一ブレットを定義し, スプリットタ
イプのマルチウェーブレットを複数のウェーブレットをもとにして
構成する方法を述べる. ある種のスプリットタイプのマルチウ $\text{ェ}-$

ブレットにおいては, これらもとになるウェーブレットの正則性や
バニシングモーメントを失うことなく, マルチウェ一ブレットのス
ケ一リング関数より小さいサポート幅や窓掛をもつマルチウェーブ
レットのウェーブレット関数を構成することができる. このことは,
マルチウェーブレットによって, 与えられた関数の特異性を検出す
る場合に, 位置についての検出の精度を上げることになる. コンパ
クトサポートでない場合には, 対称性をもつマルチウェーブレット
が構成できる.
これらの結果は多次元の場合に拡張できるが, ここでは簡単の

ため, 1次元の場合に限ろう.

1 ウエーブレットからマルチウェ $-$ブレットヘ

次の記号法を使う. $[0,2\pi/2^{j}]$ の $0$ と $2\pi/2^{j}$ を同–視したトーラスを
$2^{j}\mathrm{T}$ とかく. 関数 $f\in L^{2}(\mathrm{R})$ と整数 $j,$ $k\in \mathrm{Z}$ に対し,

$f_{jk}(x):=2^{j/2}f(2^{j}x-k)$

とかく. このとき, $||f_{jk}||=||f||$ が成り立つ. この関数 $f_{jk}$ は, $f$ にふ
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$\bullet$ Translation by integers: $f(x-k),$ $k\in$ Z.

$\bullet$ Dyadic dilation: $f(2^{j}x),$ $j\in \mathrm{Z}$ .

を作用させたものであると考えられる.

定義 1.1 関数 $\psi\in L^{2}(\mathrm{R})$ に対し, $\{\psi_{jk}\}_{j,k\mathrm{Z}}\in$ が $L^{2}(\mathrm{R})$ の正規直交基底
となるとき, $\psi$ をウエーブレット関数 (wavelet function), または単に
ウエ一ブレットという. このとき, $f\in L^{2}(\mathrm{R})$ の正規直交基底 $\{\psi_{jk}\}j,k\in \mathrm{Z}$

に関する展開
$f=$ $\sum$ $(f_{)}\psi_{jk})\psi_{jk}$ (1)

$j,k\in \mathrm{Z}$

をウエーブレット展開とよぶ. それぞれの $\psi_{jk}(j, k\in \mathrm{Z})$ もウェ一ブレッ

トとよばれる.

ウェーブレット $\psi_{jk}$ のフーリエ像は

$\overline{\psi_{jk}}=\int_{\mathrm{R}}e^{-ix\xi}2^{j/2}\psi(2^{j_{X}}-k)d_{X}=2-j/2e^{-}\hat{\psi}ik\xi/2j(\xi/2\dot{g})$ (2)

となる. したがって, $j$ を固定したとき, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\overline{\psi_{jk}}$ は $k\in \mathrm{Z}$ によらず

定である. たとえば, ウェーブレット $\psi$ がシュワルツの急減少関数であ
るなら, 関数 $f$ のウェーブレット展開の各項 $(f, \psi_{jk})\psi_{jk}$ は, $j$ を固定し
て $k\in \mathrm{Z}$ を動かすとき, 関数 $f$ を $x$ 空間 (時間領域) において $k/2^{j}$ 刻
みで局所化すると同時に, $\xi$ 空間 (周波数領域) では, 関数 $\psi(\xi\wedge/2^{j})$ で切

り落とされる部分に局所化する. このようにウェーブレット関数が適当
な条件を満たせば, ウェーブレット展開を時間周波数解析 (超局所解析)

の道具として使うことができる.
応用上, ウェーブレットには次のような条件を課すことが多い.

条件 1.1 (i) 局所性 (localization):

$\forall\ell\in \mathrm{N},$ $\exists C_{l;}|\psi(X)|\leq C(1+|x|)^{-l}$ .

(ii) バニシングモーメント (vanishing moments):

$\exists_{L}\in \mathrm{Z}_{+}:=\mathrm{N}\mathrm{U}\{0\},$ $0 \leq\forall p\leq L;\int_{\mathrm{R}}x^{\ell}\psi(X)dx=0$ .

(iii) 正則性 (regularity):

$\exists_{r}\in \mathrm{Z}_{+};$

.
$\psi\in C^{r}(\mathrm{R})$ .
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一般に関数 $\psi$ が局所性 (i) をもっとき, $\psi$ は無限遠で急減少とよぶ.
ウェーブレット関数 $\psi$ が, $r$ 次の正則性 (iii) をもち, $\psi$ の $r$ 次まで

の導関数が局所性 (i) をもつなら, $\psi$ が $r$ 次までのすべてのバニシング
モーメント (ii) $(L=r)$ をもっことが知られている. たとえば, [1] 定理
7.2.1をみよ. そこで他の条件から導けるバニシングモーメントを仮定せ
ずにすむように, 条件 1.1をうまくまとめた条件のひとつとして, 次の
$r$ 次正則性がある.

定義 1.2非負の整数 $r\in \mathrm{z}_{+}$ に対し,

$S_{r}(\mathrm{R}):=$ { $f\in C^{r}(\mathrm{R})$ ; $f^{(\alpha)}$ , 0\leq \alpha \leq Hよ無限遠で急減少}

とする. 関数 $f$ が $f\in S_{r}(\mathrm{R})$ を満たすとき, $f$ は $r$ 次正則であるという.

[15] では, 微分を超関数の意味で考えて, $C^{r}(\mathrm{R})$ を $L^{\infty}(\mathrm{R})$ に取り替
えた弱い条件を r-regular と呼んでいることを注意しておく.
ウェーブレット正規直交基底のうち, 最も有名なのは Daubechies の

ウェ $-$ブレット [9] であろう. Daubechies のウェーブレットは実数値の
コンパクト台をもつ正規直交基底であり, 任意の自然数 $N\geq 2$ に対し,
適当にウェーブレット関数 $N\psi$ を構或すれば, サポート幅は $2N-1$ で
あり, $r(N)$ 次のヘルダー連続性と $N-1$ 次までのバニシングモーメン
トをもつようにできる. この $r(N)$ は, 十分大きな $N$ に対し,

$\lim$ $N^{-1}r(N)=1-(\log 3)/(2\log 2)\simeq 0.2075$
$Narrow+\infty$

であることが知られている. Daubechies のウェーブレットは, 数値計算
を用いた応用上は非常に有用であったが, 対称性をもたなかった. 画像処
理などの–部の分野では, この対称性が重要な意味をもつ. そこで, 次
の問題が考えられた.

$\bullet$ ある程度のヘルダー連続性とバニシングモーメントをもち, 実数値
でコンパクト台をもつ対称なウェーブレット正規直交基底を構或す
ることができるか.

この問題は否定的に解決された. たとえば, [9], Theorem 8.14をみよ.

その後, 上の問題の条件のどれかあきらめて, ウェーブレットを構成す
る研究がなされた. 複素数値を許した Lawton のウェーブレット [14] や
正規直交基底をあきらめた双直交 (biorthogonal) ウェーブレット [9] な
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図 1: $\mathrm{G}- \mathrm{H}- \mathrm{M}$ マルチスケーリング関数と $\mathrm{D}-\mathrm{G}- \mathrm{H}-\mathrm{M}$ マルチウェーブレッ

ト関数

どである. これ以前に構成されていたウェ一ブレットでは, 不連続性を
許した Haar のウェーブレット, コンパクト台でない場合には Meyer の
ウェーブレット [15] などがある.
このような流れとは別に, [2] のように, ウェーブレット正規直交基底を

ひとつのウェーブレット関数から生成するのではなく, 複数のウェーブレッ
ト関数, つまり, ベクトル値のウェ一ブレット関数を使って, translation
by integers と dyadic dilation だけで生成される正規直交基底を構成した
とすればどのようなメリットをもつかが考えられた.

定義 1.3 $d\in \mathrm{N}$ に対し, $D:=\{1, \ldots, d\}$ とかく. ベクトル値関数 $\Psi$ $:=$

${}^{t}(\psi_{1}, \ldots, \psi_{d})\in L^{2}(\mathrm{R})^{d}$ がマルチウェ一ブレット関数 (multiwavelet) で
あるとは,

$\{(\psi_{\delta})_{jk}(x):=2^{j/2}\psi\delta(2^{j}X-k)\}_{\delta D,j\in\in}\in \mathrm{Z},k\mathrm{z}$

が $L^{2}(\mathrm{R})$ の正規直交基底になるときをいう. $(\psi,)_{jk}$ をマルチウェ一ブレッ
トとよぶ. 特に区別する必要があるときは, 通常のウェーブレット $(d=1$

の場合) を, ユニウェ一ブレット (uniwavelet) とよぶ.

$d=2$ のとき, Geronimo, Hardin と Massopust[11] で構成されたマ
ルチスケーリング関数 (次節で説明) と Donavan, Geronimo Hardin と

Massopust [10] で構成されたマルチウェーブレット関数 (図 1を参照)
は, fractal interpolation functions の方法を用いて構成し, 連続で対称性
をもち, $0$ 次と 1次のバニシングモーメントをもつコンパクト台の正規
直交基底を生成する. これにより,
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図 2: Strang-Strela のマルチスケーリング関数とマルチウェーブレット
関数

$\bullet$ ある程度のヘルダー連続性とバニシングモーメントをもち, 実数値
でコンパクト台をもつ対称なマルチウェーブレット正規直交基底を
構成することができるか.

という問題の肯定的解決が考えられているが, 未だ十分に解決されては
いない. また, Strang と Strela [20] は $d=2$ のとき, Piecewise linear の
マルチスケーリング関数とマルチウェーブレット関数 (図 2を参照) を
構或した. マルチスケーリング関数からマルチウェ一ブレット関数を構
成する –般論としては, Jia と Shen [12], 芦野と亀谷の [3] などがある.

2 多重解像度解析

いろいろなウェーブレットの構成を統–的に説明する Mallat の多重解
像度解析 (multiresolutaon analysis) 方法のマルチウェーブレットへの拡
張を述べよう.

定義 2.1次の条件を満たす $L^{2}(\mathrm{R})$ の閉部分空間の列 $\{V_{j}\}_{j\in}\mathrm{z}$ を多重解
像度解析 (MRA) とよぶ.

(a)... $\subset V_{j-1}\subset V_{j}\subset V_{j+1}\subset\cdots$ ( $\{V_{j}\}_{j\in \mathrm{z}}$ は増大列であるという.)

(b) $\bigcap_{j\in \mathrm{Z}}V_{j}=\{0\}$

5



(c) $\bigcup_{\overline{j\in \mathrm{z}V}=L(\mathrm{R})}j2$

(d) $f(x)\in V_{j}$ $\Leftrightarrow$ $f(2x)\in V_{j+1}$

(e) あるベクトル値関数 $\Phi(x):={}^{t}(\varphi_{1}(X), \ldots, \varphi_{d}(x))\in(V_{0})^{d}$ が存在し
て, $\{\varphi\delta(x-k)\}_{\delta}\in D,k\in \mathrm{z}$ は $V0$ の正規直交基底となる.

整数 $j$ をスケールといい, 関数 $\Phi$ をマルチスケーリング関数とよぶ. 多
重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in}\mathrm{z}$ が $r$ 次正則であるとは, $\forall_{\delta}\in D;\varphi_{\delta}\in S_{r}(\mathrm{R})$ が

成り立つことをいう.

(e) より,
$f(x)\in V_{0}\Leftrightarrow\forall_{k}\in \mathrm{Z};f(x-k)\in V_{0}$ (3)

であり, (d) と (e) より,

$V_{j}=\overline{\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{(\varphi_{\delta})_{jk}\}\delta\in D,k\in \mathrm{Z}$ $(4)$

が成り立つことに注意する.
一般存在定理とよばれる次の定理が成り立つ. 詳しい証明は [5] をみ

よ. この定理は変数 $x$ が多次元の場合も成り立つ.

定理 2.1 $r$ 次正則多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in \mathrm{z}}$ が与えられれば, $r$ 次正則マ
ルチウェ一ブレット関数を構或できる.

証明の方針 : $r$ 次正則多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in \mathrm{Z}}$ が与えられたとする.
式 (4) と $V_{0}\subset V_{1}$ により,

$H_{k}$ : $=$ $(\Phi(x), t\Phi(2X-k))L^{2}(\mathrm{R})$

$=$ $((\varphi_{\delta}(x), \varphi_{\eta}(2x-k))L2(\mathrm{R}))(\delta,\eta)\in D\mathrm{X}D\in \mathrm{c}^{d\cross}d$ (5)

とおくと

$\Phi(x)=2\sum_{\mathrm{Z}k\in}Hk\Phi(2x-k)$ (6)

とかける. この式 (6) を $\Phi$ に関する方程式とみて, 伸張方程式 (dilation
equation) とよぶ. 式 (6) のフーリエ変換は,

$M_{0}( \xi):=k\in \mathrm{z}\sum H_{k}e-ik\epsilon L2(\mathrm{T}\in)d\mathrm{x}d$ (7)

6



とおくと,
$\hat{\Phi}(\xi)=M_{0}(\xi/2)\hat{\Phi}(\xi/2)$ (8)

とかける. ここで, $\hat{\Phi}(\xi):=(\hat{\varphi}_{1}(\xi), \ldots ,\hat{\varphi}_{d}(\xi))\in L^{2}(\mathrm{R})^{d}$ である. 関数
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ はローパスフィルタとよばれる. フィルタについては, 次節で述べる.
ルMo は次の補題 2.1を満たす.

補題 2.1

$M_{\mathit{0}}(\xi)M_{0}(\xi)^{*}+M_{\mathit{0}^{(}}\xi+\pi)M0(\xi+\pi)*\equiv I_{d}$ , $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\xi$ (9)

ただし, $M_{0}^{*}$ は $M_{0}$ の複素共役転置, $I_{d}$ は $d$ 次単位行列である.

この証明には次の補題 2.2を使う.

補題 2.2 関数列 $\{\varphi_{\delta}(X-k)\}_{\delta}\in D,k\in \mathrm{z}$ が正規直交系である必要十分条件は

$\sum_{k\in \mathrm{Z}}\hat{\Phi}(\xi+2\pi k)\hat{\Phi}(\xi+2\pi k)^{*}\equiv I_{d}$. $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\xi$ (10)

整数 $j\in \mathrm{Z}$ に対し , $V_{j+1}$ における $V_{j}$ の直交補空間を $W_{j}$ とおく.
$V_{j+1}=V_{j}\oplus W_{j}$ である. $V\mathit{0}$ と $V_{-1}$ のフーリエ像が

$FV_{0}=L^{2}(\mathrm{T})^{d}\hat{\Phi}(\xi)$ , $FV_{-1}=L^{2}(2\mathrm{T})dM_{\mathit{0}}(\xi)\hat{\Phi}(\xi)$ (11)

であることを使って $W_{-1}$ の構造を調べることにより, $W_{0}$ の構造がわか
るから, あるベクトル値関数 $\Psi(x):={}^{t}(\psi_{1}(X), \ldots, \psi_{d}(x))\in(W_{0})^{d}$ が存
在して, $\{\psi\delta(x-k)\}_{\delta\in D},k\in \mathrm{Z}$ が $W\mathit{0}$ の正規直交基底となることが示せる.
このベクトル値関数 $\Psi(x)$ がマルチウェーブレット関数となる. $\blacksquare$

注 2.1変数 $x$ の次元が $n$ 次元なら, $W_{0}$ の基底を生成するマルチウェー
ブレット関数の成分の数は $(2^{n}-1)d$ である. たとえば, [3] をみよ.

具体的にマルチウェーブレット関数を構成する問題を考えよう. ベク
トル値関数 $\Psi(x):={}^{t}(\psi_{1}(X), \ldots , \psi_{d}(x))\in(W_{0})^{d}$ が存在して, $\{\psi_{\delta}(x-$

$k)\}_{\delta\in D,k}\in \mathrm{Z}$ が $W\mathit{0}$ の正規直交基底となるとする. このとき,

$G_{k}$ : $=$ $(\Psi(x),{}^{t}\Phi(2x-k))L^{2}(\mathrm{R})$

$=$ $((\psi_{\delta}(X), \varphi_{\eta}(2x-k))_{L^{2}}(\mathrm{R}))_{(\delta,\eta})\in D\cross Dd\mathrm{x}d\in \mathrm{C}$ (12)
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とおくと

$\Psi(x)=2\sum_{\mathrm{Z}k\in}Gk\Phi(2X-k)$
(13)

とかける. この式 (13) を $\Psi$ に関する方程式とみて, ウエーブレット方

程式 (wavelet equation) とよぶ. 方程式 (13) は $\Phi$ を含むので, 方程式

(7) と連立させて解く必要がある. 式 (13) のフーリエ変換は,

$M_{1}( \xi):=\sum_{\mathrm{z}k\in}Gke^{-}\in Lik\epsilon 2(\mathrm{T})^{dd}\mathrm{X}$
(14)

とおくと,
$\hat{\Psi}(\xi)=M_{1}(\xi/2)\hat{\Phi}(\xi/2)$ (15)

とかける. 関数 $M_{1}$ はハイパスフィルタとよばれる.

補題 2.3多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in}\mathrm{z}$ が与えられたとする. あるベクトル値
関数 $\Psi(x):={}^{t}(\psi_{1}(x), \ldots, \psi_{d}(x))\in(W_{0})^{d}$ が存在して, $\{\psi\delta(x-k)\}_{\delta}\in D,k\in \mathrm{Z}$

が $W_{0}$ の正規直交基底となる必要十分条件は, $L^{2}(\mathrm{T})$ の元を成分とする
$2d$ 次正方行列

$M(\xi):=$ (16)

が, ほとんど至るところの $\xi\in \mathrm{T}$ に対し, $2d$ 次ユニタリ行列になること
である.

注 2.2 マルチスケ一リング関数が $r$ 丁正則なら, $M_{0}(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})^{dd}\chi$ が

成り立つが, 補題 2.3の条件 (16) を満たす $M_{1}$ を $M_{1}(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})^{dd}\chi$ が

成り立つように構成できれば, 式 (15) で定義されるマルチウェ一ブレッ
ト関数は, $r$ 次正則なることが示せる.

定理 2.1により, $r$ 次正則マルチウェ一ブレット関数の構或は, $r$ 次正
則多重解像度解析の構或に帰着できるが, 証明に使われている –般的な
構成方法よりも, 与えられた多重解像度解析, つまりマルチスケーリン
グ関数に応じて, 適切な構成方法を考えるほうが, 良い性質をもつマル
チウェ一ブレットが構或できることが多い.

3 フィルタ

簡単のため, 通常のウェーブレット (ユニウェーブレット) について,

ウェ一ブレットとフィルタとの関係を述べよう.
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工学でいう信号とは, 数学では時間 $x$ の関数であると思ってよい. 入
力信号 $f(x)$ に対して出力信号 $g(x)$ を対応させる線形作用素 :

$g(x)=L[f(x)]$

のことを線形システムという. 任意の実数 $T\in \mathrm{R}$ に対し,

$g(x)=L[f(x)]\Rightarrow g(x-T)=L[f(x-T)]$

が成り立つとき, つまり任意の平行移動と可換であるとき, システム $L$

は時間不変であるという. 線形で時間不変なシステムをフィルタ (filter)
とよぶ. フィルタをいくつか組合せたものをフィルタバンク (filter bank)
という. フィルタは連続集合上の関数を変換する連続フィルタと離散集
合上の関数 (したがって数列) を変換する離散フィルタに分類されるが,
ここでは $\mathrm{Z}$ 上の数列 $x=\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{z}}$ を変換する離散フィルタを扱う.
ある数列 $h=\{h_{n}\}_{n\in \mathrm{z}}$ があって, 合成積

$(h*x)_{n}:= \sum h_{n-k^{X_{k}}}$

$k\in \mathrm{Z}$

で定義される離散フィルタ

$H$ : $\{x_{n}\}_{n\in}\mathrm{Z}-\neq(h*x)_{n}$

を特にデジタルフィルタ (digital filter) とよぶ. また, 作用素

$S$ : $\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{z}}arrow;\{X_{n-1}\}_{n\in \mathrm{z}}$

をシフト作用素とよぶ. このとき,

$(h*X)_{n}=(X*h)_{n}= \sum h_{k}x_{n^{-k}}=\sum h_{k}S^{k}x_{n}$

$k\in \mathrm{Z}$ $k\in \mathrm{Z}$

が成り立つから,

$H= \sum_{\mathrm{z}k\in}h_{k}sk$

とかける.

注 3.1一般に, 数列 $h=\{h_{n}\}_{n\in \mathrm{Z}}$ に対し, 数列 $h$ の $z$ 変換を

$H(z):= \sum_{n\in \mathrm{z}}h_{n}z^{-n}$

で定義する. これは $z=e^{i\xi}$ とおくとフーリエ変換を離散化したものに対
応している. このため, デジタルフィルタ $H$ を定義する数列 $h=\{h_{n}\}_{n\in \mathrm{Z}}$

やその $z$ 変換 $H(z),$ $H(e^{i\xi})$ などもデジタルフィルタとよばれる.
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関数 $f(x)$ に対するシフト作用素 $S$ の作用を

$Sf(x)=f(x-1)$

で定義する. このとき,

$Hf= \sum_{\in k\mathrm{Z}}hkf(x-k)$

とかける.
スケーリング関数から作られるローパスフィルタ $m_{0}$ とウェーブレッ

ト関数から作られるハイパスフィルタ $m_{1}$ の効果を見てみよう. 簡単の
ため, $f\in V_{1}$ としよう. $V_{1}=V_{0}\oplus W_{0}$ であるから, $f$ の $V_{0}$ への正射
$\mathrm{H}’,$

,影 $\pi_{V_{0}}f$ は, ある $h_{f}=\{(h_{f})_{n}\}_{n}\in \mathrm{Z}\in\ell^{2}(\mathrm{Z})$ があって, $V_{0}$ の正規直交基
底 $\{\varphi(x-k)\}_{k}\in \mathrm{z}$ により,

$\pi_{V_{\mathrm{O}}}f(X)=\sum(h_{f})_{k\varphi(x}-k)=\sum(h_{f})_{k}s^{k}\varphi(X)$ (17)
$k\in \mathrm{Z}$ $k\in \mathrm{Z}$.

とかける. したがって, 5への正射影 $\pi_{V_{0}}f$ とは, スケーリング関数 $\varphi(x)$

へのデジタルフィルタ $h_{f}\in l^{2}(\mathrm{Z})$ の作用であると考えられる. 同様に $f$

の $W\mathit{0}$ への正射影 $\pi_{W_{0}}f$ は, ある $g_{f}=\{(gf)_{n}\}_{n}\in \mathrm{z}\in\ell^{2}(\mathrm{Z})$ があって, $W0$

の正規直交基底 $\{\psi(x-k)\}k\in \mathrm{z}$ により,

$\pi_{W_{0}}f(X)=\sum(g_{f})_{k}\psi(x-k)=\sum(h_{f})_{k}Sk\psi(x)$ (18)
$k\in \mathrm{Z}$ $k\in \mathrm{Z}$

とかける.

$m_{0}(f)( \xi):=\sum(h_{f})_{k}e^{-ik}\xi$ , $m_{1}(f)( \xi):=\sum(g_{f})_{k}e^{-ik}\xi$

$k\in \mathrm{Z}$ $k\in \mathrm{Z}$

とおくと, 式 (17) のフーリエ変換は

$F[\pi_{V_{0}}f.](\xi)=m_{0}(f)(\xi)\hat{\varphi}(\xi)$ (19)

$\mathcal{F}[\pi_{W_{0}}f](\xi)=m_{1}(f)(\xi)\hat{\psi}(\xi)$ (20)

ユニウェーブレットの場合の伸張方程式 (6) とウェーブレット方程式 (13)
のフーリエ変換をそれぞれ

$\hat{\varphi}(\xi)=m_{0}(\xi/2)\hat{\varphi}(\xi/2),\hat{\psi}(\xi)=m_{1}(\xi/2)\hat{\varphi}(\xi/2)$ (21)
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図 3: $\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{r}$ のスケ一リング関数とウェ一ブレット関数のフーリエ像

とおくと, 式 (19) と式 (20) はそれぞれ

$F[\pi_{V_{\mathrm{O}}}f](\xi)=m_{0}(f)(\xi)m\mathit{0}^{(\xi}/2)\hat{\varphi}(\xi/2)$ (22)

$F[\pi w_{0}f](\xi)=m_{1}(f)(\xi)m_{1}(\xi/2)\hat{\varphi}(\xi/2)$ (23)

とかける. したがって, $V\mathit{0}$ への正射影と $W\mathit{0}$ への正射影の効果を知るに
は, それぞれ $m_{0}(\xi/2)\hat{\varphi}(\xi/2)$ と $m_{1}(\xi/2)\hat{\varphi}(\xi/2)$ を調べればよい.
典型的な Meyer のウェーブレット場合を見てみよう. Meyer のスケー
リング関数のフーリエ像 $\overline{\mathrm{M}\varphi}(\xi)$ と $\overline{\mathrm{M}\varphi}(\xi/2)$ とウェ一ブレット関数のフー

リエ像 $\overline{\mathrm{M}\psi}(\xi)$ のグラフの概形を図 3に示す. グラフの概形からわかるよ
うに, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}_{\mathrm{M}}\overline{\varphi}(\xi)$ 上で, $\overline{\mathrm{M}\varphi}(\xi/2)\equiv 1$ だから, Meyer のローパスフィル
タ $\mathrm{M}m_{\mathit{0}}$ は,

$\mathrm{M}m_{\mathit{0}}(\xi/2)=_{\mathrm{M}}\overline{\varphi}(\xi)/\overline{\mathrm{M}\varphi}(\xi/2)=_{\mathrm{M}}\overline{\varphi}(\xi)$

となり, $\mathrm{M}m_{0}(\xi/2)_{\mathrm{M}}^{-}\overline{\varphi}(\xi/2)$ は, 周波数領域で, $0$ の近傍 $[-4\pi/3,4\pi/3]$ に

局所化する切落し関数として働く. 一般に, 補題 23の式 (16) より, ユ

ニウェーブレットのローパスフィルタ $m_{0}$ とハイパスフィルタ $m_{1}$ は

$|m_{0}(\xi)|2|+m_{1}(\xi)|^{2}\equiv 1$

を満たす. Meyer のハイパスフィルタ $\mathrm{M}m_{1}$ は, $[-2\pi/3,2\pi/3]$ 上 $\overline{\mathrm{M}\varphi}(\xi)$ $\equiv 1$

だから, 周波数領域で, $[-8\pi/3, -2\pi/3]\cup[2\pi/3,8\pi/3]$ に局所化する切落
し関数として働 $\langle$ . Meyer のウェ一ブレット場合には,

$f\in V_{1}\Rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}\subset[-8\pi/3,8\pi/3]$

であるから, ローパスフィルタ $\mathrm{M}m_{\mathit{0}}$ は信号 $f$ の低周波部分を切り落と
し, ハイパスフィルタ $\mathrm{M}m_{1}$ は信号 $f$ の高周波部分を切り落としている
と考えられる. これと同様のことが, 一般のウェーブレット場合にも成
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り立ち, $m_{0}$ がローパスフィルタ, $m_{1}$ がハイパスフィルタとよばれてい

る理由である.
このローパスフィルタ $m_{0}$ とハイパスフィルタフィルタ $m_{1}$ によるフィ

ルタリングのひとつの–般化を考えよう.
ウェーブレットを構或する多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{i\in \mathrm{Z}}$ が与えられたとす

る. このとき, 多重解像度解析から決まるスケーリング関数 $\varphi$ を使って,

伸張方程式 (6) から $m\mathit{0}$ が求まる. ウェーブレット関数は, ウェ一ブレッ

ト方程式 (13) から決まる $m_{1}$ が補題 23の式 (16) を満たすように構成
すればよい. これには, たとえば,

$m_{1}(\xi):=e^{-i}\overline{mo(}\epsilon\xi+\pi)$ (24)

ととればよい. このとき, ウェーブレット関数は

$\psi(x)=F^{-1}[e^{-i}\overline{m_{0}(}\epsilon/2\xi/2+\pi)\hat{\varphi}(\xi/2)]$ (25)

で与えられる. ただし, $F^{-1}$ はフーリエ逆変換を表す. これは,

$m_{0}( \xi):=\sum h_{k}e^{-ik\xi}$ , $m_{1}(\xi)$ $:=‘ \sum g_{k}e^{-ik\xi}$ (26)
$k\in \mathrm{Z}$ $k\in \mathrm{Z}$

と表すとき, $m_{1}$ を式 (24) で決めれば,

$m_{1}( \xi)=\sum(-1)^{1-k}\overline{h1-k}e^{-ik\xi}$

$k\in \mathrm{Z}$

となるので,
$g_{k}=(-1)^{1k}-\overline{h_{1^{-}k}}$ (27)

である.
次の補題 3.1が成-り立つ. 証明は, たとえば, [1], 補題 10.2.1をみよ.

補題 3.1 関数 $f\in L^{2}(\mathrm{R})$ に対し, $\{f(x-k)\}_{k}\in \mathrm{z}$ が正規直交系であると
する. 多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in}\mathrm{z}$ に付随する, 式 (26) で表されたローパス
フィルタ $m_{0}$ とハイパスフィルタフィルタ $m_{1}$ が与えられたとする. こ

のとき,

$F_{0}(x):=2 \sum_{k\in \mathrm{Z}}h_{k}f(2x-k)$ , $F_{1}(x):=2 \sum_{k\in \mathrm{z}^{gk}}f(2x-k)$

とおくと, 任意の $j\in \mathrm{Z}$ に対し, $\{(F_{i})_{j}k\}i\in\{0,1\},k\in \mathrm{z}$ は正規直交系であって,

$\overline{\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{(Fi)jk\}i\in_{\mathrm{t}^{0,1}\},k\in \mathrm{z}}=\overline{\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{f_{j+1,k}\}_{k\in}\mathrm{z}$ (28)

が成り立つ.

補題 3.1で, $f=F_{1}--\varphi,$ $F_{2}=\psi$ とおいた場合が, スケーリング関数
とウェーブレット関数を使った直交直和分解 $V_{j}\oplus W_{j}=V_{j+1}$ に対応する.
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4 マルチウェ一ブレットの構成

まず, $n$ 次元の場合も含めた結果を述べよう. 証明は [5] をみよ.

定理 4.1 $n$ 次元のユニウェーブレットを生成するひとつの $r$ 次正則多重
解像度解析から, $d=2^{n}$ の場合の $n$ 次元のマルチウェーブレットを生成
する $r$ 次正則多重解像度解析が構或できる.

定理 4.2 1次元のユニウェーブレットを生成するひとつの $r$ 次正則多重
解像度解析と 1次元のユニウェーブレットを生成する $(2^{n}-1)$ 個の $0$ 次
正則多重解像度解析から, $d=2^{n}$ の場合の $n$ 次元のマルチウェ一ブレッ
トを生成する $r$ 次正則多重解像度解析が構或できる.

定義 4.1定理 4.2の方法で生成されるマルチウェ一ブレットをスプリッ
トタイプ $(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}^{-}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e})$ のマルチウェーブレットとよぶ.

スプリットタイプのマルチウェーブレットの構成法は補題 3.1をもと
にしている. ある種のスプリットタイプのマルチウェ一ブレットにおい
ては, これらもとになるユニウェーブレットの正則性やバニシングモー
メントを失うことなく, マルチスケーリング関数より小さいサポート幅
や窓幅をもつマルチウェーブレット関数を構成することができる.

1次元のスプリットタイプのマルチウェーブレットを構或してみよう.
1次元のユニウェーブレットを生成するひとつの $r$ 次正則多重解像度解
析が与えられたとする. したがって, 式 (21) を満たす $\varphi(x)$ と $\psi(x)$ が

与えられたことになる. ただし, $m_{1}$ は式 (24) で定義する. 同様に, 1次
元のユニウェーブレットを生成する別の $0$ 次正則多重解像度解析が与え
られたとすると, あるローパスフィルタ $\overline{m}_{0}(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})$ とハイパスフィ

ルタ $\overline{m}_{1}$ $(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})$ があって, 補題 23により,

$\{$

$|\overline{m}_{\mathit{0}}(\xi)|^{2}+|\overline{m}0(\xi+\pi)|^{2}=1$

$|\overline{m}_{1}(\xi)|^{2}+|\overline{m}_{1}(\xi+\pi)|^{2}=1$

$\overline{m}_{0}(\xi)\overline{\overline{m}_{1}(\xi)}+\overline{m}o(\xi+\pi)\overline{\overline{m}_{1}(\xi+\pi)}=0$

(29)

を満たす. このとき, 次の補題 4.1が成り立つ.

補題 4.1 $d=2$ とする. 1次元のユニウェーブレットを生成するひとつ
の $r$ 次正則多重解像度解析からスケーリング関数 $\varphi$ とウェーブレット関
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数 $\psi$ および 1次元のユニウェーブレットを生成する別の $0$ 次正則多重
解像度解析からローパスフィルタ -m。とハイパスフィルタ $\overline{m}_{1}$ が与えら
れたとする. このとき, マルチスケーリング関数を

$\Phi(x)=$ $:=$
とおけば, スプリットタイプのマルチウェーブレット関数は

$\hat{\Psi}(\xi)=:=(\overline{\frac{m}{m}}01(\xi)\hat{\psi}(\xi)\hat{\varphi}(\xi(\xi)))$

で与えられる.

証明の方針 : 伸張方程式 (6) は,

輪 $(\xi)$ $:=$
に対し,

$\hat{\Phi}(2\xi)==M_{0}(\xi)$

である. 与えられた 1次元のユニウェーブレットを生成する $r$ 次正則多
重解像度解析を $\{V_{j}\}_{j\in}\mathrm{z}$ とする.

$\mathcal{V}_{j}:=V_{j+1},$ $\forall_{j}\in \mathrm{Z}$

とおくと, $\{\mathcal{V}_{j}\}_{j}\in \mathrm{Z}$ が, $d=2$ の場合の, 1次元マルチウェーブレットを
生成する $r$ 次正則多重解像度解析であることが示せる.
定理 4.2の証明に使われているスプリットタイプのマルチウェーブレット

構成方法は次のようである. 補題 2.3によれば, 行列 $M_{1}(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})^{2\cross 2}$

を

$M_{1}(\xi)M_{0}(\xi)$ $M_{1}(\xi+\pi)M_{0}(\xi+\pi))\in U(4;c^{\infty}(\mathrm{T}))$ (30)

を満たすように決めればよい. ここで, $U(4;C^{\infty}(\mathrm{T}))$ は $C^{\infty}(\mathrm{T})$ 関数を成
分とする 4次のユニタリ行列の集合を表す. 式 (29) $k$ 同様に, 補題 2.3
により, $m_{0}(\xi),$ $m_{1}(\xi)\in C^{\infty}(\mathrm{T})$ は,

$\{$

$|m_{0}(\xi)|2|+m\mathrm{o}(\xi+\pi)|^{2}=1$

$|m_{1}(\xi)|^{2}+|m_{1}(\xi+\pi)|^{2}=1$

$m_{0}(\xi)\overline{m_{1}(\xi)}+m_{\mathit{0}}(\xi+\pi)\overline{m_{1}(\xi+\pi)}=0$

(31)
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を満たす. したがって,

$M_{1}(\xi).=$ (32)

とおけば, 条件 (30) を満たし, $r$ 次正則マルチウェーブレットの多重解
像度解析が構成できる. この場合, マルチウェーブレット関数は

$\hat{\Psi}(2\xi)==M_{1}(\xi)=(\overline{\frac{m}{m}}01(\xi)\hat{\psi}(\xi)(\xi)\hat{\varphi}(\xi))$ (33)

で与えられる. $\blacksquare$

ウェーブレットパケットとの関連を述べておこう.

定義 4.2 ウェ一ブレット関数 $\psi$ に対し,

$\hat{\psi}_{\ell;\epsilon}1,\ldots,\mathrm{g}\ell(2^{l}\xi)=(_{j=1}\prod^{l}m(\epsilon_{j}2l^{-}j\xi))\hat{\psi}(\xi)$ (34)

で定義される関数 $\psi_{\ell;}6_{1},\ldots,e\ell$ をウェ一ブレットパケットという. ただし,
$j$ 番目の $\epsilon_{j}=0$ または 1に応じて, $j$ 番目の積には $m_{0}$ または $m_{1}$ を選
ぶとする.

上で述べたスプリットタイプのマルチウェーブレット $\psi_{1}$ と $\psi_{2}$ は, $\overline{m}_{0}=$

$m_{0}$ かつ $\overline{m}_{1}=m_{1-}$の場合には, ウェーブレットパケット $\psi_{1;0}$ と $\psi_{1;1}$ 1こ

一致することを注意しておく.

5 マルチウェ一ブレットの例
ここでは, Daubechies のコンパクト台をもつユニウェ一ブレットをフィ

ルタに使って, 補題 4.1で述べたスプリットタイプのマルチウェーブレッ
トの例をあげよう. この例では, もとになるユニウェーブレットの正則
性やバニシングモーメントを失うことなく, マルチウェーブレットのマ
ルチスケーリング関数より小さいサポート幅や窓幅をもつマルチウェー
ブレット関数を構成する.
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定義 5.1 関数 $f(x)\in L^{2}(\mathrm{R})$ は $xf(x)\in L^{2}(\mathrm{R})$ を満たすとする. 関数 $f$

の平均 (average) を

$x_{\mathrm{a}\mathrm{v}}:= \frac{1}{||f||_{2}^{2}}\int_{-\infty}^{\infty}x|f(_{X)}|2dx$

とおく. 関数 $f$ の窓幅 (width) を

$\triangle_{f}:=\frac{1}{||f||_{2}}[\int_{-\infty}^{\infty}(_{X}-x_{\mathrm{a}\mathrm{v}})^{2}|f(X)|^{2]^{1}}dx/2$

とおく.
さらに, $\hat{f}(\xi),$ $\xi\hat{f}(\xi)\in L^{2}(\mathrm{R})$ であるなら, $\xi \mathrm{a}\mathrm{v}$ を $\hat{f}$ の平均とし, $\triangle_{f}\wedge$

を $\hat{f}$ の窓幅とするとき,

$[x\mathrm{a}\mathrm{V}^{-\triangle_{f}}, x\mathrm{a}\mathrm{v}+\Delta_{f}]\cross[\xi \mathrm{a}\mathrm{V}^{-\Delta_{f’}}\wedge\xi \mathrm{a}\mathrm{v}+\triangle_{f^{]}}\wedge$

を時間周波数の窓 (time-frequency window) という

次の定理 5.1はフーリエ解析の不確定性原理として知られている.

定理 5.1 $f(x),$ $xf(x)\in L^{2}(\mathrm{R})$ かつ $\hat{f}(\xi),$ $\xi\hat{f}(\xi)\in L^{2}(\mathrm{R})$ とする. この

とき,
1

\Delta f ムデ $\geq\overline{2}$

が成り立つ.

ユニウェーブレットのスケーリング関数 $\varphi$ とウェーブレット関数 $\psi$ が

コンパクト台をもつなら, フィルタ $m_{0}$ と $m_{1}$ は三角多項式 (フーリエ
級数の項数が有限の場合) になる. したがって, Daubechies のコンパク
ト台をもつユニウェーブレットをフィルタに使ってスプリットタイプの
マルチウェ一ブレットを構成する場合には, 補題 4.1は次の補題 5.1に
かきかえられる.

補題 5.1 $d=2,$ $N\in \mathrm{N}$ とする. 1次元のユニウェ一ブレットの $r$ 次
正則スケーリング関数を $\varphi,$ $r$ 次正則ウェーブレット関数を $\psi$ とする.
Daubechies のコンパクト台をもつユニウェーブレットのローパスフィル
タを

$2N-1$

$Nm0(\xi)=$ $\sum Nhke^{-}ik\xi$ (35)
$k=0$
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とおくと,

ノ

$\psi_{1}(x)$
$:=2 \sum_{k=0}Nh_{k}\psi(2x-k)$ (36)

$\psi_{2}(x)$ $:=2 \sum_{k=}^{-1}2N\mathit{0}(-1)k+1Nh_{k}\psi.(2x+k-1)$ (37)

で定義される関数 $\Psi:={}^{t}(\psi_{1}, \psi_{2})$ は $r$ 次正則マルチウェーブレット関数
である.

注 5.1 ここでの記号法と Daubechies [9] の記号法とは, 定数倍だけ違っ
ている. [9] の Table 6.1から得られるコンパクト台をもつユニウェーブ
レットのローパスフィルタのフィルタ係数 $\{_{N}h_{k}\}$ は, ローパスフィルタ
の定義が

$2N-1$

$Nm_{0}( \xi)=2^{-1/2}\sum Nh_{k}e^{-ik\xi}$ (38)
$k=0$

であるから, 補題 5.1のフィルタ係数の而倍となる. したがって, [9]
のフィルタ $Nmo(\xi)$ を $\overline{m}_{0}(\xi)$ として使う場合は,

$\psi_{1}(x)$ $:=2^{1/2} \sum_{=k}^{2N}-10Nh_{k}\psi(2x-k)$ (39)

$\psi_{2}(x)$ $:=2^{1/2} \sum_{k}^{-1}2N=0(-1)^{k1}+_{N}hk\psi(2x+k-1)$ (40)

としなければならない.

補題 5.1を使って, スプリットタイプのマルチウェーブレットの例をあ
げよう. まず, もとになる 1次元のユニウェーブレットを生成する $r$ 次
正則多重解像度解析から得られるスケーリング関数とウェーブレット関
数として,

$(\mathrm{i})\mathrm{M}\varphi,$ $\mathrm{M}\psi$ . Meyer のウェーブレット

$(\mathrm{i}\mathrm{i})03\varphi,$ $\mathrm{D}3\psi.$ DaubeChieS の D3 $(\mathrm{N}=3)$ ウェーブレット

(iii) $\mathrm{C}6\varphi,$
$\mathrm{C}6\psi.\cdot$ コアフレット (coiflet) C6

$(\mathrm{i}\mathrm{v})\mathrm{S}6\varphi,$ $\mathrm{s}\epsilon\psi$ . シムレット (symlet) S6
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表 1: Meyer のスケーリング関数とウェ一ブレット関数をマルチスケーリ
ング関数として, Haar と Daubechies D2のフィルタをそれぞれ使って
構成したスプリットタイプのマルチスケーリング関数とマルチウェ $-$ブ

レット関数の窓幅および, Daubechies $\mathrm{D}3$ , コアフレット C6, シムレッ

ト S6をマルチスケーリング関数として, Haar と Daubechies D2のフィ

ルタをそれぞれ使って構成したスプリットタイプのマルチスケーリング
関数とマルチウェーブレット関数のサポート幅の表

をとる. つまり, $\varphi,$
$\psi$ として, 上記のウェーブレットから得られるスケー

リング関数とウェ一ブレット関数をそれぞれ使う. これらのウェ一ブレッ
トについては, たとえば, [9] をみよ. 次に, 1次元のユニウェーブレッ
トを生成する別の $- 0$ 次正則多重解像度解析から得られるローパスフィル
タ $\overline{m}0$ とハイパスフィルタ $\overline{m}_{1}$ として,

(a) $\mathrm{H}m_{0,\mathrm{H}}m_{1}$ . Haar のフィルタ

(b) $\mathrm{D}2m_{0},$ $\mathrm{D}2m_{1}$ . Daubechies の D2 $(\mathrm{N}=2)$ ブイルタ

をとる. これらを組み合わせてスプリットタイプのマルチウェーブレッ
ト関数を式 (36) と (37) により構成する.
得られたスプリットタイプのマルチウェーブレット関数の窓幅あるい
はサポート幅を表 1に, それぞれのスプリットタイプのマルチスケーリ
ング関数とマルチウェーブレット関数のグラフを図 4-7にまとめておく.
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Scaling functions
by Meyer uniwavelets

Multiwavelets
with Haar filter

Multiwavelets
with D2 filter

図 4: Meyer のスケーリング関数とウェ一ブレット関数マルチスケーリン
グ関数として, Haar と Daubechies D2のフィルタを使って構成したス
プリットタイプのマルチスケーリング関数とマルチウェ一ブレット関数

Scaling functions Multiwavelets Multiwavelets
by D3 uniwavelets with Haar filter with D2 filter

図 5: Daubechies $\mathrm{D}3$ をマルチスケーリング関数として, Haar と

Daubechies D2のフィルタを使って構成したスプリットタイプのマルチ
スケーリング関数とマルチウェーブレット関数
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Scaling functions
by C6 uniwavelets

Multiwavelets
with Haar filter

Multiwavelets
with D2 filter

図 6: コアフレット C6 をマルチスケーリング関数として, Haar と

Daubechies D2のフィルタを使って構成したスプリットタイプののマル
チスケーリング関数とマルチウェーブレット関数

Scaling functions Multiwavelets Multiwavelets
by S6 uniwavelets with Haar filter with D2 filter

図 7: シムレット S6をマルチスケーリング関数として Haar と DaubeChies
D2のフィルタを使って構成したスプリットタイプのマルチスケーリング
関数とマルチウェーブレット関数
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