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中部大学経営情報学部 吉田年雄 (Toshio Yoshida)

1. はじめに

$m$を適当に選ばれた正の整数とし, $\alpha$ を小さな任意定数とする.

$G_{\mathcal{V}}(x)=0+m+1’ G_{v+m}(x)=\alpha$ (1)

を出発値として, $I_{v}(x)$が満足する漸化式

$G(v-1 \frac{2v}{X}c\mathcal{V}x)=(\chi)+G(v+1)X$ (2)

を繰り返し使うことにより, $G(X),$$Gv+m_{-\iota+}vm-2(X),$ $\cdots,G_{v^{(x}})$ を順次, 計算す

る. それを用いれば, ある $N(<m)$ に対して, $n_{=}0,1,\cdots,$ $N$ についての

$I_{v+n}(X)$の近似式が次式で与えられる.

$I_{v+\hslash}(x)=e^{X}G_{v+n}(X)/ \sum_{0k=}^{m}\epsilon_{k}G(x)v+k$ (3)

ただし,

$\epsilon_{k}=2(\frac{X}{2})^{-v}\frac{(v+k)\Gamma(v+1)\Gamma(2\mathcal{V}+k)}{k!\Gamma(2v+1)}$

.
(4)

である. この $I_{v}(x)$の計算法の誤差解析については, $0\leq v<1$の場合に対し

て, 既に二宮 1)によって行われている. 二宮による誤差解析における式変
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形は, かなり面倒な手続きを必要とするが, 本稿で提案している方法で

は, 式変形を比較的容易に行うことができる.

2. 誤差解析

$n$ を正整数とする. 関数 Iv+n(x)および K-v+n(X) $=(-1)^{n}K_{\gamma}(+nX)$は共に同じ

漸化式 (2)を満足する. 逆に式 (2)の–般解は

$G_{v+n}(x)=\xi c(v+n)x+\eta\overline{K}(v+nX)$
. (5)

によって表わされる. ここで $\xi$および $\eta$は任意定数である. これらの任意

定数は式 (1)によって決定される. 式 (1)から次式が得られる.

$c_{v+m+\iota}(X)=\xi I(\gamma+m+\iota)X+\eta\overline{K}_{v}+m+1(X)=0$ (6)

式 (5)と (6)から $\eta$ を消去すると次式を得る.

$G_{v+n}(_{X)}= \xi(I_{v+}n(X)-\frac{I_{v+m+1}(x)\overline{K}_{v}(+nx)}{K_{v+m+1}(X)})$ (7)

上式と次の関係式

$\sum_{k=0}^{\infty}\mathcal{E}I(k\mathcal{V}+kX)=e^{x}$ (8)

より

$\sum_{k=0}^{m}\epsilon k(\frac{G_{v+k}(_{X)}}{\xi}+\frac{I_{v+m+1}(X)\overline{K}_{v}(+kX)}{\overline{K}_{v+m+1}(x)})+\sum\epsilon I(x)kv+kxk=m+\iota\infty=e$ (9)

が得られる. 式 (7) と (9)から $\xi$ を消去すると次式が求められる.

$J_{v+n}(_{X})=_{\frac{e^{x}G_{v}+i(x)}{\sum_{k=0}^{m}\epsilon G_{v+}(Xkk)}(\Phi}1-v,m(_{X}))+ \frac{I_{v+m+1}(X)\overline{K}(v+nx)}{\overline{K}_{v+m+}(1)X}$

(10)

ここで,

$\Phi_{v,m}(x)=e- x(^{m}\sum_{k=0}\epsilon k\frac{I_{v+m+1(}X)\overline{K}_{v+}(kX)}{\overline{K}_{v+m+1(}\chi)}+\sum_{k=1}\infty m+\mathcal{E}I_{v}k+k(x))$ (11)
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である. 式 (10)は, $I_{v+n}(\chi)$とその近似式との基本的な関係式である.

したがって, 式 (1)を出発値として, 漸化式 (2)を繰り返し適用すること

より得られた $G_{v+m-1-2}(X),G_{\mathcal{V}+}m(X),$ $\cdots,G(\gamma X)$を用いて, 式 (3)により, 10進 $\mathrm{P}$

.

桁の精度で \sim +n(X)が計算できるためには,

$|\Phi_{v,m}(X)|<0.5\cross 10-p$ (12)

および

$|\Theta_{v,m,n}(_{X)0^{-}}|<0_{:}5\cross 1p$ (13)

が成り立てばよい. ここで,

$\Theta_{v,m,n}(x)=\frac{I_{v+m+}(1X)\overline{K}\gamma+n(X)}{I_{v+n}(x)\overline{K}_{\gamma+m+\iota}(x)}$ (14)

である. $I_{v+n}(x)$の近似式 (3)の相対精度 $E_{v.m.n}(X)$は,
$-$

式 (10)より,

$E_{\nu.m,n}(.X)= \frac{\Phi_{v.m}(X)-\Theta_{\mathrm{v}_{m.n}}.(\chi)}{1-\Phi_{\nu,m}(_{X})}$ (15)

と表される.

$n$が $m$に比べて十分に小さいときには,

$|\Phi_{v,m}(X)|>>|\Theta_{v,m,n}(x)|$ (16)

であるので, そのときには, $\Phi_{v,m}.(x)$が重要となる.

3. \Phi v,\sim )の変形

式 (11)で表わされる $\Phi_{v,m}.(x)$を変形しよう.

$\Phi_{v,m}(X)=e-X(k=\Sigma 0m\epsilon_{k}\frac{I_{v+m+1}(x)\overline{K}(v+kx)}{\overline{K}_{v+m+\iota^{()}}X}+e-X\sum_{=^{0}k}^{m}\epsilon_{kv}I(+kx))$
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$=e^{x}K_{v+m+1}(X)- \frac{1}{x}\sum_{k=0}^{m}\mathcal{E}\overline{R}_{m}k-k,v+k+\iota^{(}x)$

$e^{x}K_{v+m+1}(X)$
(17)

ただし,

$\overline{R}_{m-k,v+k+\iota k}(\chi)=X(Iv+(x)K_{v}(+m+\iota x)+(-1)^{m+k}+2I_{\mathcal{V}}(+m+1)xKv+k(x))$

$= \sum_{n=0}^{m-}1(k)l2\mathrm{l}(\frac{x}{2}\mathrm{I}^{-m+k2n}+\frac{(m-k-n)!\Gamma\backslash (v+m-n+1)}{n!(m-k-2n)!\Gamma(v+k+n+1)}$ (18)

は変形 Lommel多項式 2)である.

式 (17)の右辺の分子の第 1項 $e^{x}K_{v+m+}(\iota X)$は, $e^{X}I_{v}(X)$のべキ級数展開 (付

録参照)

$e^{X}I_{v}(X)= \frac{1}{\sqrt{\pi}}(2X)^{v}\sum\frac{\Gamma(v+k+1/2)}{k1\Gamma(2v+k+1)}k=^{0}\infty(2x)^{k}$ (19)

を用いると, 次式のように書き換えられる.

$e^{x}K_{v+m+}(1X)=o \frac{e^{X}}{2}\frac{I_{-v-m-}1(X)-J_{v}+m+1(\chi)}{\sin(v+m\dotplus 1)\pi}$

$= \frac{1}{2}\sum_{k=}^{2+1}m0(\frac{X}{2})^{-v1+k}-m-\frac{\Gamma(2v+2m-k+2)\Gamma(v+m-k+1)}{k1\Gamma(2v+2m-2k+2)}$

$(-1)^{m+1}\sqrt{\pi}(2x)^{m+1}$

$+\overline{2\sin v\pi}$

. $\{k\sum_{0=}^{\infty}\frac{\Gamma(-v+m+k+3/2)(2X)^{-}\nu+k}{(2m+k+2)1r(-2v+k+1)}-\sum^{\infty}\frac{\Gamma(v+m+k+3/2)(2_{X})^{v}+k}{k1\Gamma(2\mathcal{V}+2m+k+3)}k=0\}$ (20)

また, 式 (17)の右辺の分子第 2項は, 次のように書き換えられる 3)

$\frac{1}{X}\sum_{k=0}^{m}\epsilon\overline{R}(xkm-k,v+k+1)$

$= \frac{1}{2}(\frac{X}{2})^{-m-}k=\sum_{0}^{1}\epsilon_{\mathrm{k}(}m\frac{X}{2})^{k}\mathrm{l}(\dot{m}-\sum_{i=^{0}}^{\mathrm{l}}k)/2\frac{(m-k-i)!\Gamma(v+m-i+1)}{i!(m-k-2i)!\Gamma(v+k+i+1)}(\frac{x}{2})^{2i}$

(Xの同じベキでまとめると)

$= \frac{1}{2}(\frac{X}{2})^{-}m-\mathrm{t}\sum_{0\iota_{=}}(m\mathrm{I}\frac{X}{2}\frac{1}{(m-l)!}\iota/\sum^{[^{l}}i=02]\epsilon_{l}-2i\frac{(m-l+i-1)!\Gamma(v+m-i+1)}{i!\Gamma(\mathcal{V}+\iota_{-i}+1)}$

.
(21)

( $\epsilon_{l-2i}$を具体的に書き入れると)
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$=( \frac{X}{2})^{-v-m-}1\frac{\Gamma(v+1)}{\Gamma(2v+1)}\sum(l=0)m\frac{X}{2}l\frac{1}{(m-l)1}$

. $\sum_{=\mathrm{i}\mathrm{f}\}}^{1^{\iota/}}\frac{(v+\iota-2i)\mathrm{r}(2v+l-2i)(m-l+i)\tau(v+m-i+1)}{i1\Gamma(l-2i+1)\Gamma(v+\iota-i+1)}2$

]

$1^{\iota/}2]$

( $\sum_{i=0}arrow\sum_{i=0}^{\infty}$ 無限級数にできるので)

$=( \frac{X}{2})^{-\gamma-}m-1\frac{\Gamma(v+1)}{\Gamma(2v+1)}\sum_{=\iota 0}^{m}(\frac{X}{2})$

.
$\frac{1}{(m-l)1}$

. $\sum_{i=0}^{\infty}\frac{(v+l-2i)\tau(2v+\iota-2i)(m-\iota+i)\Gamma(v+m-i+1)}{i1\Gamma(\iota-2i+1)\Gamma(v+\iota-i+1)}$

(22)

(23)

上式を PochhamInerの記号

$( \alpha)_{i}=\alpha(\alpha+1)(\alpha+2)\cdots\cdots(\alpha+i-1)=\frac{\Gamma(\alpha+i)}{\Gamma(\alpha)}$

$(\alpha)_{0^{=}}1$ (24)

で表示するため, . 公式

$a-2i=a(1-a/.2)_{i}/(-a/2)_{i}$

$\Gamma(a+i)=\Gamma(a)(a)_{i}$

$\Gamma(a-i)=(-1)^{i}\Gamma(\mathit{0})/(1-a)_{i}$

$\Gamma(a-2i)=\Gamma(a)/\{2^{2i}(1/2-a/2)_{i}(1-a/2)_{i}\}$ (25)

を使って, 一般化された超幾何級数の形に書き換えると次のようになる.

$\frac{1}{X}\sum_{k=0}^{m}\epsilon\overline{R}(_{X}km-k,v+k+1)$

$=( \frac{X}{2})^{-v-m-}1\iota\frac{\Gamma(v+1)\Gamma(v+m+1)}{\Gamma(2v+1)}\sum^{m}(l=0\mathrm{I}^{\frac{(v+l)r(2v+l)}{l1\Gamma(v+l+1)}}\frac{x}{2}$

$. \sum_{i=^{0}}^{\infty}\frac{(1-\frac{v+l}{2})_{i}(m-\iota_{+}1)_{i}(^{-_{\frac{l}{2}}\mathrm{I}_{i}}(\frac{1}{2}-_{\frac{\mathit{1}}{2})}i(-v-^{\iota})_{i}}{i1(-\frac{v+l}{2})i(\frac{1}{2}-\frac{2v+l}{2})i(1-\frac{2v+l}{2}1_{i}(-v-m)_{i}}$

.

(26)

ここで, 一般化された超幾何級数の和に関する定理 4)
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$54F(a,1+ \frac{a}{2},b,c,d;\frac{a}{2},1+a-b,1+a-c,1+a-d;11$

$= \frac{\Gamma(1+a-b)\mathrm{r}\langle 1+a-c)\Gamma(1+a-d)\Gamma(1+a-b-c-d)}{\Gamma(1+a)\Gamma(1+a-b-c)\Gamma(1+a-b-d)\tau(1+a-C-d)}$ (27)

を用いれば, 次式が得られる.

$\frac{1}{X}\sum_{k=0}^{m}\epsilon\overline{R}(_{X})km-k.v+k+1$

$= \frac{1}{2}\sum_{0k=}^{m}(\frac{X}{2})-\gamma-m-1+k\frac{\Gamma(2v+2m-k+2)\Gamma(v+m-k+1)}{k!\Gamma(2v+2m-2k+2)}$ (28)

このように, 式の簡単化にとって, 定理 (27)が大きな手助けとなっている.

文献 4)では, この式の簡単化 (級数の和を単項で表すこと) をさらに $-$

般的に試みる方法について述べている. 式 (20) と (28)を式 (17)に代入する

と, 次式を得る.

$\Phi_{v,m}(x)=[\frac{1}{2}\sum_{k=0}^{+1}(2m\frac{X}{2})-\nu-m-\iota_{+}k\frac{\Gamma(2v+2m-k+2)\Gamma(v+m-k+1)}{k1\Gamma(2v+2m-2k+2)}$

$- \frac{1}{2}\sum_{0k=}^{m}(\frac{X}{2})-v-m-1+\iota\frac{\Gamma(2v+2m-k+2)\Gamma(v+m-k+1)}{k1\Gamma(2v+2m-2k+2)}$
.

$(-1)^{m+1}\sqrt{\pi}(2x)^{m+1}$

$+\overline{2\sin v\pi}$

$. \{\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(-v+m+k+3/2)(2_{X})^{-}v+k}{(2m+k+2)1\Gamma(-2v+k+1)}-\sum_{=k0}\frac{\Gamma(v+m+k+3/2)(2X)^{v+}k}{k1\Gamma(2v+2m+k+3)}\}\infty.]$

$=[ \frac{1}{2}\sum_{1}^{v}(\iota_{=}m+)^{-}+\iota v-m-1+k\frac{\Gamma(2v+2m-k+2)\Gamma(v+m-k+1)}{k1\Gamma(2v+2m-2k+2)}/\{e_{2m}^{X}K+m+\frac{X}{2}1(X)\}$
.

(29)

$(-1)^{m+}1\sqrt{\pi}(2x)m+1$

$+\overline{2\sin v\pi}$

$. \{\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(-v+m+k+3/2)(2x)^{- v}+k}{(2m+k+2)1\Gamma(-2v+k+1)}-\sum_{=k0}\frac{\Gamma(v+m+k+3/2)(2X)^{v+k}}{k1\Gamma(2v+2m+k+3)}\}\infty]$

$/\{e^{X}K_{v++1}(mx)\}$ .. (30)

ここで, 式 (29)において, 第 1の部分 (k $=0,1,\cdots,2m+1$)の–部と第 2の部
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分 (k $=0,1,$ $\cdots,m$)は相殺していることに注意しよう. この相殺により,

$\Phi_{v,m}(x)$が小さくなり, 式 (12)を満たすことができるようになるのである.

上式において, $v<<m$ならば $[]$の第 1の部分の $k=m+1$の項が主要項で

ある. したがって, $\Phi_{v,m}(x)$に対する有用な評価式として, 次式が得られ

る.

$\Phi_{\nu,m}(x)\overline{\sim}(\frac{X}{2})^{-\nu}\frac{\Gamma(2v+m+1)\Gamma\langle v+1)}{(m+1)!\Gamma(2v+1)eK(_{X)}Xv+m+1}$ (31)

式 (30)および (31)は, 二宮 1)の結果と –致する. 二宮は, 式 (17)の右辺の

分子の第 2項が式 (28)の右辺の形になることを予想し, 面倒な式変形を経

て, 数学帰納法により証明した. 本稿での導出は, 上述のように直接的

であるが, それでも式変形には多少の手間がかかる.
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付録

$e^{X}I_{\nu}(x)$

$= \sum_{\iota=0}^{\infty}\frac{1}{l!}Xl.(\frac{X}{2})^{\nu}=\sum_{i}\infty 0\frac{1}{i!\Gamma(_{\mathcal{V}+}i+1)}(\frac{X}{2})^{2i}$

( $x$の同じベキでまとめると, $karrow l+2i$ )

$=( \frac{X}{2})v\sum^{\infty}\sum_{=k=0i0}\frac{1}{i!(k-2i)!\tau(v+i+1)}1k\mathit{1}21x^{k-2}i(\frac{X}{2})^{2i}$

$=.( \frac{X}{2})v1k/\sum\sum_{k=0}^{\infty}X\frac{1}{i!\Gamma(k-2i+1)!\Gamma(v+i+1)2^{2_{l}}}k]i=02$

$=( \frac{X}{2})k\sum_{=\cap}^{v}x\sum_{:}^{\infty}k\frac{1}{i!\Gamma(k-2i+1)!\Gamma(v+i+1)22i}\infty=\mathrm{n}$

$-(2)\mathrm{A}^{arrow}k=0\mathrm{A}i=0^{i!\Gamma(2}k-i+1)!\tau(\mathcal{V}+i+1)2^{2i}$

$(\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT} a\text{の記号^{を}用^{い}て表わす_{}k})$

$= \frac{1}{\Gamma(v+1)}(\frac{X}{2})\sum_{k=0}^{\nu}\frac{1}{k!}xk\sum_{0}^{\infty}\infty i=\frac{(-k/2)_{i}(1/2-k/2)_{i}}{i!(v+1,\vee)_{i}}$.

上式に GaeSの公式

2 $1$

$F(_{\mathit{0},bc};;1)= \frac{\Gamma(c)\Gamma(c-O-b)}{\Gamma(c-\mathit{0})\Gamma(c-b)}$

を用いれば次式が得られる.

$e^{X}I_{\nu}( \chi)=(\frac{X}{2})^{\nu}\sum_{k=0}\frac{\Gamma(v+k.+1/2)}{k!\Gamma(v+k/2+1/2)\Gamma(v+k/2+1)}\infty xk$

$= \frac{1}{\sqrt{\pi}}(2x)^{\mathcal{V}}\sum\frac{\Gamma(v+k+\iota/2)}{k!\Gamma(2v+k+1)}k=0\infty(2x)^{k}$
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