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概要

関数の拡張として、多価関数がある。このノートは特殊な 2価の関数による力学系についての Shaun Bul-
lett の仕事を紹介するための入門編である。quadratic correspondence の定義は 2次関数及びその逆関数を
内包しているが (1.4例)、ここでは forward image も preimage も 2価になるような $2:2- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{p}_{0}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$

を扱う。以下、 Shaun Bullett の論文 “Dynamics of quadratic correspondences” (Nonlinearity 1 (1988)
27-50), “Mating quadratic maps with the modular group” (Inventiones mathematicae 115 (1994) 483-
511) にしたがって quadratic correspondences の定義及び基本性質を解説する。

1 Introduction

1.1 Quadratic Corrspondence の定義

$z,$ $w$ の両方について 1次か 2次の多項式

$g(z, w)$ $=$ $(Az^{2}+Bz+C)w^{2}+(Dz^{2}+Ez+F)w+(Gz^{2}+Hz+J)$

$=$ $(z^{2}. z 1)$

$(A, B, C, D, E, p, G, H, J\in \mathrm{C})$

で、 $(z^{2}+az+b)$ や $(w^{2}+aw+b)$ や $(z+C)$ や $(w+c)$ ( $a,$ $b,$ $c$ は定数) のような $z$ のみあるいは $w$ のみの

多項式を因数にもたないものを考える o $\uparrow$ このような $g(z, w)$ に関して\sim を $z=z_{1}$ と固定し $g(z_{1}, w)=0$

を $w$ について解くと、 2つ ( $A=B=C=0$ のときは 1つ) の $w.=w_{1},$ $w_{2}$ が得られる。 $z_{1}$ にたいして

これら 2つの $w_{1},$ $w_{2}$ を対応させると決めると、 $\hat{\mathrm{C}}(:=\mathrm{C}\mathrm{U}\{\infty\})$ から $\hat{\mathrm{C}}$ への 2価 ($A=B=C=0$ のと
きは 1価) の写像が決まる。

$w_{1}$

$\nearrow$

$z_{1}$ .
$\backslash \cdot$

, $w_{2}$

このような対応を $g(z, w)=0$ により定義される quadratic $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\circ \mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\overline{\mathrm{n}}\mathrm{c}\mathrm{e}$といい、 $f$ : $z\mapsto w$ で表わ

すことにする ;
$f(z):=\{w\in\hat{\mathrm{C}}|g(z, w)=0\}$

。

価たとえば、 $g(z, w)$ が因数 $(z+c)$ をもっとすると、 $z_{1}=-c$ に対し任意の $w\in\hat{C}$ が対応することになるので、 このようなも

のは扱わないことにする。
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逆に、 $f^{-1}(w):=\{z\in\hat{\mathrm{C}}|g(\dot{z}, w)=0\}$ とすれば、 $f^{-1}$ : $w\mapsto z$ も quadratic correspondence である ;

$f(z)\ni w\Leftrightarrow g(z, w)=0\Leftrightarrow z\in f^{-1}(w)$
。

$f(z)$ を $z$ の $g(z, w)=0$ による像 (forward image) , $f^{-1}(z)$ を $z$ の $g(z, w)=0$ による逆像 (preimage,
backward image) という。

注意 1 一般に ( $A=B=C=0$ でなければ) $f\mathrm{o}f^{-1}\neq$ 詔である (map との違いに注意 ; 図 1参照)。

$z_{2}$

$w_{2}w_{1}\sim\prime_{\text{、_{}Z_{3}}}\sim\prime Z_{1}$

図 1: $f\circ f-1(Z1)$

注意 2 ( $\infty$ の扱いについて)
$f(\infty)\ni w_{0}(\Leftrightarrow\infty \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\in f^{-1}(w_{0}))$であることを、「 g(l/z’, $w$ ) $=0$ の分母を払って新たにそれを $g’(Z’, w)=$

$0$ と書き直したとき、 $g’(\mathrm{o}, w\mathrm{o})=0$ となる」で定義する。

同様に、 $f(Z_{0})\ni\infty$ ( $.\Leftrightarrow$

iff
$z_{0}\in f^{-1}(\infty)$ ) であることを、「 $g(z, 1/w’)=0$ の分母を払って新たにそれを

$g’(z, w’)=^{0}$ と書き直したとき、 $g’(Z_{0},0)=0$ となる」 で定義する。

12 力学系としての同値関係

quadratic correspondence $g_{2}(z, w)=0$ が $g_{1}(z, w)=0$ と同値であることを、「ある $M\in PSL(2, \mathrm{c})$

が存在して、 $g_{1}(z, w)=0$ ならば $g_{2}(M_{Z}, Mw)=0$ となる」すなわち、「
$g_{1}$ と $g_{2}$ は M\"obius 変換で移り

合う」 で定義する。

13 grand orbits
$S\subset\hat{\mathrm{C}}$ としたとき、 $f(S):=\{w\in\hat{\mathrm{C}}|\exists z\in s\mathrm{s}.\mathrm{t}. g(z, w)=0\}$ とする。 quadratic correspondence $f$ に

関する $z$ の grand orbit GO$(z;f)$ を次のように帰納的に定義する ;

GO
$(z;f):= \bigcup_{n\geq 0}o_{n}$

; ただし $o_{0}:=\{z\},$ $O_{n+1}:=f(O_{n})\cup f^{-}1(o_{n})_{\circ}$

1.4 例

(i) $\hat{\mathrm{C}}arrow\hat{\mathrm{C}}$ の双正則写像を quadratic correspondence で表現すると

$g(z, w)=cZw+dw-az-b$

となる。実際、 $f$ を $\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}$ への双正則写像とすると、f&2 M\"obius 変換だから、 $f$ : $z rightarrow\frac{az+b}{cz+d}=w$

とおいて分母を払うと $czw+dw-aZ-b=0$ となる $(g(z, w)=(czw+dw-az-b)^{2}$ とも書ける)。

(ii) 2次関数 $zarrow\succ z^{2}+c$ は $g(z, w)=w-(z^{2}+c)$ で与えられる。

(iii) (ii) の逆関数は $g(z, w)=Z-(w^{2}+c)$ で与えられる。

(iv) $g(z, w)=(w-(z+1))(w(z+1)+1)$ の grand orbit GO$(z, f)$ は $z$ の $PSL(2, \mathrm{Z})$ による orbit に
なる。

148



1.5 2:.2-correspondences

quadratic correspondence のうち、$g(z, w)$ が $z$ と $w$ の両方について 2次式であるものを 2:2-correspondence
ということにする。

注意 3 2:2-correspondence

$g(z, w)=(Az^{2}+Bz+C)w^{2}+(Dz^{2}+Ez+F)w+(Gz^{2}+Hz+J)=0$

において、 . $w_{1}=w_{2}$ (重解) となる $z$ は

$(Dz^{2}+Ez+F)^{2}-4(A_{Z^{2}}+Bz+C)(Gz^{2}+Hz+J)=0$ (1)

の解である。 この (1) 式の解となる $z$ を $f$ の singular point と呼び、その集合 $\{z\in\hat{\mathrm{C}}|\# f(Z)=1\}$ を

$S(f)$ で表す。 $\# S\leq 4$ である。

1.6
’

quadratic correspondences のグラフからの観点

$(z, w)$ が $g(z, w)=0$ で定義される quadratic correspondence $f$ のグラフ

$\Gamma(f):=$ { $(z,$ $w)\in\hat{\mathrm{c}}\mathrm{x}$

^へ

$|g(z,$ $w)=0$}

上の点であることと、 $f\cdot:z->w$ であることは同値である。
$\check{.}$ こで、 代数曲線としての F(のの形状は S(のにより、次の 3つに分類される。

(i) (1) が異なる 4つの解を持つとき、 $\Gamma(\dot{f})$ はトーラスである。

(ii) (1) が 1 っの 2重解と 2つの異なる解を持つとき、 $\Gamma(f)$ は 1点で自己交差する球面になる。 また、 1
つの 3重解と 1つの他の解をもつときも $\Gamma(f)$ は特異点を 1つもつ球面になる。

(iii) (1) が 2 っの 2重解を持つとき、 $\Gamma(f)$ は 2点を共有する 2つの球面になる。 また、 1つの 4重解をも

つときは、 $\Gamma(f)$ は 1点を共有する 2つの球面になる。

射影 $\pi_{1}$ : $\Gamma(f)arrow\hat{\mathrm{C}},$
$\pi_{2}$ : $\Gamma(f)arrow\hat{\mathrm{C}}$ を $\pi_{1}(z, w)=w,$ $\pi_{2}(z, w)=Z$ ( $E\text{和_{}r\dot{\alpha}}- R$が感じられるが\tau S.Bullett

に従い、「 $\pi_{1}$ は第 1成分を忘れる」、「
$\pi_{2}$ は第 2成分を忘れる」 $\text{と覚える}$ ) として、 $I_{1},$ $I_{2}$ を $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ の

covering involution とする。すなわち、 $f^{-1}(w)=\{z_{1}.\cdot’ z_{2}\})f(z)=\{w_{1}\cdot, w_{2}\}$ とすると、

$I_{1}$ $I_{2}$

$(z_{1}, w)-(z_{2}, w)$ $(z, w_{1})-(z, w_{2})$

.
$\backslash _{\pi_{1}}$ $\nearrow\pi_{1}$ $\backslash _{\pi_{2}}\cdot.\cdot\nearrow\pi_{2}$

$w$ $z$

図 2: グラフからの射影と covering involution

である。 $\pi_{1},$ $\pi_{2}$. を用いると、 $f,$ $f^{-1}$ は $f=\pi_{1^{\mathrm{O}\pi}2}-1,$ $f^{-1-1}=\pi_{2^{\circ}1}\pi$

.
と表現できる.
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2 Maps of Pairs

2.1 定義

2:2-correspondence $f$ : $\hat{\mathrm{C}}\ni zrightarrow w\in\hat{\mathrm{C}}$ が map of pairs であることを、「任意の $z_{1}\in\hat{\mathrm{C}}$ にたいし

て $f(z_{1})=\{w_{1}, w_{2}\},$ $f^{-1}(w_{1})=\{z_{1}, z_{2}\},$ $f^{-1}(w_{2})=\{z_{1)}Z3\}$ としたとき、$z_{3}=z_{2}$ となる」で定義する。
(右下の図式を $f$ : $\{z_{1},$ $z_{2}\}rightarrow\{w_{1},$ $w_{2}\}$ で表わすことにする。)

.

ご 2

$z_{1}’\sim’\sim w_{1}w_{2}$ において、 $z_{3}=Z_{2^{\vee}}$
$\text{っ}\yen 0\Rightarrow$

$z_{3}$

図 3: map of pairs

注意 4 $f$ を 2:2-co.rrespondence とすると $f$ : $z\mapsto w$ が map of pairs であることと $f^{-1}$ : $w\mapsto z$ が

map of pairs であることは同値である。
(証明) $(\Rightarrow)$ 任意め $w_{1}\in\hat{\mathrm{C}}$ にたいし、 $f^{-1}(w_{1})=\{z_{1}, z_{2}\},$ $f(z_{1})=\{w_{1}, w_{2}\},$ $f^{-1}(w_{2})=\{z_{1},$ $z_{\mathrm{a}\}}$

$\text{とすると}.f$ が map of pairs であることから、 $\text{ご_{}2}=z_{3}.\text{である_{。}よって}$ $f(z_{2})=\{w_{1}, w_{3}\}$ とすると $w_{3}=w_{2}$

。ゆえに、 $f^{-1}$ は map of pairs である。
$\langle$ $\Leftarrow)$ $(\Rightarrow)$ と同様の方法で示すことができる。

【命題】 方程式 $g(z, w)=(Az^{2}+Bz+C).w^{2}+(Dz^{2}+Ez+F)w+(Gz^{2}+Hz+J)$
.

$=0$ で定義され

る 2:2-correspondence $f$ : $z-*w$ : に対して、次の (1) $\sim(4)$ は同値である。

(1) $f$ は map of pairs である。

(2) $|BCA$ $DFE$ $HGJ$ $=0$ である。

(3) ある 2次有理式 $p,$ $q$ があって、 $g(z, w)=0$ は $p(z)=q(w.)$ と変数分離できる。

(4) グラフ $\Gamma(f)$ の covering involution $I_{1},$ $I_{2}$ は可換である。すなわち、 $I1I2=I2$Il である。
.

(証明) $((1)\Rightarrow(2))$ map of pairs $f$ : $\{z_{1}, z_{2}\}\vdasharrow\{w_{1}, w_{2}\}$ において、写像 $\Psi$ : $w_{1}.\mapsto w_{2}$ は双正則な
.

involution だから、 $\Psi$ はつぎの $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ のいずれかである。

(i) $\Psi(w)=\frac{(a+b)w-2ab}{2w-(a+b)}$ ( $\infty\not\in Fix(\Psi)=\{a,$ $b\}$ のとき)。

(ii) $\Psi(w)=2c-w$ (Fix$(\Psi)=\{\infty,$ $c\}$ のとき)。

(i) のとき、 $w_{2}= \frac{(a+b)w_{1}-2ab}{2w_{1}-(a+b)}$ より $\text{、}$

$w_{1}w_{2}= \frac{a+b}{2}(w_{1}+w_{2})-ab$ (*)。解と係数の関係より

$w_{1}w_{2}= \frac{c_{\text{ご_{}1}^{2}+}H_{Z+}1J}{A_{\text{ご_{}1}^{2}+}BZ_{1}+C}$ , $w_{1}+w_{2}=- \frac{D_{\text{ご_{}1}^{2}}+E_{Z+}1F}{Az_{1}^{2}+Bz_{1}+C}\circ$

これらを上の $(*)$ に代入して整理すると、

.
$(Gz_{1}^{2}+Hz_{1}+J)=- \frac{a+b}{2}(DZ_{1}^{2}+Ez_{1}+F)-ab(A. Z^{2}1+Bz_{1}+C)$
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これが任意の $z_{1}\in \mathrm{C}\backslash \{z\in \mathrm{C}|(Az^{2}+B_{\text{ご}}+^{c})=^{\mathrm{o}}\}$で成立するから、ベクトル $(GHJ),$ $(DEF),$ $(ABC\rangle$

は $\mathrm{C}$ 上 1次従属である。 よって題意は成立する。 (ii) のとき、 (i) と同様の方法で示せる。

$((2)\Rightarrow(3))$ 仮定 (2) より、 ある $\alpha,$
$\beta,$ $\gamma\in \mathrm{C}\backslash \{0\}$ が存在して

$\alpha(ABc)+\beta(DEF)+\gamma(GHJ)=(000)$。

$\gamma\neq 0$ のとき、 $(GHJ)=-( \frac{\alpha}{\gamma}(ABC)+\frac{\beta}{\gamma}(DEF))$ . すなわち任意の $z\in \mathrm{C}$ にたいし、

$(G_{Z^{2}}+Hz+J)=-( \frac{\alpha}{\gamma}(Az^{2}+BZ+c)+\frac{\beta}{\gamma}(D\text{ご}+EZ+F))20$

これを $g(z, w)=0$ に代入すれば $(Az^{2}+Bz+C)+(Dz^{2}+E \text{ご}+F)(w-\frac{\beta}{\gamma})=0_{0}$

$- \frac{w^{2}-\alpha/\gamma}{w-\beta/\gamma}=\frac{Dz^{2}+Ez+F}{Az^{2}+B_{Z}+c}$

ゆえに題意は成立する。 $\gamma=0,$ $\beta\neq 0$ のときも上と同様の方法で変数分離できる。

$\gamma=0,$ $\beta=0$ のとき、 $(ABC)=(000)$ 。このとき $f$ : $z\vdash+w$ が 1価となり $f$ 力 S $2:2$-correspondence

であることに矛盾する。 .

$((3)\Rightarrow(4))p,$ $q$ &は 2次有理式だから $\hat{\mathrm{C}}arrow\hat{\mathrm{C}}$ の double covering になっている。 これらの covering

involution をそれぞれ $\Phi,$ $\Psi$ として、 $p(z)=q(w)$ すなわち $(z, w)\in\Gamma(f)$ とすると、

. .
. $I_{1}(z, w)=(\Phi.(Z), w)$ , $I_{2}(z, w)=(z, \Psi(w))$

ゆえに、 Il $I_{2}(z, w)=I1(z, \Psi(w))=(\Phi(\text{ご}), \Psi(w))=I\mathit{2}(\Phi(\text{ご}), w)=I_{2}I_{1}(Z, w)$。

(注意 $P$ の critical point の集合は $\Phi$ の固定点の集合と等しい o また、 $q$ の critical point の集合は $\Psi$

の固定点の集合と等しい。) ’.

$((4)\Rightarrow(1))$

$f(z_{1})=\{w_{1}, w_{2}\},$ $f^{-1}(\{w_{1}, w2\})=\{\text{ご_{}1}, Z_{2,3}z\},$ $f(z_{3})=$

$\{w_{1}, w_{3}\}$ とする。 $(z_{1}, w_{1})\in\Gamma(f)$ にたいして $I_{1}I_{\mathit{2}}=I_{2}I_{1}$ を

適用して

$I_{1}I_{2}(z_{1}, w_{1})=I_{1}(Z_{1}, w_{2})=(Z2, w2)$.
. $||$

$\backslash \cdot$

$I_{\mathit{2}}I_{1}(_{Z}1, w1^{\cdot})=I2(_{Z}3, w_{1})=(Z3, w3)$ . .

したがって $z_{2}=z_{3},$ $w_{\mathit{2}}=w_{3}$。ゆえに $f$ は map of pairs

である。 $\mathrm{I}$
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3 Maps of Triples

3.1 定義

2:2-correspondence $f$ : $z\mapsto w$ のうち次の図式を満足するものを map of triples と呼ぶ。

$\text{ご_{}1}z_{3}\sim’\sim’\sim w_{4}w_{2}w_{3}$

において $w_{1}=w_{4}$ 百皆
$z_{2}’\sim w_{1}$

図 4: map of triples

すなわち、map of triples $f$ は任意の $z_{1}\in\hat{\mathrm{C}}$ にたいし $f(z_{1})=\{w_{2}, w_{3}\}$ , $f^{-1}(w_{2})=\{Z_{1}, z_{3}\}$ , $f^{-1}(w_{3})=$

$\{z_{1}, z_{2}\},$ $f(z_{2})=\{w_{3}, w_{1}\},$ $f(z_{3})=\{w_{2}, w_{4}\}$ とすると、 $w_{1}=w_{4}$ となる $\dot{2}:2$-correspondence である。

【命題】 $f$ を 2:2-correspondence とし、 $I_{1},$ $I_{2}$ を小節 16のように定義する。 このとき $f$ が map of
triples であることと、 $I_{1}.I_{2}I_{1}=I_{2}I_{1}I_{2}$ であることは同値である。

(証明は map of triples の定義より明らかなので略。)

注意 5 $\langle$Il, $I_{2}\rangle$ $\cong D_{6}$ ( $D_{6}$ は dihedral group (正 2面体群)) である。

【命題】 i) $C$ を 3次有理式とし、 $M\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\mathrm{C})$ とする。

$f(z):=$ { $w\in\hat{\mathrm{C}}$

ロ

$|C(M_{Z})=C(w)$ ;w\neq Mご}

$f^{-1}(w):=\{z\in\hat{\mathrm{c}}\{C(MZ)=c(w);z\neq M^{-}1w\}$

とすると、 $f$ は map of triples になる。

ii) 逆に、 任意の map of triples $f$ : $zrightarrow w$ に対し、 ある 3次有理式 $C$ とただひとつの $M\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\mathrm{C})$ が

存在して、
$\Gamma(f)\ni(z, w)\Rightarrow C$( $M$ご)=C(w)

となり、 更に $C$ はメビウス変換を左から施したものを同–視して unique である。

(証明) i) $C(w)-^{c}(Mz)=^{\mathrm{o}}$ を (w–Mz) で割ったものが $f$ を 2:2-correspondence で表現したもの
である。任意の $z_{1}\in\hat{\mathrm{C}}$ を固定し、 $C(M_{Z_{1}})=\zeta$ とし、

$(CM)^{-1}(\zeta):=$ { , ご 2, $z_{3}$ }, $C^{-1}(\zeta):=\{w_{1}, w2, W3\}$

とする。 $\{w_{1}, w_{2}, w_{3}\}=c^{-}1(\zeta)=MM^{-1}c-1(\zeta)=M(CM)-1(\zeta)=M\{Z1, Z_{2}, \text{ご}3\}=\{Mz1, Mz\mathit{2}, MZ3\}$
.

より、 $w_{\dot{*}}=M\text{ご_{}i}$ $(i=1,2,3)$ としてよい。

. $f$ の定義より、

$Mz_{2}$
$f(z_{1})=\{.Mz_{2}, M\text{ご}3\}$

$z_{1}\sim\prime Mz_{3}$

$f(\text{ご_{}2})=\{Mz_{3}, MZ1\}$ $z_{2}’\sim Mz_{1}$

$z_{3}arrow$

$f(z_{3})=$ { $M$ご 1, $Mz_{2}$ } $\text{。}$

$\sim Mz_{2}$
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したがって $f$ は map of triples である。

ii) の証明 .

$f$ : $zrightarrow w$ を 2:2-correspondence $g(z, w)=0$ により定義される map of triples とする。 $z_{1}\in\hat{\mathrm{C}}$ にたい

して map of triples $f$ と $f^{-1}$ を交互に施して得られるすべての orbit は次の 3つの図式のいずれかしか満
たさない (1つ目の図は–般の点におけるもので、 2回目、 3つ目の図は singular point におけるもの)。

き 1 $w_{1}$

$z_{2}\mathrm{x}w_{2}$
ご l\rightarrow wl

図 5: $f(_{Z_{1}),f^{-1}f(}z_{1}),$ $ff^{-1}f(Z_{1}\rangle,$
$\ldots$

ここで $M$ を次のように定義する。

$M(\text{ご})=\{$

$f(z)$ ( $z$ が singular point のとき)

$ff^{-1}f(z)\backslash f(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ ( $z$ が singular point でないとき)

すなわち、上の図式において、 $M(z_{1})=w_{1}$ とすると、 $M$ は $\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}$ への 1対 1双正則写像である

から、 $M$ は M\"obius 変換である。 したがって、 上の図式のすべての $w_{i}(i=1,2,3)$ について $w_{i}=M\text{ご_{}i}$ と

なる。そこで、 $g(M^{-1_{Z}}, w)=0$ により定義される 2:2-correspondence $h$ を考える。 $h$ は $h=f\circ M^{-1}$ で

あり、 更に map of triples である。

$h$

図 6: $h=f\circ M^{-1}$

ここで、 $w_{1},$
$w_{2}\in\hat{\mathrm{C}}$ の間に関係 $w_{1}\sim w_{2}$ があることを

$hh^{-1}(w_{1})\ni w_{2}$

で定義すると、 $h$ が map of triples であることから関係 $\sim$ は同値関係になる ( $w_{1}\sim w_{2}$ であることと

$h^{-1}h(w_{1})\ni w_{2}$ であることは同値である) 。 $\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}/\sim$ への自然な射影 $wrightarrow[w]$ を $p\sim$ とし、 これを用い

て $\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}/\sim$ へ自然な位相を入れると $\hat{\mathrm{C}}/.\sim$ には単連結コンパクトリーマン面の構造がはいるから、 あ

る双正則写像 $\varphi$ が存在して . $\epsilon$

..
$-$

$\varphi:\hat{\mathrm{C}}/\sim$
$arrow\hat{\mathrm{C}}\underline{\simeq}$

となる。 よって、 $C:=\varphi p\sim$ とすれば、 $C$ は $\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}$ への被覆度 3の holomorphic covering map になっ

ているので $C$ は 3次有理式である。 .

3点 $\{w_{1}, w_{2}, w_{3}\}$ は $h$ により不変であるので、 $(z, w)\in\Gamma(h)$ ならば

$C(\text{ご})=C(w)$

すなわち、 $(Mz, w)\in\Gamma(h)$ ならば $C(Mz)=C(w)$ 。 $(Mz_{2}w)\in\Gamma(h)$ と $(z, w)\in\Gamma(f)$ は同値であるか

ら\tau $(z, w)\in\Gamma(f)$ ならば CM$(z)=C(w)$ がいえる。
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$.M$ の unique 性については作り方より明らか。また、 $C$ が左から M\"obius 変換を施したものを同–

視すれば unique であることは、次のようにして分かる。任意の $w_{1}\sim w_{2}$ なる点 $w_{1},$
$w_{\mathit{2}}\in\hat{\mathrm{C}}$ にたい

し、 $C_{1}(w_{i})=C_{2}(w_{i})(i=1,2)$ となる $C_{1},$ $C_{2}$ が存在すれば、 $\mu:=C_{21}C^{-1}$ は 1価正則な写像であり、

また $\mu^{-1}=C_{1}C_{2}^{-1}$ となる。 $\mu$ も 1価正則な写像であるので、 $\mu$ は M\"obius 変換である。 したがって、

$\zeta_{1}:=C_{1}(w),$ $\zeta_{2}:=c_{2}(w)$ とすると、対応 $\zeta_{1}\mapsto’\zeta_{2}$ は $\mu$ によるものだから、 $C_{2}:=\mu C_{1}$ となる。以上に

より、 命題は証明できた。 I

このことから、 上の図式は図 7のように描ける。

図 7: map of triples

以降, $C\circ M(z)=c(w)$ と書けば、map of triples のこととする。

32 reversible maps of triples

map of triples $C\mathrm{o}M(z)=c(w)$ において $M$ が involution のとき、 $M=:J$ と書いて、 reversible map

of triples と呼ぶ。

注意 6 $C\circ M(z)=C(w)$ で表わされる map of triples $f$ : $z-w$ が 「 reversible である」 ことと、
「 $f$ : $z\vdasharrow w\mathrm{f}\Leftrightarrow^{\mathrm{f}}f\mathrm{i}$ : $Mw\mapsto Mz$ 」 であることは同値である。

.
(略証) $C\circ J(J(w))=^{c}(w)=c(J(z))$ .

注意 7 $\Gamma(f)$ を $f$ のグラフとし、 $(z, w)\in\Gamma(f)$ に対し $\pi_{1}(\text{ご}, w)=w,$ $\pi_{2}(z, w)=z$ とする。 $I_{1},$ $I_{2}$ をそ

れぞれ $\pi_{1}$ , $\pi_{2}$ の covering involutions とすると、

$f$ が reversible map of triples である。 $\Leftrightarrow$ Il$I2I_{1}(z, w)=\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}I2$ Il $I_{2(z},$ $w$) $=(Jw, Jz)$ である。

注意 8 (“$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$
” と呼ぶ由故)

$f:$. $z\mapsto w$ を $C(J(z))=C(w)$ で表わされる reversible map of triples とし、 $o_{+}(z;f)$ $:=$

$\bigcup_{n>0}f^{n}(.z),$ $O_{-}(z;f):=n \bigcup_{<0}f^{n}(.z)$
とすると

. $J(O_{+}(z;f))=^{o}-(Jz;f)$

である。 なぜなら、 $f$ は reversible map of triples であるから、 $f$ : $z\vdasharrow w\Leftrightarrow \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}f$ : Jw\mapsto Jz 。すなわ

ち $w\in f(z)\Leftrightarrow J\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}w\in f^{-1}(J_{Z})$ 。よって $f(z)=J-1f-1J(z)$ 。これを用いて任意の $n\in \mathrm{N}$ にたいし $\ddot{\text{て}}$

$f^{n}(z)=J^{-1}f^{-n_{J}}(Z)$ がいえる。 したがって $J(O_{+}(\text{ご};f))=^{o}-(Jz;f)$ となる。
.

【命題】 $f$ : $z\mapsto w$ を $C$( $.J$ご) $=C(w)$ で表わされる reversible map of tripes とし、 $o_{\pm}(Z^{\cdot}, f)$ $:=$

$O_{+}(z;f)\cup\{z\}\cup o_{-}(z;f)$ ( $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}$-directional orbit) とすると、

GO$(z;f)=O\pm(Z;f)\cup o_{\pm}(Jz;f)$。

(証明) GO$(z;f),$ $O_{+}(z;f),$ $O_{-}(z;f),$ $o_{\pm}(z;f)$ をそれぞれ GO$(z),$ $O_{+}(z),$ $O_{-}(\text{ご}),$ $O_{\pm}(\text{ご})$ と略記

する。
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(D) $o_{\pm}(z)\subset GO(z)$ は明らか。 また、 $J(z)\in f\circ f^{-}1f\mathrm{o}(Z)\subset GO(z)$ より. $o_{\pm}(j_{\text{ご})}\subset GO(z)$ . よっ
て、 $co(z;f)\supset \mathit{0}_{\pm(z};f)\cup O\pm(Jz;f)$。.

$(\subset)$
$\zeta\in o_{\pm}(z)\cup o_{\pm}(JZ)\Rightarrow f(\zeta)\cup f^{-1}(\zeta)\subset\dot{O}_{\pm}(z)\cup o_{\pm(J_{Z})}(**)$ がいえれば、 帰納法より

GO$(.z)\subset o_{\pm}(z.)\cup o_{\pm}(J_{Z)}$ がいえる。 $(**)$ を示す。 $\zeta=z$ のときは自明。 よって $\zeta\in O_{+}(z)$ としてよ

い ($\zeta\in O_{-}(z),$ $\zeta\in o_{\pm}$ ( $J_{Z)}$

.
のときも向様に示せる)。. . .

$\zeta\in O_{+}(\text{ご})$ のとき、 $f(\zeta)\subset O_{+}(z)$ であり、 $f^{-1}(\zeta)=\{\xi, \eta\}$

の–方は $O_{+}(z)\cup\{z\}$ の元であるから、それを $\xi$ として $\eta$

が $O\pm(z)\cup o_{\pm}(J\chi)$ の元であることを示せばよい。右図よ

り $f(\xi)=\{\zeta, J\eta\}$ となっていて、 $\xi\in O_{+}(z)\cup\{z\}$ より、

$J\eta\in O_{+}(z)\text{。}$ また、 $\dot{J}(O_{+}(Z))=O_{-(Z}J)$ (上の注意 8より)
であるから、 $\eta=J\circ J(\eta)\in J(o_{+}(z))=O-(J_{Z)}$。ゆえに、

$f(\zeta)\cup f^{-1}(\zeta)\subset O_{+}(z.)\cup\{z\}\cup O$-(J\rightarrow 。すなわち、 $(**)$

は示された。 1

$.\mathrm{v}\mathfrak{n}\circ_{1}\rho$
o千 $\mathrm{P}^{a\mathfrak{l}\mathrm{r}s}$

.

$\mathrm{z}(.\text{牛^{}-\overline{\mathrm{t}}^{- 1)}}=\frac{\mathrm{w}^{\sim}\backslash }{\mathrm{w}+\{}$

1– よも $\mathrm{z}\mapsto’ \mathrm{w}$

(弔 $\mathrm{W}$
$\text{ひ}\mathrm{r}\mathrm{d}$ 九角) 偽

($\lambda\eta 1^{\cdot}-\mathrm{d}.1r\mathrm{e}c+|\mathrm{o}r$ 加\alpha 1 $\mathrm{o}1^{\prime \mathrm{b}_{l}\mathrm{t}\mathrm{s}}$

.

$.-7^{\mathrm{Z}}--\sqrt$ 十 $\frac{1}{\mathcal{W}}.$

.

$\{=J\int \mathrm{V}\mathrm{V}^{\cdot}\vdash\Rightarrow\sum$

内価 $\mathrm{q}$ 収 $V\gamma^{\wedge}\iota-\mathrm{d}_{1V}^{\backslash }\mathrm{e}$ Cti $0$ い $al$
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$z^{\mathrm{a}}-\sim$
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い
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