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次の半線形波動方程式について、 時間大域解の–意存在と、時刻無

限大での漸近挙動を考える。

(1) $\{$

$\square u+f(u)=0$ for $(t, x)\in \mathbb{R}^{1+n},$ $n\geq 3$ ,

$u(0)=\varphi$ , $\dot{u}(0)=\psi$ ,

ただし口 $=\partial_{t}^{2}-\triangle$ . $f$ は次の条件を満たすものを考える。 (以下、 $c$

は全て正定数を表す。 )

$f$ : $\mathbb{C}arrow \mathbb{C}$ , $f(0)=0$ ,

$\exists F$ : $\mathbb{C}arrow \mathbb{R},$ $s.t$ . $\partial_{\overline{z}}F(Z)=f(z),$ $F(0)=0$ , $F(z)\geq-C|z|^{2}$ ,(2)
$L( \lambda):=\sup|u|+|v|\leq\lambda\frac{|f(u)-f(v)|}{|u-v|}\leq C(1+\lambda 2^{*}-2)$ , $2^{*}:= \frac{2n}{n-2}$ .

これより特に $|F(u)|\leq C(|u|^{2}+|u|^{2^{*}})$ が成り立ち、初期値を $\varphi\in$

$H^{1},$ $\psi\in L^{2}$ と取れば、 保存量であるエネルギー

$E= \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|\dot{u}|^{2}+|\nabla u|^{2}+F(u)}{2}d_{X}$

はソボレフの埋蔵定理により、有限値になる。

1. 既知の結果

時間大域解の–意存在については、次の二つのクラスの $f$ に対して

示されている。 この場合、初期値は $\varphi\in H_{l_{oC}}^{1},$ $\psi\in L_{l_{oC}}^{2}$ として良い。
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(i) Subcritical case [2]: $f$ が (2) 及び次をみたす時。

(3) $L(\lambda)=o(\lambda^{2-2})*$ $(\lambda:\text{大})$

(ii) Critical case $[6, 4]$ : $f$ が (2) 及び次をみたす時。

(4) $G(u):={\rm Re}(\overline{u}f(u))-F(u)\geq C|u|^{2^{*}}$ $(|u|:\text{大_{})}$

ここで (3) と (4) は両立せず、、上の二つの結果は互いに独立であるこ
とに注意。 とくに (4) は、 非線形項が 「大きい」 ことを要求する不自

然な条件であり、この条件 (4) を省けないかという問題が Kapitanski

[4, pp. 220, Remark] により提出された。本講演ではこの問題を解決

する。

時刻無限大での漸近挙動についても状況は良く似て、 二つの異なる

クラスに対する結果がある。 この場合は初期値を $\varphi\in\dot{H}^{1},$ $\psi\in L^{2}(H^{1}$

(は homogeneous Sobolev space, $||\varphi||_{\dot{H}^{1}}:=||\nabla\varphi||_{L}2$ ) とすると、 $tarrow\infty$

で線形方程式

(5) $\{$

$\square u_{+}=0$ ,

$u_{+}(\mathrm{o})=\varphi+$ , $\dot{u}_{+}(0)=\psi_{+}$

の g7aJiに エネルギーノルム $||\nabla u(t)||_{L}2+||\dot{u}(t)||_{L^{2}}$ の意味で漸近するこ

とが、 次の二つの場合に示されている。

(i) Subcritical case [3]: $n\geq 4$ で、 $f$ が (2) 及び次をみたす時。

$L( \lambda)\leq C\min(\lambda^{p_{1}}, \lambda p2)$ , $0<\exists p_{1}<2^{*}-2<\exists p_{2}$ ,
(6)

$G(u) \geq C\min(|u|^{2}, |u|^{p_{3}})$ , $2\leq\exists_{p_{3}}$ .

(ii) Critical case [1]: $f$ が (2) 及び次をみたす時。

$L(\lambda)\leq C\lambda^{2^{*}-}2$ ,
(7)

$F(u)\geq C|u|^{2^{*}}$ , $H(u):= \frac{n-1}{2}G(u)-F(u)\geq 0$

以下に述べる定理は、非線形項の条件に関して、上の四つの結果の拡 n
張になっている。
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2. 主結果

定理 1(-意存在). (2) 及び

(8) $\min(G(u), \mathrm{o})=o(|u|^{2^{*}})$ . $(|u|:\text{大_{})}$

を仮定すると、任意の $\varphi\in\dot{H}_{lo\text{。}^{}1},$ $\psi\in L_{loC}^{2}$ に対し、 以下を満たす (1)

の解 $u$ が唯-つ存在する。

$(u,\dot{u})\in C$ ( $\mathbb{R};H_{\iota \mathit{0}}1$

。
$\oplus L_{l_{oC}}^{2}$),

$u\in L_{loc}^{q}(\mathbb{R}^{1+n})$ , $q= \frac{2(n+1)}{n-2}$ .

定理 2(漸近挙動). (2) 及び

$L(\lambda)\leq C\lambda^{2^{*}-}2$ ,
(9)

$G(u)\geq 0$

を仮定すると、任意の $\varphi\in\dot{H}^{1},$ $\psi\in L^{2}$ に対し、 $u$ を定理 1で与えら

れる (1) の解とすると ある $(\varphi_{+}, \psi_{+})\in\dot{H}^{1}\oplus L^{2}$ に対する (5) の解 $u_{+}$

について以下が成り立つ。
$||u_{+}(t)-u(t)||_{\dot{H}}1arrow 0$ ,

$(tarrow\infty)$

$||\dot{u}_{+}(t)-\dot{u}(t)||_{L}2arrow 0$ .

これらの定理は、上に挙げた subcritical case と critical case の結果

を両方含んでいるだけでなく、 それ以外にもたとえば次のような非線

形項に適用できる。

既知の結果に含まれない非線形項の例

(i) $F(u)=|u|^{2^{*}-4\epsilon}(1+\cos(1+|u|^{2})^{\epsilon}),$ $\epsilon>0$ 小のとき、 $f,$ $F,$ $G$ は

subcritical order だが、 $L$ は critical order になるため、 (3) も

(4) も成り立たない。 しかし (8) は成り立つ。

(ii) $G(u)=|u|^{2^{*}}\{1+\cos\log(1+|u|^{2})\}$ のときは critical case だが、
$G$ が無限に零点を持つので (4) は成り立たない。 しかし (8), $(9)$

は成り立つ。

(iii) さらに漸近挙動に関しては、 $G(u)=|u|^{2^{*}}g(u)$ で $g(u)=1/(1+$

$|u|^{2})$ または $g(u)=|u|^{2}/(1+|u|^{2})$ とすると、 $|u|$ 小で critical, $|u|$
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大で subcritical (またはその逆) になるので (6) も (7) も成立し
ない。 しかし (9) は成り立つ。

また、 subcritical case の漸近挙動について、 [3] の結果を $n=3$ に拡

張したことにもなる。 なお $G,$ $F$ から $f$ は次の式で復元される。

$F(z)=2|z|^{2} \int_{0}^{|z|}c(r\frac{z}{|z|})\frac{dr}{r^{3}}$ , $f(z)=\partial_{\overline{z}}F(Z)$ .

3. 証明について

[6], [1] により、 定理 1,2の証明は次を示せば良い。

(10) $\int_{D(t)}|u|^{2^{*}}d_{X}arrow 0$ .

ただし $D(t)$ は light cone $K$ ’の時刻 $t$ での切断面である。 定理 1では
$K$ は解の最大存在時刻 T(が有限であると仮定して) から過去へ向か
う backward light cone で、 時刻を $T$ に近づけた時を考え、 定理 2で

は $K$ は任意の未来へ向かう forward light cone で、 時刻を無限大に
したときを考える。

従来は、 $F(u)$ や $G(u)$ の減衰から (10) を出していたので、 (4) や (7)
のような仮定が必要となった。私の方法は、線形エネルギー $|\dot{u}|^{2}+|\mathrm{v}u|^{2}$

の部分的減衰から、 Hardy型不等式を通して (10) を出すので非線形
項の条件を緩められる。 以下、 定理 2で $K=\{(t, x);|x|<t\}$ の場合

にもう少し詳しく説明する。 そのためにまず記号を導入する。

定義.

$r=|x|$ , $\theta=\frac{x}{r}$ , $\gamma=\frac{r}{t}$ ,

$u_{r}=\theta\cdot\nabla u$ , $u_{\theta}=\nabla u-\theta ur$
’

$u_{H}= \frac{x}{t}\dot{u}+\nabla u$ .

次の新しい Morawetz型の等式が $|u|^{2^{*}}$ の評価の出発点である。
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補題 1. $\forall_{u(t,x)}\in C_{f}^{2}0\leq\forall_{\alpha}\leq 1$ に対して次が成り立つ。

${\rm Re} \int_{K}\overline{(\square u+f(u))}\gamma^{\alpha}(\frac{\alpha}{\alpha+1}\gamma\dot{u}+u_{r}+\frac{n-1+\alpha-\alpha\gamma^{2}}{2}\frac{u}{r}\mathrm{I}^{dx}dt$

$= \int_{K}\gamma^{\alpha}\{\alpha\frac{|u_{H}|^{2}}{r}+(1-\alpha)\frac{|u_{\theta}|^{2}}{r}+\frac{|u|^{2}}{r^{2}}w(\gamma, n, \alpha)$

$+ \frac{n-1+\alpha-\alpha\gamma 2}{2}\frac{G(u)}{r}\}dxdt+R1$

ここで $w(\gamma, n, \alpha)$ は非負有界関数。 $R_{1}=R_{1}(u, f)n,$ $\alpha)$ は線形エネ

ルギー $\sup_{t}J|\dot{u}|^{2}+|\nabla u|^{2}dx$ と線形エネルギーフラックス $\int_{\partial K}|\theta\dot{u}+$

$\nabla u|^{2}dS$ で下から評価される。

この式からエネルギークラスの解に対する評価が得られる。 $\alpha=0$

の場合は良く知られた radial Morawetz estimate ([7, (2.27)]) になる

が、 さらに n $=3$ で $u$ が $x$ に関して球対称とすると、右辺 $K$ 上の積

分は $G(u)$ の項以外すべて $0$ になり、 非線形項を使わずに評価すると

いう今の目的には役立たない。 しかし $\alpha>0$ とすると $|u_{H}|^{2}$ の項から

次の Hardy型不等式によって $|u|^{2^{*}}$ に対する評価ができる。

補題 2. $(u,\dot{u})\in C\cap L\infty(\mathbb{R};\dot{H}^{1}\oplus L^{2})$ の時 $-n+1<\forall\alpha$ に対して次が

成り立つ。

$\int_{K}|u[^{2^{*}}\frac{\gamma^{\alpha}}{r}d_{X}dt\leq C||\nabla u||_{L_{tx}^{\infty}}2*-2L2\int_{K}|u_{H}|^{2}\frac{\gamma^{\alpha}}{r}dXdt$

ここで $c$ は $n$ と $\alpha$ だけに依存する正定数である。

この不等式は $u$ が解であるかどうかに関わらず成り立つ。実際は
$\alpha=1$ だけ考えれば十分で、上の二つの補題から

(11) $\int_{K}\frac{|u|^{2^{*}}}{t}dxdt<\infty$

が得られる。この評価は $G(u)\geq C|u|^{2^{*}}$ を仮定する場合は radial Morawetz
estimate から得られていた。 (11) は $fD(t)|u|^{2^{*}}dx$ が $tarrow\infty$ で「ほと

んど」 $0$ へ行くことを意味するが、本当に $0$ へ収束することを示すた

めに次の Morawetz型の等式を使う。
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補題 3. $\forall u(t, x)\in c^{2},0<\forall S<\forall\tau$ に対して次が成り立つ。

$\frac{1}{T}{\rm Re}\int_{K_{S}}\tau\overline{(\coprod u+f(u))}(t\dot{u}+ru_{r}+\frac{n-1}{2}u)dXdt$

$= \int_{D(T})\frac{t-r}{t}\frac{|\dot{u}|^{2}+|ur|^{2}}{2}+\frac{|u_{\theta}|^{2}+F(u)}{2}+\frac{(n-1)^{2}}{8}\frac{|u|^{2}}{tr}+\frac{r}{2t}|d(u)|^{2}dX$

$+ \int_{K_{S}^{T}}\frac{H(u)}{T}dXdt+\int_{s}<r=t<\tau T$$\underline{r}|d(u)|^{2}dX$

ここで $K_{S}^{T}=\{(t, x)\in K|S<t<T\},$ $d(u)=\dot{u}+u_{r}+(n-1)u/(2r)$ 。

$S,$ $Tarrow\infty,$ $S/Tarrow 0$ とすると最後の項はエネルギーフラックスの

有界性より $0$ に収束し、最後から二番目の項は $|H(u)|\leq C|u|^{2^{*}}$ と

(11) より $0$ に収束するので、残った $D(T)$ 上の積分が $Tarrow\infty$ で $0$ に

収束することが示せる。 このアイデアは本質的には [5] によるものだ

が、彼らはこの後 $J_{D(T)}F(u)dx$ で $J_{D()}\tau|u|^{2^{*}}dx$ を評価したために条件

$F(u)\geq C|u|^{2^{*}}$ が必要となった。 ところが実は残りの線形部分の項か
ら $f_{D(}T$) $|u|^{2^{*}}dx$ が評価できることが次の Hardy型不等式からわかる。

補題 4. $u(t)\in\dot{H}^{1}$ の時次が成り立つ。

$\int_{D(t)}|u|^{2}*\leq C||\nabla u||_{L_{x}^{*}}2-22\int D(t)\frac{t-r}{t}|ur|^{2}+|u_{\theta}|^{2}+\frac{|u|^{2}}{tr}dX$

ここで $C$ は $n$ のみに依存する正定数である。

この不等式も、 $u$ が解であるかどうかに関わらず成立し、 Sobolev の

不等式の精密化と見ることもできる。 実際、 $\mathbb{R}^{n}$ が $\partial D(t)$ の $-$点へ縮

むような縮小変換の列を考えることで、上の不等式から次が従う。

$||u||_{L_{x}}2^{*}2^{*}\leq C||\nabla u||\nabla\prime u||_{L}^{2}2x$
’

ただし $\nabla’$ は $x\in \mathbb{R}^{n}$ の内の $n-1$ 変数についての偏微分を並べたも

ので、 $C$ は上と同じ定数である。

以上の四つの補題より、 目標の

$\int_{D(t)}|u|2^{*}dXarrow 0$ $(tarrow\infty)$

が得られた。
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4. HARDY型不等式について

補題 2,4は、極座標を取り、 $\mathrm{H}_{\mathrm{L}}’$ついて Hardy型不等式、 $\theta$ につい

て Sobolev型不等式を用いて証明できる。 以下、補題 2の証明の概略

を示す。

(補題 2の略証). $\rho^{2}=t^{2}-r^{2},$ $v(\rho, x)=u(t, x)$ と座標変換し、変換後

の重みを $w(\rho, r)=r^{\alpha-1}t^{-}1-\alpha\rho$ と置くと、 $S^{n-1}$ 上のソボレフ埋蔵定

理より、

$\int_{K}|u|^{2^{*}}\frac{\gamma^{\alpha}}{r}d_{X}dt=\int_{0}^{\infty}\int|v|^{2^{*}}wdxd\rho$

$\leq C\int_{0}^{\infty}||\sqrt{\int|v|^{2^{*}}wr^{n}-1dr}||_{W_{\theta}^{1}}^{2},pd\rho$ ,

ここで $1/p=1/2+1/(n-1)$ . この $W_{\theta}^{1,p}$ノルムに対しては、部分積

分と H\"olderの不等式により次の評価が成り立つ。

$|| \sqrt{\int|v|^{2^{*}}wr^{n-1}dr}||r^{\frac{n-2}{2}}v||_{L_{r}^{*}}^{2-}\infty_{L_{\theta}}\beta\int 2|\nabla v|^{2}wr^{n}-1$ dr.

ここで $1/\beta=1/2-1/(2(n-1))$ . $u_{H}=\nabla v$より、 座標を元に戻すと、

$\int_{K}|u|^{2^{*}}\frac{\gamma^{\alpha}}{r}d_{X}dt\leq C||r^{\frac{n-2}{2}}u||_{L^{\infty_{L_{r}^{\infty_{L_{\theta}}}}}}2^{*}-t2\beta\int_{K}|u_{H}|^{2}\frac{\gamma^{\alpha}}{r}dxdt$.

最後に Hardy型不等式

$||r^{\frac{n-2}{2}}u||L_{r}\infty L^{\beta}\theta\leq C||\nabla u||L_{x}^{2}$

を適用して目的の不等式を得る。 $\square$
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