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以下は Professor Boris Rubii (Hebrew University) との共同研究である。 $\mathbb{R}^{n}$ 上

の Riesz potential of order $\alpha$ を想起する。

(1) $(I^{\alpha} \phi)(x)=1/\gamma_{n}(\alpha)\int_{\mathbb{R}^{n}}\emptyset(y)|x-y|^{\alpha}-n_{dy},$ $x\in \mathbb{R}^{n},$ $0<Re\alpha<n$

ここで $\gamma_{n}(\alpha)=\pi 2n/2\alpha_{\Gamma}(\alpha/2)/\Gamma((n-\alpha)/2)$ . $Y_{j,k}(j=0,1,2, \ldots, k=1.2\prime\prime. \ldots, d_{7}\iota(i))$

を球面調和多項式、 $d_{n}(j)$ を次数 $j$ の球面調和多項式 $Y_{j,k}$ の個数とする。する

と {b,k化 $=0,1,2,$ $\ldots,$ $k=1,2,$ $\ldots,$
$d_{n}(j)$ } は $L_{2},(s^{n})$ の完全正規直交系をなす。

単位球面 $S^{n}$ 上の Riesz potential of order $\alpha$ は次のように定義され展開される。

(2) $(I^{\alpha} \phi)(x)=c_{n,\alpha}\int_{S^{n}}(1-x\cdot y)(\alpha-n)/2\emptyset(y)dy,$ $x\in S^{n},$ $0<Re\alpha<n_{:}$

$c_{n,\alpha}=\pi^{-n/2}2-(n+\alpha)/2\mathrm{r}((n-\alpha)/2)/\Gamma(\alpha/2)$ .

$I^{\alpha} \phi\sim\sum m_{j(}j,k\alpha)\phi_{j},kYj,k$
,

$m_{j}(\alpha)=\mathrm{r}(j+(n-\alpha)/2)/\mathrm{r}(j+(n+\alpha)/2)$ .

作用素 (2) に付随した球面上の $\theta$エ一ブレット変換の自然な構成を得たい。

Definition 1. 区間 $(0, \infty)$ 上の函数 $w$ が

$c_{\alpha,w} \equiv\int_{0}^{\infty}w(S)_{S^{-1+}}(_{7}\iota-\alpha)/2ds\neq 0$

を満たすとすると函数 $\phi$ の球面上の $\eta$エ一ブレット変換は

$(W \phi)(x, t)=t^{-n}/2\int_{S^{n}}w((1-X\cdot y)/t)\emptyset(y)dy,$ $x\in S^{n},$ $t>0$
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で定義される。 函数 $w$ をウェ一ブレットと呼ぶ。

すると

(3) $(I^{\alpha} \phi)(_{X})=C_{n},\alpha/c_{\alpha,w}\int_{0}^{\infty}(W\phi)(x, t)dt/t^{1-\alpha/}2,$ $x\in S^{n}$ .

次が成立することが期待される。

(4) $\phi(_{X})=a_{1}\int_{0}^{\infty}(W\phi)(x, t)dt/t,$ $x\in S^{n}$ ,

(5) $(I^{\alpha})^{-1}f(X) \equiv a2\int_{0}^{\infty}(Wf)(x, b)dt/t^{1}+\alpha/\prime 2dt=\phi(\prime x),$ $x\in S^{n}$ for $f=I^{\alpha}\phi$ .

(4) ?は $\mathbb{R}^{n}$ 上の Cider\’on の再生公式の類似であり、(5) は fractional integral $f=I^{\alpha}\phi$

の逆である。我々の第–の問題は (4) と (5) の $L_{p^{-}}$空間 $(1 \leqq p\leqq\infty)$ のコンテキス

トでの正当化である。

Definition 2.

$(I_{0+}^{\alpha}f)(_{X})=1/ \Gamma(\alpha)\int_{0}^{x}(x-y)\alpha-1f(y)dy$ ,

$(I_{+}^{\alpha}f)(x)=1/ \mathrm{r}(\alpha)\int_{-\infty}^{x}(x-y)^{\alpha}-1f(y)dy$

を 1次元 hactional integral operators とする。 (5) の truncated integral を

$(T_{\epsilon}^{\alpha}f)(X)=a2 \int_{\epsilon}^{\infty}(\nu Vf)(_{X}, \theta)dt/\iota^{1+/2}\alpha$

で定義する。

Theorem 1. 区間 $(0, \infty)$ 上の函数 $w$ が次の条件 $(C)$ を満たすとする。

(C)
$\iota c_{\alpha,w}\equiv J_{0}$

$w(s)_{S^{-1+}}(n-\alpha)/2dS\neq$

$\in L_{1}(0, \infty)$ , ここで $\tilde{w}(s)\equiv S^{n}/2-\perp_{w(S})$ .

すると

$T_{\epsilon}^{\alpha}(I^{\alpha}\phi)arrow\emptyset$ in $L_{p}$ as $\epsilonarrow 0$ .

更に次の条件 $(C’)$ から条件 $(C)$ が導かれる。

(C’)
$\int\int_{0}^{\infty}sr\infty\beta|\tilde{w}(s)|dS<\infty$

for some $\beta>1/2Re\alpha$ そして

$\int_{0}^{\infty}s^{j}\tilde{w}(S)ds=0$ for $j=0,1,2,$ $\ldots,$
$[1/2Re\alpha]$ .
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球面上のソボレフ空間の特徴付けは次の通り。

Theorem 2. $0<\alpha<n$ そして $1\leqq p\leqq\infty$ とする。 次は同値。

1) $f\in W_{p}^{\alpha}(Sn)$ ,

2) $f=I^{\alpha}\phi$ for some $\phi\in L_{p}(S^{n})$ ,

3) $\sup_{\epsilon>0}||\int_{\epsilon}^{\infty}(Wf)(x, t)dt/t^{1+/}\alpha 2||_{L(}.p’)S^{\iota}<\infty$ .

これらの定理の証明の概略を述べる。

Lemma 1. $\phi\in C(S^{n})$ とし $(1-t^{2})^{n/}2-1a(t)\in L_{1}(-1,1)$ とする。すると

$\int_{S^{n}}a(_{X}\cdot y)\emptyset(y)dy=\sigma_{n}-1\int_{-1}^{1}a(_{\mathcal{T})(}M_{\tau}^{0}\psi)(x)(1-\mathcal{T}^{2})n/2-1d\tau$,

ここで $\sigma_{n-1}=|S^{n-1}|=2\pi n/2/\Gamma(n/2)$ そして $(\mathit{1}\mathcal{V}I_{t^{0}}\emptyset)(x)=(1-t^{2})^{(}1-?\tau)/2/\sigma_{n-1}$ .

$\int_{x\cdot r--t}\phi(y)dy$ .

このレンマは spherical convolution type の積分を区間 [-1, 1] 上の 1次元の積分と

して表現するのに用いられる。球面上のウエ–ブレット変換は spherical convolution

type の積分として定義されたことを想起する。

Lemma 2.

$(M_{t}^{0} \phi)(_{X})=\sum j!\Gamma(n/2)/\Gamma j,k(j+n/2)P_{j}^{(n/2-1}:^{n/)\prime}2-1(t)\phi_{j},k\}j,k(x)$
in $L_{2}(S^{7\mathit{1}})\text{ノ}$.

ここで $P^{(\cdot,\cdot)}$. は Jacobi 多項式を表す。

Definition 3. 作用素 $M_{t}^{0}$ を拡張して

$(M_{t}^{\gamma} \phi)(x)=\sum j!\Gamma(n/2+\gamma j,k)/\mathrm{r}(j+n/2+\wedge’)P^{(//2\gamma)}j7\iota 2+\gamma-1,7\iota--1(t)\mathrm{r}_{r}2j.k\}’j_{:}k(x)$:

ここで $t\in[-1,1]$ そして $Re\gamma>-n/2$ . これは $tarrow 1$ の時 approximate identity

とみなすことができる。
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鍵になるレンマは次の通り。

Lemma 3. $0<Re\alpha<n,$ $1\leqq P\leqq\infty$ そして $\phi\in L_{p}(Sn)$ に対して $f\cdot=I^{\alpha}\phi$ とす

る。 この時

$(1+\tau)n/2-1(M^{0_{f}})(X)=(I^{\alpha}2\tau+hx,\phi)/(\tau)$ ,

ここで $h_{x,\phi}(t)=(\Gamma(n/2)/\mathrm{r}((n+\alpha)/2))(t+1)^{()/}n-\alpha 2-1(Mt\emptyset)\alpha/2(x)$ .

Theorem 1の証明は本質的にはこのレンマを用いて遂行される。 条件 (C’) から

条件 (C) が従うことは fractional integr」の–般論から分かる。

Remark 1. $\mathbb{R}^{n}$ 上の Caldero’n の再生公式を想起する。 $u\in L_{1}(\mathbb{R}^{n})$ を radial な実

数値函数とし、条件お
$\infty$

$[\text{\^{u}}(t\xi)]2dt/t=1,$ . $\xi\neq 0$ を満たすとすると、

$f(x)= \int_{0}^{\infty}(f*ut*ut)(X)dt/t$ in $L_{2}(\mathbb{R}^{n})$ ,

ここで $u_{t}(x)=(1/t^{n})u(x/t)$ とし、 記号 $*$ は convolution を表す。 Cdder\’on の再

生公式を用いて種々の函数空間のアトム分解が得られる。

次の文献表は完全からほど遠い。 文献 1, $2\ovalbox{\tt\small REJECT}.3,4$ は本稿と密接な繋がりがある。

文献 5では超局所解析的な視点のもとにユークリッド空間上の $\eta_{\mathrm{I}}$一ブレット変換

が定義されている。文献 6, 7では本稿とは異なった観点から球面上の $U\not\subset$一ブレッ

トが考察されている。
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