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1 はじめに

次の最大重み安定集合問題を考える.

Maximize $\iota \mathit{0}arrow\cdot\vec{x,}$

Subject. to $\mathrm{a}4x^{arrow}\leq 1arrow$

デ $\in\{0,1\}^{7}\mathit{1}$

ここで且は各行の成分のうち 2個が 1で, 残りの成分は $0$ である $??1\cross n$ 行列, ま

た $l1^{1}\inarrow \mathrm{R}^{??}$ .
この問題は, $arrow 4^{T}$ を,隣接行列とする無向グラフ $C_{7}(l^{\overline{J}}., E)(|l^{r}|=??, |E|=?7\mathit{1})$ , 泌を

頂点の重み関数 $n’$ : $l^{r}.arrow \mathrm{R}$ , 変数.$\cdot$ \rightarrow l $\in\{0,1\}^{77}$ を $l^{r}$. の部分集合 $S=\{i\in l^{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}|.r_{i}=1\}$

に対応させれば, 最大重みの安定集合を求める問題である.
この問題は $\perp\nwarrow^{\mathrm{Y}}\mathrm{P}$ 困難に属するため, 種々の近似解法が研究されているが, グラフ

がクローフリーならば, 厳密解が多項式時間で求められる [2]. クローフリーグラフ
とはどの 4頂点も $I\iota^{r_{1.3}}$を誘導しないグラフである.
この問題の自然な拡張として, 次の整数計画問題を考える.

Maximize $\vec{w}\cdot.xarrow$

Subject to $A_{?}^{arrow}.\cdot\leq barrow$

$.\cdotarrow \mathrm{r}\in\{0,1\}^{n}$

ここで孟は各行の成分のうち高々2個が非ゼロで, 残りの成分は $0$ である $?7?\cross n$ . 行

列, またあ $\in \mathrm{R}^{7?},$
$barrow\in \mathrm{R}^{n?}$ .

この問題の各制約式は, 意味をなさないか変数を $0$ か 1に固定してしまうもの
を除けば, $x_{i}.+.\cdot\iota_{j}.\leq 1,$ $\mathrm{t}r_{i}-.\iota_{j}\leq 0,$ $-x_{\uparrow}\cdot-X_{j}\backslash \leq-1$ のいずれかと置き換えられる.
そこでこれらの制約をグラフで表したのが双向グラフ [1] である. 双向グラフは頂点
集合 $l^{r}$. と, 図 1に示す 3種類の辺からなる. 各辺は制約銑 $+x_{j}\leq 1,$ $x_{i}-$ 勺 $\leq 0$ ,

$-.’\iota_{j}..-.\tau_{j}.\leq-1$ に対応する. 以下簡単のため, 各 2頂点 $i.,j$について, 制約 $x_{i}+.r_{j}.\leq 1$

に対応する辺が存在することを.i.$\cdot$

$++\sim i,$

:

制約 $.\prime c_{i}-.x_{j}\leq$

.
$0$ に対応する辺が存在するこ

とを $i^{+}\sim-j$ または $j^{-}\sim i+.$ , 制約-x’ $-.\prime r_{j}\leq-1$ に対応する辺が存在することを $i^{-}\sim-j$ と

書く.
各辺に対応する制約をすべて満たす:7\in $\{0,1\}$ ”およびこれに対応する $l^{r}.$

, の部分

集合 $X=\{i$. $\in l^{\mathit{7}}.|.\tau_{i}.=1\}$ を解と呼ぶ. 与えられた双向グラフと頂点重みのもとで
最大重みの解を求める問題を–般化安定集合問題と呼ぶ.
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$(\neq\lrcorner- 1_{-\mathrm{P}}\mathrm{r}1_{\mathrm{o}\mathrm{e}}$.

$.\iota_{i}.+.\tau_{j}\leq\perp$ $g_{i}.-x_{j}$.
$\leq\cup$ $-x_{i}-\alpha_{j}.\leq-\perp$

図 1: 双向グラフの 3種類の辺

双向グラフについても, 辺の符号を無視して無向グラフの意味でループ, 多重辺,

隣接, 連結, クローフリーなどの言葉を用いる. 頂点 $i$
, と $j$が隣接することを $i.\sim j$ と

書く.
ループや多重辺がないとき, 双向グラフは単純であるという. また各 3頂点 $i.,j,$ $k$

について次の 4条件を満たすとき, 双向グラフは推私的であるとい
$’\backslash$

) . (1) $i^{++}.\sim j$かつ

$j^{-}\sim k+$ならば $i^{+}\sim k+,$ (2)$.i^{++}\sim j$かつ j7▽んならば $i^{+-}.\sim k,$ (3) $i^{-+}\sim j$かつ j-\sim +んならば $i^{-}\sim k+$ ,

(4) $i^{-}\sim j+$かつ $j$ 泣んならば $i^{--}\sim k$ . 一般化安定集合問題は単純推移的な双向グラフに
限定して–般性を失わない.

$\text{本研究_{では単純}推移的なク^{ロ}ーブリー双向グラフに対す_{る}}$’–般化安定集合問題が
多項式時間で解けることを示した.

2 双向グラフの解の性質

2.1 リフレクションと基準形

双向グラフの 1頂点 $i$ に注目して, 0-1変数 l,を 1–x’で変数変換し, 頂点重み

$?l)i$ を-.wiで置き換える操作をリフレクションと呼ぶ. 頂点 $i$ に接続する各辺の頂点
$i$ での符号はすべて入れ替わる. 頂点の部分集合 } $’\subseteq V$について, $l^{r}$’ に属する各頂
点についてリフレクションすることを $l’$’でリフレクションするという. $Y$でリフレ

クションした後の双向グラフの最大重み解を $X$ とすれば, $X\triangle Y$はもとの双向グラ

フの最大重み解である (ここで $\triangle$ は集合の対称差). しかもリフレクションによって

単純性, 推移性, クローフリー性は保存 れる.

双向グラフの頂点 $i$ は, $\cdot i$ に接続する各辺の頂点 $i$. での符号がすべて+のとき正
頂点, $+$ と一の両方あるとき混歩頂点, すべて-のとき負頂点と呼ぶ.

.

Lemma 2.1.1 ([1刀単純推移的な双向グラフには必ず解が存在し, 多項式時間で求
められる.

Lemma 2.1.2単純推移的な双向グラフ $G$ の解を $X$ とする. $G$ を $X$でリフレクショ

ンすると, (- -) 辺を持たなくなる.
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単純, 推移的, かつ (-, -) 辺も負頂点も持たない双向グラフを基準形という.

Lemma 2.1.3単純推移的な双向グラフは, リフレクションによって, 基準形に多
項式時間で変換できる.

2.2 基準形の解の基と安定集合

基準形双向グラフの解 $X$について, 次で定義される $X$の部分集合 $X_{\mathrm{B}}$ を $X$の基

と呼ぶ.
$arrow.\lambda_{\mathrm{B}}^{-}=$ { $i\in X|j^{-+}.\sim j$ ならば j\not\in X}

基準形双向グラフの頂点の部分集合は, 辺の符号を無視してどの 2頂点も隣接しな
いとき, 安定であるという. $X_{\mathrm{B}}$ は安定であることに注意.

方, 安定集合 $S$に対して, $\mathrm{e}\mathrm{X}(S)$ を次で定義する.

$\mathrm{e}\mathrm{X}(S)=S\cup\{i$. $\in l^{r}|\exists j\in S:i^{-+}\sim j\}$

$\mathrm{e}\mathrm{X}(S)$ は解であるこどに注意. さらに $(\mathrm{e}\mathrm{x}(s))_{\mathrm{B}}=S$ .

.Lemma 22.1基準形双向グラフの安定集合全体と解全体とは, $\mathrm{e}\mathrm{x}(.\cdot)$ により -対

対応する.

2.3 交互集合と交互集合族

基準形双向グラフ $G$ とその解 $X$を固定する. $X$は安定でもあると仮定してよい.
(そうでなければ $X\backslash X_{\mathrm{B}}$でリフレクションする. ) $\text{、}$ .

頂点の部分集合 $A\subseteq l^{\mathfrak{s}^{r}}$. は, $X\triangle- 4$ が安定集合のとき, $X$に関する交互集合族で
あるといい, 特に $A4$ が連結ならば, 交互集合と呼ぶ.
安定解 $X$に関する交互集合族 $A4$ について, その重み\mbox{\boldmath $\delta$}x(A) を次で定義する.

$\delta_{X}(A)$ $=$ $u’(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A))-\mathrm{r}v(X)$

$=$ $?\iota’(A\backslash X)-w(X\backslash A)+u)(I)$

ここで $I=$ { $v\in l^{r},/|v$訪となる i\in A\Xが存在する}

$w(I)$ は無向グラフでは現れない項であり, 誘導重みと呼ぶ.

Lemma 23.1 ’基準形双向グラフ $C_{7}$ とその安定解 $X$が

条件 $- \mathit{1}:-\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim},\mathrm{x}^{r}$

“

のどの頂点とも隣接しない混合頂点が存在しない』
を満たすとする. このとき $X$に関する任意の交互集合族 $s4$ について, $A4$ の連結成分
を $A4_{1},$

$\ldots,$
$A_{k}$.とするとき,

た

$\delta_{X}(A)=\sum_{i=1}\delta_{\mathrm{x}(A_{i}})$

Lemma 2.3.2基準形双向グラフ $G$ とその安定解 $X$について, 混合頂点のリフレ
クションによって, 多項式時間で条件 1を満たすように変換できる.
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$,.\cdot \mathit{2}\mathrm{b}\mathit{1}^{1}$ $\tau_{\mathfrak{i})}1^{\sim}’.\supset$ $2\mathrm{t}^{1\int}$ $5^{4}\mathrm{c}|$

.
$\tau_{\ddagger)}1’$

.

$,\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota_{(}\overline{\supset}})$

.

図 2: クローフリー双向グラフの例

2.4 準最適とパレート最適

基準形双向グラフ $G$ の解 $X$について, $X$に含まれる正頂点の個数を $\pi(X)$ と書
く. $X$は $\mathrm{c}\iota$ )

$(\iota’)>_{\vee}\mathit{1}(’(\mathrm{x})$
かつ\mbox{\boldmath $\pi$}(X) $=T(]\gamma)$ となる $G$ の別の解 Yが存在しないとき,

準最適と呼ぶ. ここで $|X|$ ではなく $7_{\mathrm{I}}^{\ulcorner}(x)$ を基準に取るのは, $|X|$ がリフレクション

で変化するのに対し, $\cdot\tau_{\mathrm{I}}(x)$ は混合頂点のリフレクションで変わらないためである.
準最適解 $X$のうちで特に次の条件を満たすものをパレート最適と呼ぶ :

条件『\mbox{\boldmath $\pi$}(Y) $<\tau_{\mathrm{I}}(x)<-\gamma_{\mathrm{I}}(Z)$ を満たす任意の準最適解 lr と $Z$について, $u’(X)\geq$

$\frac{\pi(Z)-\pi(\prime \mathrm{Y}’)}{\pi(Z)-\pi(^{1)}\vee}\cdot w(\iota^{r})+\frac{\pi(_{\sim}\backslash ^{I})-\pi(1’)}{7\ulcorner(Z)-\pi(1)}.\cdot\cdot\iota p’(z)\text{』}$

特に最大重み解および正頂点を含まない準最適解はバレート最適である.
無向クローフリーグラフの場合は, すべての準最適解がパレート最適となる. ま

た準最適解 $X$ に対して\mbox{\boldmath $\delta$}x(A) 最大の交互集合 $A4$ を求めれば, $X\triangle A$ は準最適解に
なる. よって\mbox{\boldmath $\delta$}x(A) 最大の交互集合 $-4$ を繰り返し求めることによって, 無向クロー
フリ $-$グラフの最大重み安定集合を多項式時間で求めることができる [2].
しかし双向クローフリーグラフの場合はパレート最適でない準最適解が存在する

ことがある. また条件 1を満たす準最適安定解 $X$ に関して\mbox{\boldmath $\delta$}$\sqrt$ A) 最大の交互集合 $A$

を求めても, $\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A)$ は準最適にならないことがある. (例: 図 2の $X=\{\cdot\iota_{2,5}^{)v}\}$ )
基準形双向グラフ $G$ , 頂点重み $w$ : $Varrow \mathrm{R}$ , 安定解 $X$ の三つ組 $(G, \cdot n" X)$ は,

Xがパレート最適で, 任意の最大重み解)’* について\mbox{\boldmath $\pi$}(X) $\leq\pi(]’*)$ を満たし, かつ

条件 1を満たすとき, 基本構造と呼ぶ. 安定解 $X$ に関する交互集合を $A$ とおき, 次

を定義する.
lノ X $(A)=\pi(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A))-\pi(X)$

$\rho_{\mathrm{Y}},(A)=.\frac{\delta_{\mathrm{Y}}(_{-4})}{\nu_{\mathrm{Y}\wedge}(A)}$

基本構造 $(G, w, X)$ が与えられたとき, 次の問題を考える.
$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{X}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{O})\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{Z}\mathrm{e}$ $\rho_{X}(\wedge 4)$

Subject to $\wedge 4$ は $X$に関する交互集合
and $\nu_{\mathrm{Y}}.(A)\geq 1$
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Lemma 2.4.1基本構造 $(G, \iota l" X)$ について, 問題 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ を考える. (MAXRA-
$\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{O})$ の最適値がゼロ以下 $(\nu_{\mathrm{Y}},(_{\sim}4)\geq 1$ を満たす $X$に関する交互集合が存在しない
場合を含む) ならば, $X$は最大重み解である. そうでなければ $(\mathrm{M}_{\mathrm{A}\mathrm{X}}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ の最適

解を $\wedge 4^{*}$ として, ) $”=\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle\wedge 4^{*})$ と置く. このとき 1’はパレート最適である. また
$\pi(X)\leq\pi(Z)\leq\pi(]’)$ かつ $\mathrm{e}\{’(Z)>.\frac{\pi(1’)-\pi(z_{)}}{\pi(\mathrm{J})-\pi(.\backslash \prime)}\cdot?$ { $)(x)+. \frac{\pi \mathrm{t}z_{)-}\pi(_{-\backslash ’})}{r_{\backslash }(\mathrm{l})-\pi(.\mathrm{v}_{)}}\cdot\cdot\iota\downarrow’(1’)$ を満たす解
$Z$は存在しない.

そこで次の手続きによって, 単純推移的クローフリー双向グラフ $G$ の最大重み

解が求められる.

1. リフレクションによって $C_{7}$ を基準形に変換する.

2. $C_{7}$ の正頂点を含まない解の中で最大重みのものを求め $X$ と置く. 具体的には,

(a) $G$ の正頂点全体を $P(\neq\emptyset)$ と置く.

(b) $C_{7}$ から $P$を削除し, $G\backslash P$と置く. (単純性, 推移性, クローフリー性は
保存される)

(c) $G\backslash P$の最大重み解を再帰的に求め $X$ と置く. これは $G$ の正頂点を含ま
ない解の中で最大重みである.

3. Xが安定でかつ条件 1を満たすようにリフレクションする.

4. 問題 (MAXRATIO) を解く.

5. $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ の最適値がゼロ以下ならば, $X$は最大重み解である. (MAXRA-
$\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{O})$ の最適値が正ならば, 最適解を .4* とする. $Xarrow \mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A^{*})$ と置いて 3.
へ戻る.

3. から 5. の繰り返しの度に\mbox{\boldmath $\pi$}(X) は少なくとも 1増加するから, 繰り返し回数は
頂点数を超えない. よって後は与えられた任意の基本構造 $(c_{7u)},, X)$ に対して問題
$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ が多項式時間で解けることを示せばよい.

2.5 最大比か.ら最大重みへ

問題 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ の目的関数は線形でないので, 代わりに次の問題を考える.
$\lambda$を固定された実数として,

$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}(\lambda))$ Maximize $\uparrow x$ ) $(\mathrm{e}\mathrm{X}(X\triangle A))-\lambda\cdot\pi(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A)\mathrm{I}$

Subject. to $A$ は $X$に関する交互集合

ここで次のことに注意する. $\mathrm{t}t,’(\mathrm{e}\mathrm{X}(\mathrm{x}\triangle A))-\lambda\cdot\pi(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A))=w^{\lambda}(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle A))$ ,

ただし

$.\iota\iota^{\wedge}’(?))=\{$

$u’(v)-\lambda$ $\mathrm{t}$’が正頂点のとき
$\mathrm{t}L\dagger(\mathrm{C}’)$ vが混合頂点のとき
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そこで与えられた基本構造 $(C_{\tau.1\{}," \mathrm{x})$ に対して $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}(\lambda))$ を繰り返し解

くことによって (MAXRATIO) を解く.

Lemma 2.5.1 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}(0))$ の最適値がゼロ以下であるときかつそのときに限
り $X$は最大重み解である. $X$が最大重み解でないとき, 以下の手続きで $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$

を解くことができる.

1. $\lambda_{1}arrow 0,$ $iarrow 1$ とする.

2. $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}(\lambda i))$ を解く. 最適値がゼロ以下ならば,
$- 4_{i-1}$ は (MAXRATIO) の最適解である.

3. (MAXWEIGHT $(\lambda i)$ ) の最適解と浅と置く. $\lambda_{i+1}arrow\rho x(_{-}4_{i})$ と置く. $i$. $arrow i+1$

として 2. へ戻る.

繰り返し毎に\nu -、$(_{-}4_{i})$ が減少するから, 繰り返しの回数は頂点数を超えない.

3 クローフリ一双向グラフの交互パスサイクル

3.1 誘導重みの処理

与えられた基本構造 $(c_{\tau,\mathrm{t}\iota},, X)$ の交互集合について考える. $X$に属する頂点を黒,
$X$に属さない頂点を白と呼ぶ. :

.

黒頂点全体 Xが安定であり, またグラフがクローブリ $-$であることから, 白頂
点は高々2 $\text{個の黒頂点としか隣接しないことに注意す_{る}}$ . よって交互集合はパスま
たはサイクルに限られる. ちょうど 2個の黒頂点と隣接する白頂点を束縛頂点と呼
ぶ. 束縛頂点 $1^{)}1$ と v2が同じ 2個の黒頂点と隣接するとき, $?\prime_{1}\text{◇}T_{2}^{)}$ と書く. この二項
関係◇による同値類をウイングと呼ぶ. 頂点 $v$の隣接頂点全体を $N(v’)$ , そのうち束
縛頂点全体を $B(\mathrm{e}!)$ と書く. 黒頂点について $B(\mathrm{e}))$ が 3個以上のウイングからなる
とき, ,嫁よ正則であるといい, ちょうど 2個のウイングからなるとき, Hは非正則で
あるという.

Lemma 3.1.1 ([2]) 正則頂点 $v$について, $B(v)$ は次の条件を満たすように
$[B^{1}(?’), B^{2}(\mathrm{z}))]$ に–意に分割できる.
条件: 『x, $y\in B(\mathrm{c},’)$ について $x$ 脅ならば, $x$ と yが隣接するときかつそのときのみ
$\{x, y\}$ が $B^{1}(?^{f})$ または $B^{2}(\mathrm{c}’)$ のどちらか–方に含まれる.』 .

Minty はこの性質を用いてクローフリー無向グラフにおいて最大重み交互パスを求
める問題を最大重みマッチングを求める問題に帰着させている. 双向グラフの場合
は誘導重みを考慮しなければならないが, 次の性質が成り立つ.
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Lemma 3.12正則頂点 $x$ と, $\iota’=.r$ または $\iota!\sim x$ となる頂点 l’について, 次を定義
する.

$B^{1}(.\tau\cdot)\succ_{1^{i}}B^{\underline{)}}(.\tau)$ 穂 f $\mathit{0}\oint b,$
$\mathit{0}^{+-}\sim\iota$’かつ $b^{+} \oint\iota-$ , となる

$o\in B^{1}(.r)$ と $b\in B^{-}’(x)$ が存在する

$B^{2}(:\iota\cdot)\succ_{?},$ $B^{1}(.\Gamma)$ 披 f $c \cdot\oint d,$
$(\sim\iota)+-$ かつ $d \oint\iota!+-$ となる

$c\in B^{-}’(.\iota\backslash .)$ と $d‘\in B^{1}(x)$ が存在する

このとき $B^{1}(x)\succ_{1^{\}}B^{2}(\backslash r)$ と $B^{2}(x)\succ_{\tau}$ . $B^{1}(.\tau)$ のうち, 高々–方しか成り立たない.

$B^{-+}(\tau’)=\{\prime i\in B(\tau’)|v^{-+_{l}}\sim i\}$ と書く. $B^{-+}(’\iota’)$ が空であるか, または $B^{-+}(\iota")$ は

ある–つのウイングに含まれるとき, $\iota$ ’をタイプ 1という. そうでないときは $v=x$
または $\mathrm{t}^{)\sim}.\mathrm{T}$ を満たす黒頂点が必ずただ–つ存在する. $.l$’が非正則のとき $\tau\uparrow$ をタイプ
2, $x$ が正則のとき $\mathrm{t}$’をタイプ 3という.

関数\theta : $(l^{\mathit{7}\mathit{7}}.\cdot\cup\uparrow\cross \mathrm{J}^{r})arrow \mathrm{R}$ を次の手続きで定義する. 始めは 77$\cdot$ $arrow 0$ とする. 各
混合頂点 Hこついて, 以下の処理を行う.

$\bullet$ $\mathrm{c}$’がタイプ 1のとき: 各 $u\in B^{-+}(\tau’)$ について $?7$) $(\mathrm{Z}1)arrow\theta(\sim()+?P)(?’)$ と置く.

$\bullet$ 1’ がタイプ 2のとき: $x$ を $\mathrm{t}$ ) $=a$’または $\mathrm{t}^{f}\sim x$ を満たす非正則頂点とする.
$t\beta u.,$ $t \oint u$ , かつ $\lceil_{v^{-}\sim \mathrm{f}}+$ または $\iota’\sim-+v$」 を満たす各

.
$t,$ $v$. $\in B(.\tau)$ について,

泌 (ちの $arrow$ 畷ちの $+$ 頭のと置く.

$\bullet$ $?!$ がタイプ 3のとき $:.I^{\cdot}$ を $\tau’=x$ または $l$ ) $\sim x$ を満たす正則頂点とする.

$\star B^{2}(x)\succ_{\iota},$ $B^{1}(.\tau)$ のとき: 各 $1l\in B^{-+}(-\iota)\mathrm{I}\cap B^{2}(\mathrm{t}!)$ について

$\mathrm{c}\tilde{v}(u)arrow \mathrm{c}\iota)(\sim u)+\mathrm{t}\iota’(?l)$ と置く.

$\star$ そうでないとき: 各 $v$. $\in B^{-+}(?!)\cap B^{1}(\mathrm{t}))$ について

$\tilde{w}(u)arrow\tilde{u}|(u)+u’(u)$ と置く.

このようにゅを定めると, 長さ 6以上の任意の交互サイクル Cの重み\mbox{\boldmath $\delta$}x(C) を簡
単に表せる.

Lemma 3.13長さ 6以上の交互サイクルを
$C$. $=(y1, x1, y_{2}, x2, \ldots, yk, X_{k}, yk\backslash +1=y_{1}. )$ とする. ここで $x_{1},$

$\ldots,$
$x_{k}$.は黒頂点, $y_{1},$ $\ldots,$ $y_{k}$

は白頂点. このとき

$\delta_{x}(C.)=\sum^{k}.\mathrm{c}\mathit{0}(y_{\dot{r}})-\sum_{ii=1=1}^{k}w(_{X)}i+\sum_{=i1}^{k}\tilde{u})(y_{\uparrow\cdot)+\sum_{=i1}^{k}}\tilde{w}(yi,.yi+1)$ .

交互パス Pの場合は両端点を考慮するため多少複雑になるが, ほぼ同様にして
$\delta_{X}(P)$ を表すことができる.
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3.2 (MAXRATIO) の 3分割解法

正則頂点を 3個以上含む交互サイクルを大交互サイクル, 2個以下しか含まない
場合を小交互サイクルと呼ぶ. 交互集合族 $-4$ は, その連結成分がすべて大交互サイ
クルであるとき, 大交互サイクル族と呼ぶ. ここでサイクルの族を考えるのは, 最
終的に最大重みマッチングを解く問題に帰着させるためである.
与えられた基本構造 $(G, \iota\iota" X)$ について, $\lambda$を固定された実数として, 次の 3個

の問題を考える.
$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{c}\mathrm{H}\mathrm{T}\mathrm{l}(\lambda))$ Maxinlize $n’(\mathrm{e}\mathrm{x}(x\triangle C))-\lambda\cdot\pi(\mathrm{e}\mathrm{X}(X\triangle C))$

Subject to $C$. は $X$に関する小交互サイクル

$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}^{\underline{9}(}\lambda))$ Maximize $u$ ) $(\mathrm{e}\mathrm{X}(X\triangle A))-\lambda\cdot\pi(\mathrm{e}\mathrm{x}(X\triangle\wedge 4))$

Subject to $-4$ は $X$に関する大交互サイクル族

$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}3(\lambda))$ Maximize $\iota\ell’(\mathrm{e}\mathrm{x}(x\triangle P))-\lambda\cdot\pi(\mathrm{e}\mathrm{x}(\mathrm{x}\triangle P))$

Subject to $P$は $X$に関する交互パス
$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{c}\mathrm{H}\mathrm{T}\mathrm{l}(\dot{\lambda})),$

$(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}9arrow(\lambda)),$ $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{c}\mathrm{H}\mathrm{T}3(\lambda))$ をそれぞれ\Pi -.

々頂点数回だけ解けば, $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{o})$ を解くことができる.
後は与えられた基本構造 $(C_{\tau.1\{}," \mathrm{x})$ について,「 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{W}\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}1)$ を多項式時間で

解ける」「重みが正の小交互サイクルが存在しないならば, $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}\mathit{2})$ を多項式
時間で解ける」かっ「重みが主の交互サイクルが存在しないならば, $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}3)$

を多項式時間で解ける」 ことを示せばよい.

3.3 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}1)$ の解法

長さ 4のサイクルはすべて列挙すればよい. 長さ 6以上の小交互サイクルにつ
いて考える.

, $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{k}$をすべて異なる黒頂点 $(k\geq 3),$ $\iota\psi_{1}^{7},$

$\ldots,$
$\iota\eta_{k}/\vee$ をウイング, $x_{i}$は毘と毘+1

とに隣接するとする. このとき
(垣\acute ’’1, $x_{1},$ $\mathrm{i}\eta^{r_{2,2}}/.x,$

$\ldots,$
$\mathrm{f}\tau^{r_{k}},’.,$ $xk.,$ $|f^{\sim}- k..+1=$ 垣 rl) をウイングサイクルと呼ぶ. 長さ 6以上の

交互サイクルは必ずいずれか–つのウイングサイクルに含まれる.
ウイングサイクルを–つ固定すると, そこに含まれる交互サイクル $C$,のうち重

み\mbox{\boldmath $\delta$}x $(C.)\text{が最}*\text{のものは}$ , 補題 3.13を用いて多項式時間で求めることができる. ま

.た正則頂点を高々2個含むウイングサイクルは頂点数の高々2乗個しかない. 以上よ
り $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}1)$ は多項式時間で解ける.

3.4 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}\mathrm{I}}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}2)$ の解法

$\sim 1\sim,$ $\ldots$ ,輪をすべて異なる非正則頂点 $(k\geq 0),$ $y_{1,..:},$ $y_{k}$.をすべて異なるウイング
に属する, お互いに隣接しない束縛頂点, \tilde \tilde i\sim 跳かつ筋\sim J+l とする. このとき交互
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パス $P=(y_{1,\sim 1\cdot\cdot\sim}\sim,.,\wedge k\cdot-1\cdot y_{\Lambda}.)$ を IWAP と呼び, $\text{その重^{み}}\grave{\delta}x(P)$ を次で定義する.

$\tilde{\delta}_{arrow\backslash }.’.(P\vee)=\sum_{i=1}^{k}\iota\iota’(yi).-\sum_{\dot{\uparrow}=1}^{1}\mathrm{c}\iota’(_{\sim}\wedge)\Lambda\cdot-i+\sum_{1i=}\cdot\iota^{\sim}l’(y_{i}\mathrm{t}\cdot)+\sum_{i=.1}^{k-1}\mathrm{t}\{^{1(\mathrm{t}}yi\sim,$$./i+1.)$ .

Lemma 3.4.1 $C=$ $(P_{1:}.?\cdot, {}_{1}P_{\underline{)}}.::\iota_{-}’\cdot,: \ldots , P_{k}, .\iota’ {}_{k,\mathrm{A}^{\backslash }+1}P=P_{1})(\lambda\cdot\geq 2)$ を長さ 6以上の交
互サイクルとする. ただし $P_{1},$

$\ldots,$
$P_{k}$.は IWAP, $x_{1},$ $\ldots,$

$.\iota$ : は正則頂点. このとき

$\delta_{\mathrm{v}},(C.)=\sum_{=i1}k\tilde{\delta}_{x}(Pi)-\sum^{k}i=1u’(X_{i})$ .

Lemma 3.42 $\mathrm{c}\iota$ と $b$ を束縛頂点とする. $c$‘と $b$ を両端点とする IWAP のうち重み
$\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}\wedge}(P)$ が最大のものは多項式時間で求められる.

ここで与えられた基本構造 $(C_{7}, \iota\iota" \mathrm{x})$ に対して, 辺に重みのついた無向グラフ
$\hat{C}_{7}$ ( $\mathrm{E}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{S}$ グラフ) を次のように構成する. $x_{1},$ $\ldots,$ $.?_{r}$

’ を $C_{7}$ の正則頂点全体とす
る. $\hat{C}_{7}$は $x_{i}^{1},$ $x_{i}^{2}(.i=1-, \ldots, ?\cdot)$ という 2r個の頂点を持つ. 各,i $=1,$ $\ldots?\mathrm{s}$’について,

$x_{i}^{1}$ と尋を辺で結び, 重みを $\mathrm{e}\iota’(\wedge x_{?}!, .T\frac{.)}{i})=u’(.\tau_{i})$ とする. 各 $X_{\dot{\uparrow}},$ $.?_{j}$

’ と各 $p,$ $q\in\{1,2\}$ に

ついて, 両端点がそれぞれ $B^{p}(T_{i})$ と $B^{q}(.?_{j})$ とに属する $\mathrm{I}\backslash \mathrm{t}^{\tau_{\wedge}}\mathrm{A}\mathrm{p}$ が存在すれば, $x_{i}^{p}$ と

錫 xqを辺で結び, 重みを.\iota ^\iota )(xpj:xjxq) $=\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}}.(P_{\iota)})q$ とする. ここで $P_{l^{y}q}$は両端点がそれ

ぞれ $B^{p}(x_{i})$ と $B^{\zeta \mathit{1}}(g_{j})$ とに属する $\mathrm{I}\}_{\mathit{1}}\mathrm{V}\mathrm{A}\mathrm{p}$ のうちで\mbox{\boldmath $\delta$}\sim x$\sqrt$ Ppq) が最大のものである.
dの完全マッチング $M=\{(x_{i}^{1}, X_{i}^{\mathit{2}})| ?$. $=1, \ldots r\}\not\in$ について考える. $\hat{G}$上で $M$

$\text{に関する交互サイクル}\hat{C}$. は, $\hat{C}$の長さが 6以上ならば, もとの $C_{7}$ 上の $X$に関する
大交互サイクルに対応し, $\delta_{-\mathfrak{j}f}(\hat{c.})=\delta \mathrm{Y}(-c.)$ である. $\hat{C}$の長さが 4の場合, つまり

$\hat{C}=(.l_{?}’!, x_{j}^{1}, x_{j}.X_{?}^{\underline{9}1}x_{i}2.\cdot,)$ の場合について考える. ( $\hat{C}=(x_{i’ j}^{11}x\frac{}{j},,, .l\cdot, .T^{\frac{}{i},,r_{i}^{1}}’.)$
についても

$\prod\overline{\mathfrak{o}}7\ovalbox{\tt\small REJECT})$

の辺 $(X_{i}^{p}, \mathrm{T}_{j})q$ に対応する $G$ の IWAP を $P_{pq}$ と書く. $P_{11}$ と $P_{22}$ が異なるウイン

グを通っていれば, $C=(x_{i}, P_{11,j}x, P2\underline" x_{i})$ は $\hat{G}$上の小交互サイクルである. 重みは

$\nu_{M}(\hat{c})=\hat{u}’(X_{i}, x_{1}j1x)+\hat{u})(x_{j}, x^{2})2-\hat{w}j(X_{i}, X^{2}i)1-\cdot \mathrm{t}t’\wedge(x^{1,\frac{}{j},},:jl’)=\delta.\mathrm{Y}(C.)$

であり, 重みが正の小交互サイクルが存在しないという仮定から, $l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\Lambda I}(\hat{c}.)<0$ で

ある.
問題は $P_{11}$ と P22が同じウイングを通っている場合である.

$P_{11}=(y_{1}^{1}, \approx_{1)}y^{1}2’\ldots, \sim.k-\iota, y_{c}\sim.1),$ $P_{2}\underline,=(y_{1}^{22}, \sim\iota y\wedge,\approx\iota-1, y_{\mathfrak{e}}^{2}2’\ldots,.)$ と書く. ここで $y_{1}^{1}\in$

$B^{1}(x_{i}),$ $y_{1}^{2}\in B^{2}(x_{i}),$ $y_{p}^{1}\in B^{1}(x_{j}),$ $y_{\ell’}^{2}\in B^{2}(x_{j}.)$ . $\iota\eta/^{r}(Xi, Xj)$ を, $x_{i}$および $x_{j}$から,

束縛頂点と非正則頂点が交互に現れるパスを使って到達できる束縛頂点全体の集合
とする.

$\bullet$
$\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}t,f(\hat{C.})\leq 0$ の場合はそのままにしておく.

$\bullet$ $B^{1}(x_{i})\subseteq l\ovalbox{\tt\small REJECT} V(\backslash \tau_{i\cdot j}, x)$ ならば, Gから辺 $(x_{i’ j}^{2.\iota}’\iota \mathrm{i})$ と $(.r \frac{}{i},,, .\prime \mathrm{t}_{j}^{2})$ を取り除く.
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$\bullet$ $B^{2}(x_{i})\subseteq \mathrm{f}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\iota-(.\iota_{i}, x_{j})$ ならば, $\hat{C_{7}}$から辺 $(x_{r}^{\mathrm{i}}, .r_{j})1$ と $(X_{i}^{1}, X_{j}^{2})$ を取り除く.

$\bullet$ $B^{1}(.r_{j})\subseteq-\iota\cdot\iota-(.l_{i}, .\tau_{j})$ ならば, Gから辺 $(X_{i}^{1}, I_{j})2\text{と}.(x_{\uparrow}^{\supseteq}.,$ $x^{\frac{.)}{j})}$ を取り除く.

$\bullet$ $B^{\underline{9}}(.\mathrm{t}_{j})\subseteq l\mathrm{T}\not\subset-(.\mathrm{r}i, X_{j})$ ならば, $\hat{C_{7}}$から辺 $(x_{i’ j}^{1}X^{1})$ と $(x \frac{")}{i}, x_{j}^{1}.)- \text{を取り除く}$ .
$\bullet$ 上記以外で $(^{)}=1$ の場合は, Gから辺 ( $.\tau_{i’}^{1}$ J’ ) と $(.\tau_{i}^{22}, x_{j})$ を取り除く.

$\bullet$ 上記以外の場合には, $\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}\wedge}(P_{11})+\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}\wedge}.(P1\underline’)=\tilde{\delta}_{d}\mathrm{Y}(P12)+\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}\sim}(P_{\underline{)}}.1)$ であることが示
せる. そこで次の操作を行う.

$\star\hat{G}$から辺 $(X_{i}^{1}, X_{j}.. )1,$ $(X_{i}^{1}, X_{j})2,$ $(x_{\dot{\tau}j}^{21}, x),$ $(x^{\frac{}{i},}.’, x_{j}^{2})$ を取り除く.
$\star\hat{G}$に新しい頂点 $\approx^{1}$ と $\sim 2\sim$を加え, 辺で結ぶ. $\hat{u}$ ) $(_{\sim}\sim^{12}, \approx)=0$ とする. マッチ

$\text{ング_{}\dot{i}}.\backslash \prime I$に辺 $(_{\sim,\sim}^{\sim^{1}\sim^{2}})$ を加える.
$\star\hat{G}$に新しい辺 $(x_{i}^{11}., \sim\wedge),$ $(x_{i}^{21}, \approx),$ $(x_{j}^{12}. , z),$ $(.r_{j}^{22}, \approx)$ を加え, 重みをそれぞ
れ\^u)(x7, $\sim\sim^{\mathit{1}}$ ) $=\tilde{\delta}\mathrm{Y}(-P11),\hat{u},(x_{\uparrow’\sim}^{21}\wedge)=\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}\wedge}(P\mathit{2}2),\hat{w}(x_{j}^{1}, \sim)\sim^{2}=0,\hat{w}(x_{j}^{2}, \approx^{2})=$

$\tilde{\delta}_{d}\mathrm{v}(P_{1};-)-\tilde{\delta}_{\mathrm{Y}}(P-11)(=\tilde{\delta}\mathrm{Y}(P22)A-\tilde{\delta}_{X}(P2.\iota))$ と置く. パス $(x_{i}^{p}., z^{1}, \approx^{2}.’ x_{j}^{q})$ はも
との $C_{7}$ 上では $P_{pq}$に対応する.

Lemma 3.4.3 Gのすべての長さ 4の交互サイクルに対して上記の変更を行う. 変
更後の C^7の最大マッチングを $A\iota,I^{*}$ とする. $\Lambda l\triangle\Lambda/I^{*}$に含まれる交互サイクルのうち
で重みが正であるものを $\hat{C}_{1}$ , . . . , $\hat{C}_{k\backslash }$. とする. $\hat{C}_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\ldots$ . $,\hat{C}_{k}$は $G$ 上の大交互サイクル族
$A=\{C_{1}, \ldots, C_{k}.\}$ に対応し, しかも $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}\mathit{2})$ の最適解である.

このように, 重みが正の小交互サイクルが存在しない場合, $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}2)$

は, Edmonds グラフを構或, 修正して, 最大重みマッチング問題を解くことに帰着
できる.

3.5 $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}3)$ の解法

重みが正の交互サイクルが存在しないとき, $(\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{x}\mathrm{w}_{\mathrm{E}}\mathrm{I}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{T}3)$ は, Edinonds グ
ラフの構成と修正によって, 最大重みマッチング問題を高々頂点数の 2乗回解くこ
とに帰着できる. Edmonds グラフの構成と修正の方法は大交互サイクル族の場合と
ほぼ同様であるが省略する.
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