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非協力 $n$ 人ゲームにおいて, 各プレイヤーの損失関数が特に分数型関数をして
いるときに, このゲームの均衡解の存在とその特徴について議論した ([8]).
ここでは分数奇関数をもった 2人零和ゲームを議論する. 新しいパラメトリッ

ク型 2人零和ゲームを導入し, この新しいゲームと分数型ゲームとの相互関係を用
いて, 各ゲームでの saddle value と saddle point の存在性や特徴を与える.

1 パラメトリック型 2人零和ゲーム

パラメトリック型非協力 2人曾和ゲーム $(GP_{\theta})$ を次の集合で与える.

(X, $Y,$ $f,$ $g,$ $\theta,$ $F\theta$ ) (1.1)

ここで,

1. $E$ をバナッハ空間とし, $X\subset E$ はプレイヤー I の戦略集合, $Y\subset E$ はプレ
イヤー II の戦略集合.

2. $f$ : $X\mathrm{x}Yarrow \mathbb{R},$ $g:X\cross Yarrow \mathbb{R}_{+}$ . ただし, $\mathbb{R}_{+}=(0, \infty)$ .

3. $\theta\in \mathbb{R}$ はゲームのパラメータ.

4. $F_{\theta}$ : $X\mathrm{x}Yarrow \mathbb{R}$ を $F_{\theta}(x, y):=f(x, y)-\theta g(x, y)$ で定義し, $F_{\theta}$

. はプレイ
ヤー I の損失関数, $-F_{\theta}$ はプレイヤー II の損失関数.

5 . $\overline{F}_{\theta}:=\inf_{x\in}$
$\sup_{y\in Y}F_{\theta(x,y)},$ $\underline{F}_{\theta}:=\sup_{Yy\in}\inf_{x\in}$

$F_{\theta}(x, y)$ .

Definition 1.1 ゲーム $(GP_{\theta})$ が saddle value を持つとは次が成り立つとき,
$\overline{F}_{\theta}=\underline{F}=:F_{\theta}^{*}$ . (12)

また, 共通の値 $F_{\theta}^{*}$ をゲーム $(GP_{\theta})$ の saddle value と呼ぶ.
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Definition 12 $x^{*}\in X$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の mini-sup であるとは, 次が成り立つ
とき,

$\sup_{y\in Y}F_{\theta}(x^{*}, y)=\sup_{y\in Y^{x}}\inf\in xF_{\theta(x},$
$y)$ . (1.3)

また, $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の $\max$-inf であるとは, 次が成り立つとき,

$\inf_{x\in}$ $F_{\theta}(x, y^{*})= \inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta}(_{X}, y)$
. (1.4)

Definition 13 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の saddle point であるとは次
が成り立つとき,

’

$\inf_{x\in X}F_{\theta}(x, y*)=F_{\theta}(x*, y^{*})=\sup_{y\in Y}F\theta(x^{*}, y)$ . (1.5)

このとき J. -P. Aubin [1] より, 次の命題が成り立つ.

Proposition 1.1 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がケ–ム $(GP_{\theta})$ の saddle point であるための
必要十分条件は, $x^{*}\in X$ が $(GP_{\theta})$ の mini-sup, かつ $y^{*}\in Y$ が $(GP_{\theta})$ の max-inf
であることである. 口

また, K. Fan [5], M. Sion [10] よりミニマックス定理が得られる.

Lemma 1.1 $X\subseteq E$ で, $Y\subset E$ はコンパク ト凸集合とし, $\varphi$ : $X\cross Yarrow \mathbb{R}$ は条
件 (i), (ii) を満たす.

(i) $\forall_{X}\in X$ , $y\vdasharrow\varphi(x, y)$ ; 上半連続な凹関数.

(ii) $\forall_{y}\in Y$, $x\vdash\Rightarrow\varphi(x, y)$ ; 凸関数.

このとき, 次を満たす $y^{*}\in Y$ が存在する.

$\max_{y\in Y}\inf_{y\in X}\varphi(x, y)=\inf_{x^{\varphi(y^{*})}x\in}X,=\inf_{x\in}$ $\max_{y\in Y}\varphi(x, y)$ . (1.6)

すなわち, y*(はケ–,ムの $\max$-inf である. 口

このとき, Lemma 1.1よりゲーム $(GP_{\theta})$ のミニマックス定理が得られる.

Theorem 1.1 $X\subset E$ で, $Y\subset E$ をコンパク ト凸集合とし, $f$ : $X\cross Yarrow \mathbb{R}$,
$g$ : $X\cross Yarrow \mathbb{R}_{+}$ は条件 (i), $(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),$ $(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす.

(i) $\forall_{y\in Y}$, $x-*f(_{X}, y)$ ; 凸関数.

(ii) $\forall_{x}\in X$ , $y\vdash+f(x, y)$ ; 上半連続な凹関数.

(iii) $\forall_{y}\in Y$, $x-*g(x, y)$ ; 凹関数.

(iv) $\forall_{X}\in X$ , $y\vdasharrow g(x, y)$ ; 下半連続な凸関数.
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このとき, 任意の $\theta\geq 0$ に対して, 次を満たす $y^{*}\in \mathrm{Y}$ が存在する.

$\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta}=\inf_{x\in X}F_{\theta}(x, y)*$ . (1.7)

$P\gamma oof$. $\theta\geq 0$ より (ii), (iv) から, 任意の $x\in X$ に対して, $yrightarrow F_{\theta}(x, y)$ は上半連続
な凹関数である. また, 同様に (i), (iii) から, 任意の $y\in \mathrm{Y}$ に対して, $x-+F_{\theta(y)}X$,
は凸関数である. よって Lemma 1.1より, $\overline{F}_{\theta}=$ 島が成淋し, ゲーム $(GP_{\theta})$ の

$\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する $\square$

2 分数型 2人零和ゲーム

分数型非協力 2人嘘吐ゲーム $(GP)$ を次の集合で与える.

(X, $\mathrm{Y},$ $f,g,$ $G,\overline{\theta},\underline{\theta}$) (2.1)

ここで,

1. $E$ をバナッハ空間とし, $X,$ $Y\subset E$ はそれぞれプレイヤー I, II の戦略集合.

2. $f$ : $X\mathrm{x}Yarrow \mathbb{R},$ $g$ : $X\cross Yarrow \mathbb{R}_{+}$ .
3. $G=f/g$ : $X$

.
$\mathrm{x}Yarrow \mathbb{R}$ をプレイヤー I の損失関数,

.
$-G$ をプレイヤー II

の損失関数.

4 . $\overline{\theta}:=\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(x, y),$ $\underline{\theta}:=\sup_{y\in Y}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}x\in X^{\cdot}G(x, y)$
.

Definition 2.1 $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP)$ の $\max$-infであるとは次か成り立つとき,

$\overline{\theta}=\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(_{X}, y)=\inf c(_{X}, y^{*}x\in x)$ . (2.2)

また, $x^{*}\in X$ がゲーム $(GP)$ の mini-sup であるとは次が成り立つとき,

$\underline{\theta}=\sup_{x,y\in Y}\inf_{\in x}c(X, y)=\sup_{Yy\in}G(x^{*}, y)$ . (2.3)

Definition 22 $(x^{*}, y^{*})\in.\cdot X$
.

$\cross Y$ がゲーム $(GP)$ の saddle point であるとは次
が成り立つとき,

$\sup_{y\in Y}G(xy)*,=G(x^{**}, y)=\inf_{\in \mathrm{x}}c(x, y^{*}x)$ . (2.4)

このとき, $\overline{F}_{\theta}$ と $\overline{\theta}$ との間に次のような性質が成りたつ.
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Lemma 2.1 $\overline{F}_{\theta}$について次が成りたつ.

(a) $\overline{F}_{\theta}$ は $\theta$ に関して単調非増加.

(b) $\overline{F}_{\theta}<0$ ならば, $\theta\geq\overline{\theta}$ .

(c) $\overline{F}_{\theta}>0$ ならば, $\theta\leq\overline{\theta}$ .

(d) \theta >-\theta ならば, $\overline{F}_{\theta}\leq 0$ .

(e)\theta <0ならば, $\overline{F}_{\theta}\geq 0$ .

さらに $Y$ がコンパクト, 任意の $x\in X$ に対して $y-*f(x,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が連続, $yrightarrow g(x, y)$

が連続のとき, 次が成り立つ. :

(f) $\overline{F}_{\theta}<0\Leftrightarrow\theta>\overline{\theta}$ .

(g) $\overline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ .

Proof. (a) $\theta_{1}<\theta_{2}$ とする. このとき, $g$ は $X\cross Y$ 上で常に正だから, すべての
$(x, y)\in X\cross Y$ に対して, .

:.
$..\cdot$ .

$F_{\theta_{1}}(x, y)>F\theta_{2}(x, y).$
. $\cdot$ . (25).

である. ゆえに,

$\overline{F}_{\theta_{1}}=\inf_{x\in}$
$\sup_{y\in Y}F_{\theta_{1}}(_{X}, y)$

$\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta_{2}}(_{X}, y)$

$=\overline{F}_{\theta_{2}}$ .

よって, $\overline{F}_{\theta}$ は $\theta$ に関して単調非増加である.
(b) $\overline{F}_{\theta}<0$ とする. このとき $\overline{F}_{\theta}$の定義から, すべての $y\in Y$ に対して,

$F_{\theta}(\overline{x}, y)=f(\overline{x}, y)-\theta g(\overline{X}, y)<0$ (2.6)

をみたす $\overline{x}\in X$ が存在する. このとき (2.6.) 式より, すべての $y\in Y$ に対して,
$G( \overline{x}, y)=\frac{f(\overline{x},y)}{\mathit{9}(\overline{x},y)}<\theta$ となるから,

$\sup_{y\in Y}G(\overline{X}, y)\leq\theta$
. (2.7)

$\overline{\theta}$ の定義と (2.7) 式から, $\overline{\theta}\leq\theta$ が成り立つ.
(C) $\overline{F}_{\theta}>0$ とする. このときすべての $x\in X$ に対して,

$F_{\theta}(x, y_{x})=f(x, yx)-\theta g(x, yx)>0$ (2.8)

となる $y_{x}\in Y$ が存在する. (2.8) 式より, $G(x, y_{x})= \frac{f(x,y_{x})}{\mathit{9}(x,y_{x})}>\theta$ となるから, すべ
ての $x\in X$ に対して,

$\sup_{y\in Y}G(X, y)\geq G(_{X}, y_{x})$

$>\theta$ .
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これは
$>\overline{\theta}\overline{\theta}\geq$とすをる示としていのる定義より,

$\theta>\sup_{y\in Y}G(\overline{X}, y)$

を満たす $\overline{x}\in X$ が存在する. つまり, すべての $y\in Y$ に対して, $F_{\theta}(\overline{x}, y)<0$ で

ある.
よって,

$0 \geq\sup_{y\in Y}F\theta(\overline{x}, y)$

$\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta(x,y)}$

$=\overline{F}_{\theta}$ .

(e) $\overline{\theta}>\theta$ より, すべての $x\in X$ に対して,

$\sup_{y\in Y}G(X, y)>\theta$ .

このとき, $G(,x, y_{x}.)>\theta$ , すなわち, $F_{\theta}(x, y_{x})>0$ をみたす $y_{x}\in Y$ が存在する. ゆ
えに,

$\sup_{y\in Y}F\theta(_{X}, y)\geq F_{\theta}(X, y_{x})$

$>0$ , $\forall_{X\in X}$ .

よって,
$F_{\theta}= \inf_{x\in x}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}y\in YF_{\theta(_{X},y)}\geq 0$

.

(f) $\overline{F}_{\theta}<0$ とする. このとき $\sup_{y\in Y}F_{\theta}(\overline{x}, y)<0$ となる $\overline{x}\in X$ が存在する. す
なわち, すべての $y\in Y$ に対して, $G(\overline{x},.y)<\theta$ である. ここで $Y$ がコンパクト
$y\vdasharrow G(\overline{X}, y)$ が連続だから,

$\theta>\sup_{y\in Y}G(\overline{X}, y)$

$\geq.\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(x, y)$

$=\overline{\theta}$ .

逆に $\theta>\overline{\theta}$ のとき, (b) の証明から, すべての $y\in Y$ に対して,

$F_{\theta}(\overline{x}, y)<0$

をみたす $\overline{x}\in X$ が存在する. ここで $Y$ がコンパクト $yrightarrow F_{\theta}(\overline{x}, y)$ が連続だから,

$0.> \sup F_{\theta}y\in Y(\overline{X}, y)$

$\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta(x,y)}$

$=\overline{F}_{\theta}$ .
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(g) $\overline{F}_{\overline{\theta}}<0$ とする. このとき,

$\sup_{y\in Y}F_{\overline{\theta}}(\overline{x}, y)<0$

をみたす $\overline{x}\in X$ が存在する. ここで $Y$ がコンパクト $yrightarrow F_{\theta}(\overline{x}, y)$ が連続だから,
すべての $y\in Y$ に対して, $F_{\overline{\theta}}(\overline{x}, y)<0$ . つまり,

$\overline{\theta}>G(\overline{X}, y)$ , $\forall_{y\in Y}$.

ゆえに,

$\overline{\theta}>\sup Gy\in Y(\overline{x}, y)$

$\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(x, y)$

$=\overline{\theta}$.

これは矛盾である. $\text{よって}\overline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ が成立する. $\square$

Lemma 2.1と同様にして, 島と $\underline{\theta}$ との間に次のような性質が成りたつ.

Lemma 22 島について次が成りたつ.
(a) 島は $\theta$ に関して単調非増加.

(b) $\underline{F}_{\theta}<0$ ならば, $\theta\geq\underline{\theta}$ .
(C) $\underline{F}_{\theta}>0$ ならば, $\theta\leq\underline{\theta}$.

(d)\theta >-\theta ならば, $\underline{F}_{\theta}\leq 0$ .

(e) \theta <-\theta ならば, $\underline{F}_{\theta}\geq 0$ .

さらに $X$ がコンパクト, 任意の $y\in Y$ に対して $x\vdasharrow f(x, y)$ が連続, $x\vdash\Rightarrow g(X, y)$

が連続のとき, 次が成り立つ.

(f) $\underline{F}_{\theta}<0\Leftrightarrow\theta>\underline{\theta}$ .

(g) $\underline{F}_{\underline{\theta}}\geq 0$ .

Proof. 島と $\underline{\theta}$ の定義から, Lemma 2.1と同様に証明すればよい 口

また, ゲーム $(GP)$ とゲーム $(GP_{\theta})$ との間には次のような関係が成り立つ.

Theorem 2.1 $y^{*}\in Y$ をゲーム $(GP)$ の $\max$-inf とする. このとき, 次が成り
立つ.

1 . $\overline{\theta}=\underline{\theta}=:\theta^{*}$ .

2. $\overline{F}_{\theta^{*}}\leq 0$ のとき, $y^{*}$ はゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf となる.
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Proof. (i) $\overline{\theta},$
$\underline{\theta}$ の定義から, 明らかに 0 $\geq\underline{\theta}$ が成り立つ.

方, y*{はゲーム $(GP)$ の $\max$-infだから,

$\overline{\theta}=\inf_{x\in x}G(x, y^{*})$

$\leq\sup_{y\in Y^{x}}\inf_{\in \mathrm{x}}G(x, y)$

$=\underline{\theta}$ .

よって, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ である.
(ii) $y^{*}$ はゲーム $(GP)$ の $\max$-inf より, 任意の $x\in X$ に対して,

$\theta^{*}=\inf_{x\in X}G(x,y^{*})\leq G(x, y^{*})$ .

すなわち, 任意の $x\in X$ に対して,

$0 \leq F_{\theta}*(X, y)*\leq\sup_{y\in Y}F\theta*(x, y)$

が成り立つ. このとき,

$0 \leq\inf_{x\in}$
$F_{\theta^{*}}(x, y^{*})$

$\leq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta}*(_{X}, y)$

$=\overline{F}_{\theta^{*}}\leq 0$ .

これは,
$\inf_{x\in x}F_{\theta^{*(x}},y^{*})=x\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}X\sup_{y\in Y}F\theta*(_{X}, y)$

を示している. よって $y^{*}$ は $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-infである. $\square$

Theorem 22 $\theta^{*}:=\overline{\theta}=\underline{\theta}$ とし, $y^{*}\in Y$ をゲーム $(GP_{\theta^{*}})$ の $\max$-inf とする. こ

のとき, $\overline{F}_{\theta}*\geq 0$ ならば, $y^{*}$ はゲーム $(GP)$ の $\max$-inf となる.

Proof. $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ とすると, $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf より,

$0 \leq\overline{F}_{\theta^{*}}=\inf_{x\in}$
$\sup_{y\in Y}F_{\theta}*(_{X}, y)$

$= \inf_{x\in X}F_{\theta^{*()}}x,$
$y^{*}$

$\leq F_{\theta^{*}}(_{X}, y^{*})$ , $\forall_{X\in X}$

となるから, すべての $x\in X$ に対して,

$\theta^{*}\leq G(x, y^{*})\leq\sup_{y\in Y}G(X, y)$
(2.9)

が成り立つ. これより,

$\theta^{*}\leq\inf_{x\in X}G(x, y^{*})$

$\leq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(x, y)$

$=\theta^{*}$ .
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よって, y*(は $(GP)$ の $\max$-infである. 口

上の結果を用いて, ゲーム $(GP)$ の minimax 定理が得られる.

Theorem 23 $X\subset E$ で, $Y\subset E$ をコンパクト凸集合とし, $f:X1\cross Yarrow \mathbb{R}$,
$g:X\cross Yarrow \mathbb{R}_{+}$ は条件 (i), $(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),$ $(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす.

(i) $\forall_{y}\in Y$,
.
$x\vdash+f(x, y)$ ; 凸関数

(ii) $\forall_{X}\in X$ , $y^{\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow}f(x, y)$ ; 連続な凹関数.

(iii) $\forall_{y}\in Y$, $x\vdasharrow g(x, y)$ ; 凹関数.

(iv) $\forall_{X}\in X$ , $yrightarrow g(x, y)$ ; 連続な凸関数.

このとき, $\overline{\theta}\geq 0$ に対して, 次が成立する.

1. $\overline{\theta}=\underline{\theta}=:\theta^{*}$ .

2. ゲーム $(GP)$ の $\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する.

Proof. (i) $\overline{\theta}\geq 0$ より, Theorem Ll, Lemma 2.1 (g) から,

$\underline{F}_{\overline{\theta}}=\overline{F}_{\overline{\theta}’}\geq 0$ . (2.10)

また, 任意の $x\in X$ に対して, $y\vdasharrow F_{\overline{\theta}}(x, y)$ は連続より, $y rightarrow\inf_{x\in x}.F_{\overline{\theta}}(x,.y)$ は

上半連続である. このとき, $Y$ がコンパクトより,

$\underline{F}_{\overline{\theta}}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in}$
$F_{\overline{\theta}}(x, y)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}x\in$

$F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$ (2.11)

をみたす $y^{*}\in Y$ が存在する.
(2.10), (2.11) 式より,

$0 \leq\sup_{Yy\in}\inf_{x\in}$
$F_{\overline{\theta}}(x, y)$

$= \inf_{x\in}$
$F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$

$\leq F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$ , $\forall_{X}\in X$ . (2.12)

(2.12) 式より, すべての $x\in X$ に対して, $\overline{\theta}\leq G(x, y^{*})$ を得る. よって,

$\overline{\theta}\leq\inf_{x\in X}G(x, y^{*})$

$\leq\sup_{y\in Y^{x}}\inf_{\in X}G(x, y)$

$=\underline{\theta}$ .

以上より, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ である.

(ii) (2.11) 式より, $y^{*}\in Y$ はゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf である. このとき

Lemma 2.1 (g) より $\overline{F}_{\overline{\theta}}*\geq 0$ となるから, Theorem 2.2より $y^{*}$ はゲーム $(GP)$ の

max-infである
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