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1 Intoroduction
Boggino [B] は, Heisenberg type の Lie環のある種の–次元拡張が定める単
連結可解 Lie群が, 非正の断面曲率をも $\text{つ}$ Einstein 多様体であることを示し
た. これらの空間は, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}1_{\backslash }^{r}$ one の非コンパクト型対称空間を含んでおり, 現
在, Dalllek-Ricci space と呼ばれている. 更に, 多くの非正の断面曲率をも
つ Einstein 多様体を見つけるために, Darnek-Ricci space を –般化した可解
Lie 群のあるクラスを考える. 即ち, $\{\mathfrak{n}, \langle, \rangle_{\mathfrak{n}}\}$ を正定値内積をもっ 2-step
nilpotent Lie 環とし, $a$ を–次元のベクトル空間, $A$ を $a$ の零でないベク ト
ルとする. $\mathfrak{n}$ の中心を $\delta,$

$\partial$

’の $\mathfrak{n}$ における直交補空間を t) と書く. $k\in \mathbb{R}^{+}$ に対
して, $\alpha$ の $\mathfrak{n}$ 上の表現 .$f$ . を

$.t(A4)V= \frac{k}{2}l/^{r}$ $.f\cdot(\mathit{4}4)Z=kZ$ for all $l^{r},/\in$ {$).)$ $Z\in\partial$’

で定める. .$f$

.
により $\alpha$ は $\mathfrak{n}$ 上 $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{a}}\mathfrak{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\circ \mathrm{n}$ として作用するので, $\mathfrak{n}$ と $a$ の半直

積 $\mathrm{s}_{\mathrm{k}}(\cdot 4; \mathfrak{n}):=\mathfrak{n}\cross_{J}\cdot\alpha$ は可解 Lie 環となる. $a$ 上の内積 $\langle$ , $\rangle_{\mathrm{t}1}$ を $\langle A, .\prime 3\rangle$

。
$=1$

で定め, $\triangleleft_{k}^{\ulcorner(}.A;\mathfrak{n}$ ) 上の内積 $\langle, \rangle$ を $\langle$ , $\rangle_{\text{。}と}$ $\langle$ , $\rangle_{\mathfrak{n}}$ の直和で定める. このよう
にして得られた正定値内積をも $\text{つ}$可解 Lie環 $\{\mathfrak{s}_{k}(-\angle 1’;\mathfrak{n}), \langle , \rangle\}$ が定める単連結
可解 Lie 群 $\mathrm{b}_{k}^{\gamma}(-\prime 4;\mathfrak{n})$ とその上の左不変計量 9の組 $\{^{\mathrm{t}_{)}^{\gamma}}\llcorner k(arrow 4.\cdot \mathfrak{n})"\zeta y\}$ を Boggino-
Damek-Ricci type space (略して, BDR,-type space) という. ここで, BDR
type spa,ce に非正の断面曲率をもつ Einstein 計量が存在するかという問題
があり, 森 [M], 山田 [Y] 等によって研究されている. この問題の解決には,
BDR-type space が非正の断面曲率をもつ条件を知ることが重要である. 今
回の目的は, $\mathrm{B}\mathrm{D}\mathrm{R}$-type $\mathrm{f}\supset^{1}\mathrm{P}\mathrm{a}$ }

$\mathrm{C}\mathrm{e}$ の断面曲率が非正になる最小の $k$ の値を定め
ることで, 特に, BDR-type space の nilpotent part が階段型の Lie環の場合
について調べた. 即ち,

$($ $000$ $A004$ $B(^{\mathrm{Y}},0^{-}’$ $)$
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(但し, $A,$ $B,$ $C$ は, それぞれ $\prime r?\cross-’\gamma l,$ $m\cross l,$ $\gamma\tau\cross l$ 実行列) 型の実行列全体が

つくる $(n?1l+\iota l+\uparrow ll)$ 次元の 2-step nilpotent Lie 環を $\mathfrak{n}(\uparrow\iota, \uparrow 7?, \mathit{1}.;\mathbb{R})$ と書き,

実階段型の Lie環ということにする. また, この型の行列の成分を複素数に

して得られる 2 $(\uparrow l?\gamma\iota+\uparrow 7\mathrm{t}l+n.l)$ 次元の 2-step nilpotent Lie 環を $\mathfrak{n}(\uparrow l, \cdot n?, l_{\mathrm{t}}\mathbb{C})$

と書き, 複素階段型の Lie環ということにする. これらは, HHeisenberg type

でない Lie環であるが, これらを nilpotent part にもつ BDR.-type $‘ \mathrm{b}_{- 1^{\mathrm{J}c1\mathrm{c}}}^{\backslash }’.\mathrm{e}l$ こつ

いて次の定理を得た.

$\text{要}+\text{分条}\mathrm{t}+\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{e}_{\text{は}k}3.\geq 2S\frac{1\{}{\sqrt{2}}(.k>k(A\cdot, \mathfrak{n}\frac{(\uparrow?1}{\sqrt{2}})’ \text{である}).),$

$g\}$ が非正 (負) の断面曲率をもつ必

Theorem 4.3 $\{S_{k}(A\text{ノ}4,\cdot \mathfrak{n}(\gamma l, ??\iota, l;\mathbb{C})), g\}$ が非正 (負) の断面曲率をもつ必

要十分条件は $k\geq 1(k>- 1)$ である.

$‘ \int.2$ では, BDR-typ $(^{\lrcorner}$ spa,ce の断面曲率を計算する.
\S 3では, $\mathrm{W}()\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}[l\mathrm{V}]$ が証明した次の定理

Theorern 3.1 (Wolter) $\mathfrak{n}_{1}^{\prime 11}$

. を $2\iota+1$ 次元の $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}1$) $\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{g}$ algebra と勺\rightarrow

$\text{る}.\text{のとき}\geq\frac{-_{1}}{\sqrt{2}}k\frac{\{1}{\sqrt{2}})6_{k}\mathfrak{n})\gamma\}\text{である}.’ \mathit{9}$

が非正 (負) の断面曲率をもつ必要十分条件は

を紹介し, この定理が, 定理 3.2の特別な場合であることを注意する. ま

た, 定理 3.2の証明も与える.
\S 4では, Boggino の定理 (即ち, BDR-type space は, 非正 $()$ )断面曲率

をもつ.) の–般化として, 次の定理を与える.

Theorem 4.2 $\mathfrak{n}$ が $|J_{Z}V|\leq|Z||V|$ for all $V\in()$ and $Z\in 3$ を満たす $f_{\mathrm{t}}\grave{\iota}$

らば, $k\geq 1$ に対して, BDR.-type spa,ce $\{_{k}^{\mathrm{t}^{\gamma}},_{-},.(A;\mathfrak{n}), g\}$ は非正 $()\supset$断面曲率を

もつ.

また, $\{S_{k}(\mathit{4}4;\mathfrak{n}(n, t\eta, l,\cdot \mathbb{C})), g\}$ は, 定理 42の仮定を満たす例であること
を指摘しておく.

2 $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}^{-}\mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{k}$-Ricci type spaces

繰り返しになるが, BDR-type space の定義から始める.

Definition2.1. 正定値内積をもつ可解 Lie 環 $\{_{\check{2}^{i}k}(A;\mathfrak{n}), \langle, \rangle\}$ が定める単連

結可解 Lie群 $S_{k}(A4;\mathfrak{n})$ とその上の左不変計量 $g$ の組 $\{S_{k}(A;\mathfrak{n}), g\}$ を Boggill $(-$

Da,lllek-Ricci type space (略して, BDR,-type space) という.

線形写像 $J$ : $\partial’arrow \mathrm{E}nd(\mathfrak{h})$ を

$\langle.J_{Z}l/r_{1}, \iota\nearrow_{2}\rangle=\langle Z, [l/_{1,2}^{r}\mathcal{V}’.]\rangle$ for all $\iota_{/’}^{r_{1}}.,$ $|_{\mathit{2}}’,r.\in \mathrm{t}$) and $Z\in\partial$’
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で定義する. 定義より明らかに, $J_{Z}$ は skew-synnnteric である. また, 線形
写像,Eは 2-step nilpotent Lie 環 $\mathfrak{n}$ を特徴付けている.

Definition 2.2. 正定値内積をもつ 2-step $11\mathrm{i}1_{\mathrm{P}^{()}}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ Lie環が $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{e}}111\supset \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}$ type
であるとは, $J$ が

$J_{Z^{2}}=-|Z|^{2}id$ for all $Z$ in $\partial$

’

を満たすときをいう.

Definition 2.3. $\mathfrak{n}$ が Heisenberg type の Lie環で, $k=1$ の BDR-type $-\mathrm{b}.1$) $\mathrm{a}|\mathrm{C}^{\cdot}\epsilon-\backslash$

$\{_{\llcorner k(}^{\mathrm{t}_{\rangle}^{\urcorner}}A;\mathfrak{n}), g\}$ を $\mathrm{D}\mathrm{a}\iota \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{k}$-Ricci space という.

$\mathfrak{n}$ が Heisenberg type- のときには, 次のような性質がある ‘.

Lenuna 2.4. $|\nearrow,$ $V^{J}\in \mathfrak{d},$ $Z,$ $Z’\in\sim$こ対して, 次が成り立つ.

(i) $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(ad_{V})^{\perp}=J_{3}V$ .

(ii) $|V|=\perp$ ならば, $ad_{V}$ は $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{o}d_{V})^{\perp}$ から 3 $J\backslash$の線形同型写像である.

(iii) $|J_{Z}V|=|V||Z|$ .

(iv) $\langle J_{Z}V, Jz1\nearrow’\rangle=|Z|^{2}\langle V, V’\rangle$ .

(v) $\langle J_{Z}V, .J_{Z^{J}}V\rangle=|V|^{\mathit{2}}\langle Z,. Z^{l}\rangle$ .

(vi) $[\iota\nearrow, Jz\iota\nearrow]=|V|^{2}Z$ .

(vii) $.J_{Z}J_{Z^{;}}+J_{z^{\prime]}z}=-2\langle Z, Z’\rangle$ .

証明は, [CDKR,3-4] を見よ.
.

BDR-type space $\{S_{k}(\mathit{4}4, \mathfrak{n}), g\}$ の Levi-Cevita,接続 $\nabla$ と断面曲率 $h_{\{}’$. は $\prime J$ を
用いて次のように表せる.

Leinma 2.5. (i) $V_{1},$ $V_{2}\in \mathfrak{v}$ . $Z_{1}$ . $Z_{2}\in\partial’\cdot t_{1}.$ . $?_{2}’.\in \mathbb{R}$ に対して, 次が成
り立つ.

$\nabla_{V_{1++1}}z_{1}\Gamma\wedge 4(\iota/’.+\mathit{2}z\mathit{2}+\uparrow_{2}^{\urcorner}\wedge 4)$ $=$ $- \underline{.\frac{1}{)}}.Jz_{1}\mathrm{t}/^{r}.-\frac{- 1}{\cup\rangle}.jZ\mathit{2}.’ \mathit{2}]’,r1-..\frac{\rfloor}{)}k\gamma_{\mathit{2}}.\iota^{r}\text{ノ}/\iota$

$+‘ \frac{1}{2}[\iota/^{r_{1}},1/^{r}.]\mathit{2}-\mathrm{A}\cdot\gamma_{\mathit{2}}-.z_{1}$

$+ \frac{1}{2}k$ $\langle 1_{1}//r, \iota/_{\mathit{2}}^{r}\rangle A+h\cdot\langle z1\cdot, z_{2}.\rangle./\{’$.

65



(ii) 正規直交ベクトル $-\lambda_{1}’=l_{1}^{r},’+Z_{1}+\uparrow.\mathit{4}4$ . $\wedge\lambda^{\nearrow\prime}\mathit{2}=\iota,r_{\mathit{2}}.+Z_{\mathit{2}}$. $(|_{1}’,. \mathrm{t}_{\sim}’.)\in\iota 1$ .
$Z_{1\mathit{1}}$. $Z_{\mathit{2}}\in \mathit{0}$

” $?\cdot\cdot\in \mathbb{R}$ ) で張られる二次元平面 $\pi$ の断面曲率 $h-.\mathrm{x}\cdot(/\tau)$ は, 次で
与えられる.

$\kappa_{k}(\pi)$ $=$ $- \frac{3}{4}|[1^{\prime_{1}}, \mathrm{T}’,.’]2+k7^{\cdot}z‘ \mathit{2}|2-\frac{1}{4/}k2\uparrow\urcorner 2|V_{2}|\mathit{2}-\frac{1}{4/}k,\cdot\underline{)}?\cdot|\underline{)}.|Z_{\underline{\rangle}}\underline{y}$

$+ \frac{1}{4}|Jz_{1}V_{2}|2+\frac{1}{4}|Jz\underline{\cdot)}1\mathrm{I}/’|^{\mathit{2}}’-\langle\prime Jz_{1}\iota_{1}^{r}\text{ノ}\cdot \text{ノ}, \prime Jz\underline{\cdot\rangle}\iota_{/}^{J}’.\rangle 2+.\frac{\rfloor}{2}\{\prime J_{7}\lrcorner\iota.\mathit{2}1\prime \mathrm{r}’.l_{Z_{\underline{\rangle}}}.\mathrm{I}_{1},’.\rangle$

$-k^{\mathit{2}}(. \frac{1}{2}|z_{1}|2|\iota/.|^{2}r+\mathit{2}\frac{1}{2}|z_{\mathit{2}}|.\mathit{2}|\iota_{/’|}\prime 12+\frac{1}{4}|]/^{f}1|^{\mathit{2}}|\iota/^{r}|2^{\cdot}+|\mathit{2}Z_{1}|.2|z_{\mathit{2}}|^{2}$

$- \langle \mathrm{I}_{1}^{\Gamma}/’,1_{\mathit{2}}^{\prime^{r}},.\rangle\langle z_{1}, Z_{\underline{\rangle}}.\rangle-\frac{1}{4}\{V_{1},$
$\ddagger_{\mathit{2}}/^{\prime^{r}}\rangle^{2}.-\langle Z_{1}^{\backslash }\ulcorner, Z_{\underline{\rangle}}.\rangle^{\mathit{2}})$.

$P_{l^{\urcorner}O}of\backslash \cdot$. (i) $X,$ $Y,$ $W\in\{_{\tilde{\triangleleft}\wedge}l.(\wedge\prime 4;\mathfrak{n}), \langle, \rangle\}$ を $\mathrm{B}\mathrm{D}\mathrm{R}- \mathrm{t}.$) $\text{ノ^{}\vee}\mathrm{p}\epsilon$

)
$‘ \mathrm{s}^{1}\mathrm{p}_{c}^{\Gamma}\mathrm{t}.(’ \mathrm{e}\{)-\mathrm{t}’ \mathrm{x}\cdot(-\cdot 1:\mathrm{n})$ . $..c/$ }

の左不変ベクトル場と思うと,

2 $\langle\nabla_{X}Y, W\rangle=\langle[\lrcorner\lambda’, \mathrm{I}’/], \nu V\rangle-\langle[Y, W], arrow \mathrm{x}^{\Gamma}\rangle-\langle[\lrcorner \mathrm{Y}_{7}1/\mathfrak{s}_{/]}^{r}, 1^{-}.\rangle$

が成り立つ. 従って, 簡単な計算により

$\nabla V_{1}+Z_{1}+r_{1}A(|_{\mathit{2}}’,.rZ.\mathit{2}++\uparrow\urcorner A\mathit{2}4)$ $=$ $-. \frac{1}{2}Jz_{1}^{1_{\mathit{2}}-}’\frac{1}{2}.J/.1’\prime Z_{2}’ \mathrm{z}1-.\frac{1}{2}l_{\backslash }:.l..\underline{)}\iota_{1}.\cdot$

$+‘ \frac{1}{2}[V_{1}, \iota_{/}^{r}.\mathit{2}]-k\int\prime_{\mathit{2}}..z_{1}$

$+‘ \frac{1}{2}k$ $\langle 1’/1, V_{2}\rangle-4+k\langle Z_{12}Z_{\mathit{2}}.. \rangle$ -4

が成り立つことがわかる.

(ii) R. を BDR-type space $\{S_{k}(A;\mathfrak{n}), g\}$ の Rielllanlliall 曲率テンソルと
する.

$\kappa_{k}(\pi)$ $=$ $\langle B.(\wedge\lambda_{1}^{f}, arrow \mathrm{x}_{2}^{7}.)(\lrcorner \mathrm{Y}2), x_{1}\rangle$

$=$ $\langle\nabla x_{1}\nabla x\underline{\cdot\rangle}X.\mathit{2}-\nabla x_{2}\nabla x_{\iota}\lrcorner\lambda_{\mathit{2}^{-}}\nearrow\nabla[X1\cdot x\underline{\cdot)}]\mathrm{r}\mathrm{Y},\mathit{2}, arrow\backslash 7[ \rangle$

$=$ $|\nabla_{X_{1}arrow\lambda|-}\prime \mathit{2}\mathit{2}\langle\nabla x_{1}x1,$
$\nabla_{X\underline{9}^{arrow}}\mathrm{x}\nearrow.\mathit{2}$ } $-\langle[arrow\iota_{\mathit{2}}’, [X\iota, -’\backslash ’\underline{\cdot)}]],$ $\wedge\nwarrow^{I}\mathrm{J}\}-|[-\lambda_{1\cdot\cdot \mathit{2}}’\iota’]$ I

66



が成り立つ. よって, $\mathrm{L}\mathrm{e}1\iota 1111’C\mathfrak{i}$ . $\mathit{2}.5(\mathrm{i})$ より,

$h.\prime k(_{\mathit{1}}\uparrow)$ $=$ $|-‘ \frac{1}{\mathit{2}}tJ_{Z_{1}}\iota^{r}/_{\mathit{2}}$. $-‘ \frac{1}{\mathit{2}}\prime J_{Z}1/_{1}^{r}+\frac{1}{2}\underline{\circ}[|/r/1, \iota/_{\mathit{2}}^{r}]+(.\frac{\rfloor}{2}k\{\mathrm{I}’/’1,$ $|_{2}’./.\rangle+k\cdot\langle Z_{1}, Z_{\underline{)}}^{\ulcorner}.\rangle)A|\mathit{2}$

$- \langle-JZ_{1}\iota/1^{-}‘\frac{1}{\mathit{2}}$

,
$k\uparrow 1_{1}/^{\prime^{r}}?-.J_{Z_{2}}\mathrm{I}/r_{2}.\rangle$

$- \langle(‘\frac{1}{2}k|1_{1}’/|^{\mathit{2}}.+k|Z_{1}|^{2})A4,$ $(. \frac{1}{2}k|V_{\mathit{2}}’|.\mathit{2}+k|z_{2}|\mathit{2})\Delta 4\rangle$

$-|. \frac{1}{2}k?\cdot\cdot 1/^{r}$.$+[\mathit{2}V1, \mathrm{T}_{\mathit{2}}/’\cdot]Y|+k\uparrow^{-}\cdot Z_{\mathit{2}}\mathit{2}$

$=$ $\frac{1}{4}|.Jz_{1}V2|^{\mathit{2}}+\frac{1}{4}|.J_{Z}2\iota/|r_{1}\underline{.,}-\langle.\int Z_{1}\mathrm{I}/_{1}r,$ $.J_{Z_{\underline{\rangle}}}.1/_{\mathit{2}}’.\}+\underline{.\frac{\rfloor}{)}}\langle jZ_{1}1,/.\mathit{2},$
$.Jz_{\underline{\mathrm{o}}1}\iota^{r}r,’\}$

$-k^{\mathit{2}}(. \frac{1}{2}|z1|2|1/_{\mathit{2}}^{\gamma}.|\mathit{2}+.\frac{1}{2}|z\mathit{2}|^{2}|V_{1}|2+\frac{1}{4}|\iota/’|1|\mathit{2}|_{\underline{)}},\mathit{1}.|’\underline{.\rangle}|+z_{1}|\underline{.y}|z_{\mathit{2}}\ulcorner|\underline{.)}$

$-\langle\iota_{l}^{r_{1}},1_{\mathit{2}}^{\prime^{r}},\rangle\langle z_{1},$ $Z_{2}\}$

.

$- \frac{1}{4}$ $\langle 1/_{1}r, V_{2}\rangle^{\mathit{2}}-\langle z_{1}, Z_{\underline{\rangle}}.\rangle^{\mathit{2}})$

$- \cdot.\frac{3}{4}|[V_{1}, V.\mathit{2}]+k7-\cdot Z2|^{2}-\frac{1}{\sim 4}k2.\mathit{2}|\mathcal{T}V_{\mathit{2}}.|^{\mathit{2}}-\frac{1}{4}k^{\mathit{2}}.?.2|z_{\mathit{2}}|2$

が成り立つ.
口

3 Wolterの定理とその–般化
実階段型の Lie 環 $\mathfrak{n}(??_{\text{ノ}}, 7\gamma, \mathit{1};\mathbb{R})$ を考える.

$l_{-):=}i’$ $\{$ $(.\dot{\iota}_{J},\cdot)\in \mathbb{N}\cross \mathbb{N}$ $|$ $1^{-}\leq t\leq t7\cdot+?\gamma\iota,$ $7?+|\leq_{\dot{J}}\leq\uparrow?+\uparrow rl+\mathit{1}.$ ,

$1\leq i\leq n\Rightarrow\uparrow\gamma+-\iota\leq_{J}$

.
$\leq\uparrow\iota+m+/.$ ,

$n+1\leq i\leq n+\uparrow\gamma\iota\Rightarrow r¿+?7\iota+1\leq j\leq?\iota+m+l$ $\}$

とし, $E_{i_{:./}}.\cdot$ を行列単位とする. このとき $1\leq.i\leq 7l,$ $?\overline{l}+1\leq J\leq?l+\gamma^{-};?$ :

$??+\gamma\eta+1\leq k\leq?l+???$. $+\mathit{1}$ に対して,

$[E_{i},.E.\cdot,.]/\cdot,/^{k}=-[E_{/}.\cdot.\mathrm{x}.., Ej:./\cdot]=E_{j.\mathrm{A}}$.

が成り立つ. $\mathfrak{n}(??\cdot., 7\gamma l, \mathit{1};\mathbb{R})$ 上に $\{E_{i_{:}}.’\cdot\}_{(}\dot{\iota},./\cdot)\in\backslash -$
, が正規直交基底となるように正定

値内積を入れる.
Wolter [W] は次の定理を証明した.

Theorein 3.1 (Wolter). 曜を $2m+1$ 次元の Heiscnberg ($-l[.\gamma J\epsilon bl.(l$ とする. ニ

のとき $\{S_{k}(A4;\mathfrak{n}_{1})77\iota, g\}$ が非正 (負) の断面曲率をもつ必要十分条件はん $\geq 1/\sqrt{)}$.
( $\mathrm{A}:>1/\mathrm{t}_{\mathrm{y}}\Gamma_{2)}$ である.
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$\mathit{2}n1+1$ 次元の Heisenberg algebra は, Lie 環 $\mathfrak{n}(\uparrow?, \uparrow\uparrow\overline{\iota}, \mathit{1};\mathbb{R})$ のクラスに含ま
れていることを注意しておく. 実際, $\mathfrak{n}(1, \uparrow n, 1;\mathbb{R})$ は $\mathit{2}?7\iota+$」次元の Heisenberg
algebra. である.

Theorein 3.2. $\{S_{k}(A_{\mathrm{i}}\mathfrak{n}(\uparrow?., t\gamma l, l,\cdot \mathbb{R})), g\}$ が非正 (負) の断面曲率をもつ必要
十分条件は $k\geq- 1/\sqrt{2}(k>1/\sqrt{2})$ である.

$P\uparrow-.Oo\mathit{1}\cdot 1\leq’ l\leq??,,$ $n+1\leq i\leq?l+?7\mathrm{t},$ $n+\uparrow 7l+1\leq k\leq tl+’|7?+/$, に対して,

$J_{E_{\mathrm{i},k}}.E_{i},./\cdot=E,\cdot.k$ $\prime J_{E},.\cdot E_{i}\mathrm{A}\cdot.\mathrm{A}\cdot=-E_{lj:}.$ .

が成り立つ.
Lelllllla, $\underline{)}_{15(\mathrm{i}\mathrm{i})}$. より, 正規直交ベクト \nearrow レ $[’+-\lambda^{r}+?\cdot A.,$ $l^{r},/+1^{r}’(l_{-}^{\mathrm{r}}’, \ddagger’\in()$ .

$X,$ $]’/\in\partial"\uparrow\tau\in \mathbb{R})$ で張られる二次元平面 $\pi$ の断面曲率 $\kappa_{\mathrm{A}},(\pi)$ は, 次で与えら
れる.

$h_{\mathrm{A}:}(\pi)$ $=$ $- \cdot\frac{3}{4}|[[T, \iota\nearrow]+k\gamma’ Y|2-\frac{1}{4}k2.\cdot|?^{\mathit{2}}1^{r},’|2-\frac{\rfloor}{4}k.\mathit{2}\underline{.\rangle}|\gamma\cdot]’\text{ノ}.|^{2}$

$+ \frac{1}{4}|J\}’\prime U|^{\mathit{2}}.-\frac{1}{4}|[T|^{2}|Y|^{\mathit{2}}+\frac{1}{4}|\ell Jx^{V}|^{\mathit{2}}-\frac{1}{4/}|arrow \mathrm{f}|^{\mathit{2}}.|1^{r},|\underline{\rangle}$ (1)

$- \frac{1}{2}\langle JxU, J_{Y}V\rangle+\frac{1}{2}\langle U_{\mathrm{t}}V\rangle\langle X, 1^{I}’\rangle$ (2)

$+ \frac{1}{2}(\langle]_{X}V, .J_{Y}U\rangle-\langle_{\subset}]_{X}l_{-}r, .J_{Y}V\rangle)$ (.$\cdot$3)

$-‘. \frac{1}{2}(\frac{1}{4}|\mathfrak{c}I|^{2}|V|.2-\frac{1}{4}\langle[I, V\rangle^{\mathit{2}}+|X|\mathit{2}|Y|\mathit{2}-(arrow \mathrm{k}^{\gamma}, 1^{r}.\rangle^{2}.)$ (4)

$-(k^{\mathit{2}}- \frac{1}{i\mathit{2}})(.\frac{1}{2}|\iota’|^{2}|Y|2+‘\frac{1}{2}|V|^{2}|X|\mathit{2}-\{l_{-}^{T}, 1^{\mathit{1}’},r\rangle\langle\wedge\lambda’, Y\}$

$+ \frac{1}{4}|[;|2|]_{/’}r|\mathit{2}+|X|2|Y|\mathit{2}-\frac{1}{4}\langle\iota/r, \dagger^{r}.\rangle^{2}-\langle X, \iota^{r}.\rangle^{\mathit{2}}.)$ .

$-\lambda’,$ $Y,$ $U,$ $\mathrm{t}\nearrow$ を正規直交基底 $\{E_{i_{J}},\cdot\}_{(i_{J})\in},\cdot s$ に関する–次結合で表示して, 計
算することにより, (1) $+(‘ 2)\leq 0$ が成り立つことがわかる. また,

$\langle J_{\lambda’}1/’, J_{Y}U\rangle-\langle.\int xU, .J_{Y}\mathrm{t}/\rangle r$ $\leq$ $|X||Y||r-I||1/|$
’

も示せる. $V=\alpha C;+W,$ $Y=\beta X+Z$ ( $\mathit{0}’,$
$\beta\in \mathbb{R},$ $W\in()$ with $\langle r_{-}\prime’-,$ $\mathrm{T}/\mathrm{T}^{\tau},\}=0$ .

$Z\in 3$ with $\langle$ X, $Z\rangle$ $=0)$ と表されているとする. このとき,

(3) $+(4)$ $=$ $‘ \frac{1}{\mathit{2}}(\langle\prime J_{X}W, J_{Z}l^{f}-\rangle-\langle]x[T, J_{Z}\nu\nu^{\mathit{7}}\rangle)-\frac{1}{2}(\frac{1}{4}|[_{-}I|^{\mathit{2}}.|\nu\nu^{\gamma}|2+|\wedge \mathrm{k}\gamma|.\mathit{2}|Z|^{2})$

$\leq$ $‘ \frac{1}{\mathit{2}}|X||z||L’||W|-\frac{1}{8}|U|2|W|^{\mathit{2}}.-.\frac{1}{2}|A\mathrm{x}^{7}|.\mathit{2}|Z|^{\mathit{2}}$

.

$=$ $- \frac{1}{2}(.\frac{1}{\mathit{2}}|\mathfrak{c}\Gamma||W|-|A\mathrm{x}\nearrow||z|)^{\mathit{2}}$

$\leq$ $0$
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が成り立つ.
以上より, $k\geq 1/\sqrt{2}$ に対して, $\kappa_{k}(\pi)\leq 0$ が成り立つことがわかる.
次に, $k>1/\sqrt{2}$に対して, $\kappa_{k}(/\tau)<0$ を示したい.

$0$ $=$ $\frac{1}{2}|\mathfrak{c}’|^{2}|1^{\nearrow}.|\mathit{2}+‘\frac{1}{\mathit{2}}|\iota^{r},|^{2}|arrow \mathrm{x}’|2-\langle\int_{-}\oint, \iota\nearrow\rangle\langle\wedge\iota’, 1^{\prime’}.\rangle$

$+ \frac{1}{4}|\mathrm{L}^{T}|^{\mathit{2}}|V|\mathit{2}+|X|^{\mathit{2}}.|1\prime\prime|^{\mathit{2}}-\frac{1}{4}\langle \mathfrak{c}’, V\rangle^{\mathit{2}}.-\langlearrow\prime 1^{\gamma}, Y\rangle^{2}$

となるのは, $U+X+\uparrow-44$ と $V+Y$ が正規直交ベクトルであることより, $L^{f}=0.$
,

$\lrcorner\lambda’=0,$ $\uparrow-=1$ のときである. このとき, $r^{\mathit{2}}|Y|^{\mathit{2}}\neq 0$ 又は $\gamma^{2}|_{\backslash }\mathit{2}l^{f}|\underline{)}\neq 0$ なので,
$k>1/\sqrt{\mathit{2}}$‘ に対して, $\kappa_{k},(\pi)<0$ が成り立つ.
正規直交ベクトル $E_{1,n+}1,$ $E_{1,n+\cdot,\}1}.+1$ で張られる二次元平面 $\sigma$ を考える. こ

の平面の断面曲率は

$\kappa_{k}(\sigma)=\frac{1}{4}-‘\frac{1}{2}k^{\mathit{2}}=‘\frac{1}{2}(‘\frac{1}{\mathit{2}}-k^{\mathit{2}}.)$

で与えられる.
以上より定理 32は証明できた. 口

4 Bogginoの定理とその–般化

Theorem 4.1 (Boggino). $Da\mathit{7}7\iota ek-RicC- i$ spacc は非正の断面曲率をもつ.

この定理は, 次の定理の特別な場合として得られる.

Theorein 4.2. $\mathfrak{n}$ が $|J_{Z}V|\leq|Z||V|.for-$. all, $V\in \mathfrak{d}a\uparrow?dZ\in\delta$ を満たすなら
ば, $k\geq 1$ に対して, spaces of $BDR-typ\epsilon’\{S_{k}(A;\mathfrak{n}), \mathit{9}\}$ は準正の断面曲率を
$\text{も}$ つ.

$P_{l^{\mathrm{B}}OO}.f\cdot$. $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{u}\iota|\mathrm{l}\mathrm{d}$. $2.5(\mathrm{i}\mathrm{i})$ より正規直交ベクトル $U+X+?_{A}\cdot 4,$ $l^{-},’+Y$ $(l_{-}^{7},/..\iota"/r\in$

$\mathfrak{d},$ $\wedge\iota^{\nearrow,Y}\in\partial$” $\Gamma\in \mathbb{R}$ ) で張られる二次元平面 $\pi$ の断面曲率 $r_{\dot{\vee}k}(\pi)$ は, 次で与え
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られる.

$\kappa_{k}.(\pi)$ $=$ $- \cdot\frac{3}{4}|[C^{\gamma}, V]+k\uparrow-\cdot Y|\mathit{2}-\frac{1}{4}k^{\mathit{2}2}?-\cdot.|\iota\nearrow|^{\mathit{2}}-\frac{1}{4}hi.\gamma\cdot|\underline{\rangle}.21’.\ulcorner|^{\mathit{2}}$

.

$- \frac{1}{4}(|\lceil_{-}’|\mathit{2}|Y|^{\mathit{2}}-|J\mathrm{J}\prime l-T|^{\mathit{2}})-\frac{1}{4}(|\iota\nearrow|.\underline{)}|arrow\iota’|^{\mathit{2}}.-|.J_{X}\mathrm{t},\cdot|\underline{.\rangle})$ $(^{\overline{\mathrm{t}}}\prime \mathrm{J})$

$- \frac{1}{4}|[/r|^{\mathit{2}}.|Y|\mathit{2}-\frac{1}{4}|\iota/|^{\mathit{2}}/r.|X|2-.\frac{1}{2}\langle.Jx[-\cdot/^{7}, ]Y\iota.\cdot’\}r$ (6)

$- \frac{1}{4}|[T|\mathit{2}|\iota\nearrow|^{2}+\frac{1}{4}\langle \mathfrak{c}l, V\rangle^{\mathit{2}}.-|_{arrow \mathrm{x}}r|^{\mathit{2}}.|^{]\cdot|^{\mathit{2}}+\langle\rangle}.r.-\iota^{\Gamma},$
$1’\underline{)}$

$(\overline{(})$

$-‘ \frac{1}{\mathit{2}}\langle J_{\lambda}\prime U, ]_{Y}V\rangle+\frac{1}{2}\langle]_{\lambda}\prime V,$ $\prime J_{1’}\vee\iota’$ } (8)

$+\langle U, V\rangle\langle X, Y\rangle$ $(^{(}.\mathrm{J})$

$-(k^{2}-^{\iota}-)( \frac{1}{2}|U|^{2}|Y|^{\mathit{2}}+\frac{1}{2}|V|^{\mathit{2}}|X|^{2}-\langle[T, \mathrm{t}^{\gamma},\rangle\langle X, )$,”}

$+ \frac{1}{4/}|[r_{1|V}2|\mathit{2}-\frac{1}{4}\langle[^{\gamma_{?}}1^{\nearrow}\rangle^{\mathit{2}}.+|x|^{\mathit{2}}|1’.|.\mathit{2}-\langle X, 1^{r}/\rangle^{\mathit{2}}.)$.

$|J_{Z}V|\leq|Z||\iota\nearrow|$ for $V\in \mathfrak{d},$ $Z\in\partial$’という仮定より,

(5) $\leq 0$ ,

(6) $\leq$ $- \frac{1}{4}|\zeta_{-}I|^{\mathit{2}}‘|Y|.\mathit{2}-\frac{1}{4}|\iota/|^{\mathit{2}}r|X|.\mathit{2}+\frac{1}{2}|x||U||Y|\text{沖}$

$=$ $- \frac{1}{4}(|[I||Y|-|V||x|)^{\mathit{2}}$

$\leq$ $0$

が成り立つ. $V=c\iota-.\mathfrak{c}’+W,$ $1^{\nearrow}=\beta x+z(c)’.,$ $\beta\in \mathbb{R},$ $\nu\iota,\prime r\in()$ witlt $\langle l\ell^{-}, W\rangle=0$ ,
$Z\in 3$ with $\langle$ X, $Z\rangle$ $=0)$ と表されているとする. このとき,

$(\overline{(})+(8)$ $=$ $- \frac{1}{4}|\lceil_{-|}f.\mathit{2}|W|\mathit{2}-|X|^{\mathit{2}}|Z|2-\underline{.\frac{1}{)}}\langle.\int x^{l}-’,$ $.J_{Z}W$ ) $+. \frac{1}{2}\langle$ $\prime \mathit{1}_{X}$ It’, $Jz^{l_{-}^{r}}.\rangle$

$\leq$ $- \frac{1}{4}|[’|^{\mathit{2}}|w|^{2}-|X|^{\mathit{2}}|z_{1^{2}}+|X||z_{1}|l/’||W|$

$=$ $-(. \frac{1}{\mathit{2}}|\zeta T|-|w|-|X||z|)^{\mathit{2}}$

$\leq$ $0$

が成り立つ. [[ $+X+r_{4}4,$ $V+Y$ は正規直交ベク $| \backslash \int\mathrm{s}$より,

(9) $=-\langle X, Y\rangle^{2}\leq 0$

が成り立つ.
以上より, $k\geq 1$ に対して, $\kappa_{k}(\pi)\leq 0$ が成り立つ. $\square$
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複素階段型の Lie 環 $\mathfrak{n}(n, m, l;\mathbb{C})$ を考える. $E_{i}.../$ を行列単位とし, $F_{i_{:./}}\cdot$ $:=$

$\sqrt{-1}E_{i_{/}}..\cdot$ とする. このとき $1\leq l\leq \mathcal{T}?.,$ $??+1\leq j\leq-ll+\uparrow 7\iota$ . $?l+\prime 7?+1\leq$

.
$h\cdot\leq$

$\uparrow?+\uparrow\gamma\iota+l$ に対して,

$[E_{i_{:./}}.\cdot, E_{/^{k}}.\cdot.]$ $=$ $-[E_{/^{\mathrm{A}}}.\cdot.\cdot., E_{j_{:}}.\cdot]/=E_{i_{:}\mathrm{A}}.$,
$[E_{i_{:/}}\cdot, F_{k}\dot,\cdot,]$ $=$ $-[F_{j.k}, E_{i_{:./}}\cdot]=F_{i_{\mathit{1}}k}..$ ,
$[F_{i_{J},k}..\cdot E,\cdot.]$ $=$ $-[E_{/}.\cdot k, Fi_{:}./\cdot]=F_{i.\mathrm{A}:_{\text{ノ}}}.\cdot$

$[F_{i}.,.F\cdot,]/\cdot,./^{k}$ $=$ $-[F_{/^{k}}.\cdot., F_{i},.]/\cdot=-Ei..\mathrm{A}$ .

が成り立つ. $\mathfrak{n}(n, m., \mathit{1};\mathbb{C})$ 上に $\{E_{i,j}, F_{i_{/}}...\cdot\}(i_{J},\cdot)\in S$ が, 正規直交基底となるよう
に正定値内積を入れる.

Theorem 4.3. $\{\mathrm{b}_{\mathrm{A}}^{\gamma},(.,4;\mathfrak{n}(\gamma\iota, m, l,\cdot \mathbb{C})), g\}$ が非正 (負) の断面曲率をもつ必要
十分条件は, $k\geq 1(k>1)$ である.

$P,’.Oo\mathit{1}’\cdot 1\leq i\leq r\iota,$ $7\iota+1\leq_{\dot{J}}\leq n+m,$ $?l+m$. $+1\leq k\leq n$
.

$+-’\uparrow t+$ [ に対して,

$.J_{E_{1.k}}Ei_{:}j$ $=$ $E_{k},\cdot.,$ $.J_{E_{k}},.E,\cdot \text{ノ}.\mathrm{A}..=-E_{l./}..$ ,
$J_{E_{\gamma \mathrm{A}}},\cdot Fi_{:}j$ $=$ $F_{j.k},$ $,J_{E_{l.k}}F./\cdot:^{k}=-F_{i_{:}j}$ ,

$]_{F_{\dot{\iota}.\prime;}}.E_{i,j}$. $=$ $F_{/^{k}}.\cdot,,$ $J_{F,,k./^{k}}.,F\cdot:=-E_{l\cdot./_{J}:}..$.
$J_{F_{t.\mathrm{A}}.i_{\dot{7}}}.F,$. $=$ $E_{\dot{j}}.k\prime J_{F_{\mathrm{A}}},\cdot.\cdot E_{/^{\mathrm{A}}}.\cdot.\cdot=-F_{j_{:./}}$ .

が成り立つ. $X,$ $l^{\nearrow}’,$ $L^{f},$ $\iota\nearrow$ を正規直交基底 $\{E_{i.j},’ F_{i:./}\cdot\}(i_{:./}.\cdot)\in s$ に関する –次結合で
表示して, 計算することにより,

$|\prime J_{Z}l\gamma|\leq|Z||V|$ $\mathrm{f}_{()\mathrm{r}}.\mathrm{T}^{r},\text{ノ}\in()$ a,nnl $Z\inarrow()$ $([())$

が成り立つことがわかる. よって, (10) と定理 4.2より, $k\cdot\leq 1$ に対して,
BDR-type $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}|\mathrm{c}\mathrm{e}\{\lambda_{-}\dot{\mathrm{b}}_{\mathrm{A}}’.(\wedge\cdot 4;\mathfrak{n}(\uparrow 7\cdot, m, l;\mathbb{C})), g\}$は, 非正の断面曲率をもつことがわ
かる.
また, 定理 3.2の場合と同様にして, $h>1^{-}$ に対して, BDR-type space

$\{S_{\mathrm{A}},(\lrcorner 4;\mathfrak{n}(n, m, \mathit{1};\mathbb{C})), g\}$ は, 負の断面曲率をもつことも示せる.
正規直交ベクトル $\sqrt{2}/\sqrt{3}E_{1.n+1}+1/\sqrt{=3}E_{1,\mathcal{T}1.++1}\Gamma’\iota’\sqrt{2}/\sqrt{3}F_{1.,\iota+}1+1/\sqrt{3}F^{\urcorner}1.r|.+\tau$

} $?.+1$

で張られる二次元平面 $\sigma$ を考える. この平面の断面曲率は

$\kappa_{k}(\sigma)=.\frac{4}{9}(1-k^{2})$ .

で与えられる.
以上より定理 43は証明できた.

口
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