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1. はじめに

大気や海洋の大規模な運動は地球の自転効果と重力による密度成層効果をうけて準水平
2次元的である. 地球惑星流体力学においては, 2次元の流体という枠組みはそれなりに具

体性のあるものである. 3次元乱流とは対照的に, エネルギーとエンストロフィーの保存則

に基づく 2次元乱流の統計理論はエンストロフィーカスケード領域では $k^{-3}$ , エネルギー逆

カスケード領域では $k^{-5/3}$というエネルギ $-$スペクトルの巾則を予言した (Kraichnan, 1967;
Leith, 1968; Batchelor, 1969). それ以来, 数値実験による検証が行われてきたが, 高分解能
の数値モデルを用いて直接的な比較が行なえるようになったのは, コンピュータが高速・大
容量化したここ 10年ほどのことである (例えば, Brachet et a1.,1988; Borue, 1993など). 減

衰性乱流の時間発展では, 秩序渦が形成されて–様性の仮定が崩れることが明らかとなった
$(\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{S}, 1984)$ .

また, 無限平面領域のみならず惑星の自転の緯度依存性を考慮した (
$‘\beta$ 平面” 領域や回転球

面領域においても 2次元乱流の性質が調べられてきた. 1970年代後半になると, そのような

乱流計算の結果として, 東西にのびた帯状縞構造が出現することが認識され (Rhines, 1975),

木星型惑星のもつ帯状縞構造を説明しうる学説のひとつとなった (Williams, 1978). しかし,

当時の計算機資源は限られたものであり, 球面全域を覆う高分解能の数値計算は近年になっ
てようやく可能になった (Yoden and Yamada, 1993; Cho and Polvani, 1996など).

このような研究の流れのなかで Yoden and Yamada(1993) は, 減衰性乱流で惑星自転が十

分大きな場合には西向きの周極渦が形成されることを見出した. 周極渦の形成は強制乱流の

数値実験 (Nozawa and Yoden, $1997\mathrm{a}$ ) や回転水槽実験 (Rhines, 1998) においても確認されて
いる. しかし, 減衰性乱流実験での初期値の与え方には問題点が残り, 帯状縞構造の形成には
あまり注意が払われていなかった. そもそも, どうして周極渦が形成されるのかという力学

的説明は与えられていない. 本研究では, さらに高分解能のモデルを用いて, 回転球面上の減

衰性 2次元乱流の数値実験を行なう. 初期エネルギーを十分に高波数領域で与えて, 真にエ
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ネルギー逆カスケードの結果としてのパターン形成を観察する. また, 1次元および 2次元エ

ネルギースペクトルの時間発展の初期値・自転角速度依存性をみる.

2. モデルと数値計算法

回転球面上の 2次元非圧縮流れは次の渦度方程式 (鉛直成分) に支配される.

$\frac{\partial\omega}{\partial t}+\frac{1}{a^{2}}J(\psi, \omega)+\frac{2\Omega\partial\psi}{a^{2}\partial\lambda}=(-1)p+1\mathcal{U}_{2p}(\triangle+\frac{2}{a^{2}})^{p}\omega$ . (1)

ここで, $\psi(\lambda, \mu, t)$ : 流れ関数, $\omega(\lambda, \mu, t)$ : 渦度の鉛直成分 $(\equiv\triangle\psi),$ $\lambda$ : 経度, $\mu$ : サイン緯度, $t$ :
時刻, $J(A, B)$ : 水平ヤコビアン, $\triangle$ : 水平ラプラシアン, $a$ : 惑星半径, $\Omega$ : 惑星自転角速度, $\nu_{2p}$ :
超粘性係数, $p$ : 超粘性の次数, である. 非粘性の場合には, ポテンシャル渦度 $q\equiv\omega+2\Omega\mu$ の

ラグランジュ的保存を表わすことになる.

従属変数を球面調和関数で展開 $( \psi(\lambda, \mu, t)=\sum_{n=2}^{N}\sum_{m=}^{n}-n\psi nm(t)P^{m}(n\mu)e^{i\lambda}m)$ して, 展開係
数 $\psi_{n}^{m}(t)$ に対する連立常微分方程式系からなるスペクトルモデルを構築する (余田・他, 1990).
非線型項は実空間で計算し, フーリエールジャンドル変換で波数空間に戻す変換法を用いる.
全球面域を $1024\cross 512$ の格子点で覆い, 全波数 $N=341$ で切断する.

減衰性乱流の実験では, ある初期乱流場を与えて時間発展をみることになる. エネルギー
密度を $E(n, t)= \frac{1}{2}n(n+1)\Sigma_{m=-}^{n}n|\psi_{n}^{m}(t)|^{2}$ として, 初期のエネルギースペクトルが

$E(n, t=0)= \frac{An^{5}}{e^{-n/2}}$ , または
’

$E(n, t=0)= \frac{An^{\gamma/2}}{(n+n_{0})\gamma}$ , (2)

となるような条件のもとで, 各帯状波数 $m$ 成分の振幅と位相は乱数で与える. 前者は Yoden
and Yamada(1993) で与えたもの (略称: $\mathrm{y}\mathrm{y}\mathrm{l}993$ ) であり, 後者は Cho and Polvani(1996) によ
るスペクトル表式である. 係数 $A$ は無次元化した全運動エネルギー $\mathcal{E}(t=0)=\Sigma_{n2}^{341}=E(n,$ $t=$

$0)$ が 1となるように定める. $a=1$ とし, 自転角速度 $\Omega$ を実験パラメータとして, $0,25,50$ ,
100, 200, 400の 6つの値で与える. 惑星は単位時間あたり $\Omega/(2\pi)$ 回転することになる.

本研究で用いるパラメータ値を表 1に, 初期エネルギースペクトルを図 1に示す. 図 1中

の 5本の縦線は, 遊撃方程式 (1) の非線型ヤコビァン項が線型の自転効果項と同程度の大き

表 1 初期エネルギースペクトルのパラメータ値.
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図 1 初期エネルギースペクトル. 凡例は実験セットの略称 (表 1) で表示. 図中の 5

本の縦線は $\Omega$を 25から 400まで変えたときの $n_{\beta}=\sqrt{\pi\Omega/(4\sqrt{2})}$の値.

さとなる波数 $n_{\beta}\equiv\sqrt{\pi\Omega/(4U)}=\sqrt{\pi\Omega/(4\sqrt{2\mathcal{E}})}$を各 $\Omega$ について示す. これより低波数域で

は線型項が卓越することになる. yy1993で用いた初期値では, 惑星自転角速度が大きい場合

に初期エネルギーピークの波数域で線型項が非線型項より卓越し, 必ずしも乱流によるエネ
ルギー逆カスケードとならない. -方, Cho and Polvani(1996) の表式では, 中心波数 $n_{0}$ の付

近に限って初期エネルギーを与えることができる. $\gamma$ はスペクトル幅をきめるパラメータで,

大きい値ほど初期エネルギーを狭い波数帯に限ることになる. ここでは yy1993の追試も含

めて 5通りの与え方をし, (no, $\gamma$ ) $=(50,1000)$ を標準実験 (cpn050) とする. cpn050, cpn100
および cpglOO の実験セットでは, $\Omega=400$ でも初期エネルギーピークの波数域で非線型項

が卓越している.

数値粘性は, $p=8,$ $l\ovalbox{\tt\small REJECT} 2p=1\mathrm{X}10^{-38}$ で与える. 異なる乱数列を用いた 10個の初期値をそれ

ぞれの実験セット毎に用意し, 時間発展を $t=5$ まで計算する. エネルギースペクトルなど

は各 10個のアンサンブル平均で表示する. 時間積分には 4次精度のルンゲークッタ法を用い,

時間刻みは $\triangle t=1\cross 10^{-3}$ とする.

地球大気を念頭に置いて特徴的な長さスケールを $L\sim a\sim 6\cross 10^{6}\mathrm{m}$ , 速度スケールを
$U\sim\sqrt{2\mathcal{E}}\sim 10\mathrm{m}\mathrm{s}^{-}1$ , 時間スケールを $T\sim L/U\sim 7\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{s}$ とすると, $\Omega=50$ がほぼ地球の自

転に相当する.
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図 2 全運動エネルギー E(t)(左), 製エンストロフィー Q(t)(中), および, エンストロ
フィー散逸率 dQ/dt(右) の時間変化 (標準実験の場合). 自転角速度 $\Omega$ を 6つの値で与
え, それぞれに 10個の初期値から時間発展を行なってアンサンブル平均をとったもの.

3. 結果

3.1 エ $\grave{7}\backslash$ルギースペクトル

図 2は全運動エネルギー $\mathcal{E}(t)$ , 心エンストロフィ $-$ $Q(t) \equiv\frac{1}{2}\Sigma_{n=}^{341}2n^{2}(n+1)2_{\sum_{m-n}^{n}=}|\psi_{n}^{m}(t)|^{2}$ ,

およびエンストロフィ $-$散逸率 $dQ/dt$ の時間変化を標準実験の場合について示したものであ

る. これらの時間発展は惑星自転角速度にあまり依存していない. 全運動エネルギーは $t=1$

までに 2%程度散逸するだけで, それ以降はほぼ保存的である. -方, 全エンストロフィーは,

$t=0.2$ 頃に散逸率が最大となり, それ以降は $Q$ が $t^{-1}$ に比例して減少する.

各実験セットの時間発展で得られた全運動エネルギーおよび全エンストロフィーの変化を

表 2に示す. すべて $\mathcal{E}(t=0)=1$ であるが, $Q(t=0)$ は $n_{0}$ が大きいほど大きな値を示す (第

2行目). 第 4行目以下は $t=5$ まで時間積分したときの $\mathcal{E}$ および $Q$ の初期値に対する比で,

低波数に初期エネルギーのピークがある場合 (yy1993, cpnO10) には, エネルギーがほとんど

保存される. $n_{0}=100$ にしても (cpn100), 約 1割のエネルギーが散逸するだけである. -方,

エンストロフィーの散逸は各実験セットによって大きく異なる. 初期エネルギーのピークが

低波数にあるほど, エンストロフィー散逸が起りにくく, とくに大きな自転角速度の場合は

そうである. $\mathrm{y}\mathrm{y}\mathrm{l}993$ や $\mathrm{c}\mathrm{p}\mathrm{n}010$ の場合, dQ/読の極大は $t=1$ 以降に現れる. これに対して

$n_{0}=50$ や 100の場合にはすみやかにエンストロフィー散逸が起り, $t=5$ で 1\sim 2桁小さな

値に減少する.

全波数 $n$ に対する 1次元エネルギースペクトル $E(n, t)$ の時間発展は, 初期エネルギース

ペクトルの与え方と自転角速度に依存している (図 3). 非回転 $(\Omega=0)$ の場合, 初期エネル

ギーピークの波数が低波数で与えられる (cpnO10, yy1993) ならばおよそ $n^{-3}$の巾則が得られ

るが, それが十分高波数で与えられる (CPn050, cpnlOO,cpglOO) と, 両側に十分なカスケード
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表 2 全運動エネルギーおよび全エンストロフィ一の変化: $\mathcal{E}(t=5)/\mathcal{E}(t=0)$ および

$Q(t=5)/Q(t=0)$ を%で表示. それぞれ 10個の時間積分結果のアンサンブル平均.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{Q(0}4\mathrm{o}\mathrm{o}9996531000877]\Omega \mathcal{E}[\%]Q[\%]\mathcal{E}[\%]Q[\%\mathcal{E}[\%]Q201\mathrm{o}\mathrm{o}t=2595090909995)180011172590710262129920_{65}99949899824882529999033981\mathrm{o}\mathrm{o}067991999406999000784995354139975979777474768931333103897[\% 428576895581]\mathcal{E}8[\%]Q[995319643351491\%]39389\mathcal{E}[99996947110_{0}667076\%]Q99569[\%]4658$

領域があるにもかかわらず強制乱流 (Nozawa and Yoden, $1997\mathrm{b}$ ) のような明瞭な巾則が得ら

れない. 中心波数 $n_{0}$ より高波数のエンストロフィ $-$ カスケード領域では $n^{-5}$ 程度, 低波数

のエネルギー逆カスケード領域ではおよそ $n^{-2}$ 程度で, だらだらと変化している.

方, 回転がある場合, とくに自転角速度が大きな値 $(\Omega=400)$ の場合には, 幅広い波数領

域で $n^{-4}$ の巾則が得られる. この巾則は初期エネルギースペクトルの与え方に依存せず, 5

つの実験セットすべてに共通する特徴である. cpnO10や yy1993の場合には, その領域が $n_{\beta}$

よりも低波数にまで広がっている. 自転の効果により低波数域でのエネルギー逆カスケード

は抑制されるはずなので, この巾則の出現は純粋な乱流カスケードとは異なる過程によると

考えられる.

惑星の自転がある場合, 場は非等方になり流れも非等方性をもつので, エネルギースペク

トルも球面調和関数の帯状 (東西) 波数 $m$ と全波数 n(南北波数のかわり) の 2次元波数空間

でみる必要がある. 図 4は標準実験で $\Omega$ が $0,50,400$ の場合の 2次元エネルギースペクトル

を $n\leq 30$ の低波数域だけ示したものである. 非回転 $(\Omega=0)$ の場合には, 流れ場が等方的で

あるために 2次元エネルギースペクトルは基本的に $m$ に依存しない分布となっている. –

方, 回転がある場合にはエネルギー分布は非等方的になり, 全波数が同じ値ならば東西波数

が小さな成分の方が大きなエネルギーをもつ.

また, $\Omega=400$ の場合には, $m\sim n<8$ 付近にエネルギーがほとんど輸送されない翼状の領

域が現れる. Vallis and Multrad(1993) は, “\beta 平面’’ 領域モデルでは 2次元エネルギースペク

トルに亜鈴型の空白域が出現することを初めて指摘したが, 彼らの “波乱流境界” を表わす

理論曲線を援用すると, 回転球面モデルにおける翼状の領域の存在を定性的には説明できる
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– $|\mathrm{N}\mathrm{l}\mathrm{T}\mathrm{l}$ AL $\mathrm{S}$ TAT $\mathrm{E}$

$-\mathrm{T}=5$ ; $\Omega=$ $0$

$–\mathrm{T}=5$ : $\Omega=400$

図 3 1次元エネルギースペクトル $E(n, t)$ の初期エネルギースペクトルの与え方に対
する依存性 (実験セットの略称をそれぞれの左上に示す). 初期値は点線で示し, $t=5$

でのスペクトルを自転角速度 $\Omega=0,400$ について表示. それぞれ 10個の時間積分結
果のアンサンブル平均.

(Nozawa and Yoden, $1997\mathrm{b}$ ; Huang and Robinson, 1998). この境界線は $m=R_{\mathit{0}\cross\uparrow l}2(n+1)$

(ただし, ロスビー数 $Ro\equiv U/(2\Omega a)$ ) で与えられ, 図 4(中, 右) の曲線になる. $t=0.3$ 頃のエ

ネルギー逆カスケードはこの境界線より大きな $n$ 側に沿っておこるが, $t=5$ では境界線内

にまでエネルギーが入り込んでいる.

系の回転がある場合のエネルギー分布の非等方性は, 線型項つまり惑星の自転効果項の寄
与がほとんどない高波数域においても顕著にみられる. あらゆる空間規模で南北スケ $-$ ) $\mathrm{s}$ よ

りも東西スケールが長くなり, 東西に引き伸ばされた構造となっている. このような高波数

域での非等方的なエネルギー分布は, 図 4に示した低波数域での非等方性と非線型項を通し

て直接的に関連していると考えられる.

32周極渦帯状縞構造の形成過程

実空間での流れ場の時間発展をポテンシャル渦度場の変化をとおして概観する. 図 5は,

標準実験のなかの非回転の場合の –例で, 渦度場のスナップショットである. 初期の渦度分布

78



図 4 2次元エネルギースペクトルの自転角速年依存性. $\Omega=0$ (左), 50 (中), 400(右)
について表示. それそれ 10個の時間積分結果のアンサンブル平均. (中, 右) 内の曲線
[ $\mathrm{j}_{\mathrm{i}}$ “波-乱流境界”.

は–様等方的であり, $n\sim n_{0}=50$ 付近の構造がみえる. $t$

. $=1$ では渦が引き伸ば $\text{さ}$

.
れてエン

ストロフィーの散逸している様子がわかる. 平面領域での数値実験結果 $(\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{S}, 1984)$

と同様に, やがて秩序渦が形成されて, 渦の融合や相互作用がみられるようになる.

流れ場の時間発展は自転角速度に決定的に依存するが, 相対渦度 $\omega$ と惑星渦度 $2\Omega\mu$ の比

をあらわす無次元数が $Ro$ である (非回転なら $R_{\mathit{0}=}\infty$ ). 図 6は同–の初期値から時間発展

したポテンシャル渦虫場 $\omega+2\Omega\mu$ で, $t=5$ でのスナップショットである. 非回転の場合 (図

6左) には, 図 5右 $(t=2)$ から時間が経って秩序渦の融合とエンストロフィ一散逸がすすん

でいる. $\Omega=50$ の場合, 惑星高度の方が主となり緯度とともにポテンシャル渦度が増加する

傾向となる. ポテンシャル渦度のうねり (帯状平均からの偏差) は, 回転球面上の波動である

‘(ロスビー波” として伝播している. しかし, 中・低緯度域には, 非回転の場合に見られたよ

うな秩序渦構造を認めることもできる. $\Omega=400$ では $Ro<<1$ となり, 等ポテンシャル渦度

線はほぼ緯度円に平行である. 秩序渦構造は存在せず, ロスビ一波の力学が卓越している. ’

帯状平均した帯状角運動量の時間発展をみると, 自転角速度が大きな値の場合 $(\Omega\geq 100)$

には, 少なくとも –つの半球の高緯度域で西向きの強い周極渦が形成されるのがわかる (図

7). また, 中低緯度域では, 西向き流れと東向き流れが南北に交互に並んだ帯状縞構造が出

現する. これらの周極渦や縞の位置 (緯度) は時間によってほとんど変化せず, その位置を時

間積分の初期の段階 $(t\sim 0.5)$ まで遡ることができる. 惑星の自転角速度が大きいほど縞の

幅が狭く, その本数が多くなる.

自転角速度が大きな値の場合に形成される中低緯度域の帯状縞の位置は初期値に大きく

依存している. すなわち, 乱数列をかえた 10個の初期値から時間発展した結果は, それぞれ
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図 5 渦度場の時間発展の–例. 標準実験で非回転の場合. t=0(左), 1(中), 2(右) に

ついて表示. 正射図法で, 緯線経線は 30度毎. それぞれの右側の曲線は帯状平均した
帯状角運動量.

異なる緯度に西向き /東向き流れが出現する. これに対して, 高緯度域の西向き周極渦の出現

位置はあまり初期値に依存しない.

図 8は形成される周極渦が初期エネルギースペクトルの与え方と自転角速度にどのように
依存するかを示したものである. それぞれの曲線は (10個の初期値) $\cross$ (南北半球) の 20個

の平均なので, 中・低緯度域の帯状縞構造は見えなくなっているが, 高緯度域の西向き周極渦

は明瞭に残っている. また, 角運動量保存の束縛により, 高緯度域に西向き周極渦が出現する

場合には, アンサンブル平均の結果として中・低緯度域で東向き流れとなっている. この図

より, 自転角速度が大きな場合の西向き周極渦の形成が初期エネルギースペクトルの与え方
に依らないことがわかる. とくに中心波数 $n_{0}$ を 50や 100の高波数で与えた場合には, $\Omega$ が

50から 400まで大きくなるにつれて, 周極渦の西向き角運動量が大きくなり, 流れのピーク

となる緯度が 50度付近から 70度近くまで極に近づく, という -般的傾向がある.

4. 考察

今回の数値実験により, 西向き周極渦の形成は初期エネルギースペクトルの与え方に依存

せず, 自転角速度が大きな場合の球面上の減衰性 2次元乱流の普遍的な特徴であることがわ
かった. このような西向き周極渦の形成は, 基本的に極域におけるポテンシャル渦度の混合

によって説明できる (Rhines, 1998). 北半球の場合を例にとると, 低緯度側の低ポテンシャル

渦度の流体が極域の高ポテンシャル渦度の流体と混合して均–化されれば, 惑星渦度は時間

変化しないので相対渦度が極域で負になり西向きの周極渦が形成されることになる. このと

き, 混合がロスビー波の働きによるのか乱流によるかの詳細にかかわらず, ポテンシャル渦
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図 6 同–の初期値から時間発展したポテンシャル渦度場のスナップショット $(t=5)$ .
標準実験で \Omega =0(左), 50(中), 400(右) について表示. 正射図法で, 緯線経線は 30度
毎. それぞれの右側の曲線は帯状平均した帯状角運動量.

度が均–化されさえすれば西向き流れとなる.

図 9は, 強い周極渦が南極域に出現した図 6右および図 7右下の例における相対渦度場の

時間発展である. これをみると周極渦および帯状縞構造の形成・維持過程が想像できる. 強

い帯状流が出現しているところでは, 渦度盛が東西に引伸ばされ帯状流の南北シアーにより

歪んだ形となっている. このような渦度擾乱場と帯状流の相互作用により帯状縞構造が維持

されていると考えられる.

しかし, どうしてどのようにして周極渦が形成されるのかという力学的説明は未だ与えら

れていない. 単に非線型計算の結果を図示して記述した段階であり, 帯状角運動量の再分配

に関する詳細なデータ解析をする必要がある. また, それが基本的に線型 (あるいは弱非線

型) 的なロスビー波による過程なのか, 非線型な乱流過程によるのかを見極める必要がある.

5. おわりに

回転球面上の減衰性 2次元乱流に関して高分解能のスペクトルモデルを用いて数値実験
を行なった. モデルは球面調和関数の全波数 341で三角切断したものである (変換格子は

$1024\cross 512)$ . 初期エネルギースペクトルの与え方を 5種類採用し, それぞれに 10個の乱流初

期場をつくり, さらに自転角速度をゼロから高速回転まで 6段階の値で与えて, 時間発展を

行なった. 得られた知見の主な内容は次の通りである.

1. 減衰性乱流の場合には 1次元エネルギースペクトルが明瞭な巾則を示さないのが–般的

であるが, 惑星の自転角速度を大きくすると, 幅広い波数領域で $n^{-4}$の巾則が得られる.

2. 波数空間内のエネルギー分布は惑星の自転によって非等方的になる. 低波数域にはエ
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図 7 帯状平均した帯状角運動量の時間発展. 同–の初期値からの時間発展で, 自転
角速度 $\Omega=0,25$ ,50(上段), および, 100, 200, 400 (下段) の各場合. コンタ一間隔は
すべて 0.25で, 負 (西向き流れ) の領域に陰影をつける.

ネルギーがほとんと輸送されない翼状領域が出現する. また, エネルギー分布の非等方
性は低波数域だけでなく高波数域にも見られる.

3. 惑星が自転している場合, 流れ場は非等方的になり, 高緯度域では時間ととも 1こ西向き
の周極渦が形成される. また, 中・低緯度域では東向き流れと西向き流れが緯度方向に
交互に並ぶ帯状縞構造が卓越する.

4. 西向き周極渦の形成は初期エネルギースペクトルの与え方に依存せず, 自転角速度が大
きな場合の球面上の減衰性 2次元乱流の普遍的な特徴である.

5. 帯状縞構造は時間発展のごく初期の段階から認められ, -度構造ができあがると, それ
以降ほとんど位置が変化しない. 惑星の自転角速度が大きいほど縞の幅が狭くなり, そ
の数が増える.
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$-\Omega=$ $0$

$—-\Omega=25$
$–\Omega\Rightarrow 50$

$-\Omega=100$
$-\Omega=200$
$-\Omega=400$

図 8 $t=5$ での帯状平均した帯状角運動量の初期エネルギースペクトルの与え方に
対する依存性 (実験セットの略称をそれぞれの左上に示す). それぞれ 10個の時間積分
結果をさらに南北半球で平均したもので, 赤道から極までの緯度分布. 各実験セット
について自転角速度 $\Omega=0\sim 400$ の 6つの場合を表示.
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