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1 はじめに

$n$ 次の正則行列 $A$ を係数とする線型方程式

$Ax=b$ (1)

をより解きやすい形

$PAx=Pb$ (2)

に変点して解く前処理法が 1968年に EVANS によって提案された [2]. 以来, 種々の前処理
法が開発されている. これらの手法については文献 $[1][3]$ に詳しく述べられている. 前処
理行列として EVANS が実際に用いた方法は (2) 式を更に変更した (3) 式の型である [2].

$P_{L}^{-1}AP1yR^{-}=PL^{-1}b$ , $y=.P_{R},x$ (3)

ここで, $P_{L},$ $P_{R}$ は正則である. 行列 $A$ を狭義下三角部分 $L$ , 狭義上三角部分 $U$ , 対角成分
を単位行列, すなわち, $A=I-L-U$ と分解可能なときに, EVANS は $P_{L}$ $=(I-\omega L)$ ,
$P_{R}=(I-\omega U)$ を用いている. ただし, $\omega$ は SOR反復法の加速係数である. このとき,
$P_{L}^{-1}AP^{-1}R$ の条件数 $P=\lambda_{\max}/\lambda_{\min}$ が改善される事を実験例で示している. したがって,
EVANS の前処理法は行列 $A$ の条件数の改善を主目的とし, 結果として反復行列のスペクト
ル半径の減少が得られている. EVANS の前処理行列の選定方法は行列 $A$ を $A=M-N$ と
分離したときの $M$ を $P_{L}$ として用いる事を提案している. (2) 式の形の前処理法の実用的な
方法の開発の報告例は無い. 1991年に Gunawardena らは係数行列の対角項が単位行列で
ある $\mathrm{Z}$行列に対して, $A$ の要素の $a_{ii+1}$ のみで構成した行列 $S$ と単位行列 $I$ を用いた $(I+S.)$
を (1) 式に左から乗算して得られた方程式に Gauss-Seidel 法を適用する手法を提案してい
る [6]. この方法は (1) 式に対する Gauss-Seidel 法のスペクトル半径よりも小さくなる事
を示している. EVANS らの定義した前処理法の範疇に入らないためか Gunawardena ら
は $(I+S)$ を前処理行列とは定義していなく, 修正 Gauss-Seidel 法 (Modified Gauss-Seidel
Method) と名付けている. 我々はこの $(I+S)$ が (2) 式の型の前処理法であることに着目
して, Gunawardena らの方法を $(I+S)$ 型前処理法と名付ける.

(2) 式の $P$ の最適な選択は $P=A^{-1}$ であることは明らかであるが実用的でない. した

がって, $A^{-1}$ の近似行列が簡単に得られることが前処理法の性能に影響する重要な課題で
ある.

我々は (1) 与えられた行列を $\mathrm{Z}$ 行列, (2) 反復法として Gauss-Seidel 系を用いるとする.
この 2条件の下での $P$ の選択を考える. Gauss-Seidel反復行列 $(I-L)^{-1}U$ における $U$

成分を可能な限り零に近づけることを考える. そのために, $A$ の上三角部分 $U$ を小さくす
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るような $A^{-1}$ の近似行列として $(I -U)^{-}$
.

1 を用いることにする. このとき, $(I -U)^{-1}=$

$I+U+U^{2}+\cdots+U^{n-1}$ と展開できるから $(I -U)^{-1}\simeq(I+U)=P$ とする. この前処理
付反復法を適応的 Gauss-Seidel 法と名付けた [19]. 数値結果より $(I+S)$ 型よりも優れて
いることが分かった. 更に $U$ を補正した $(I+\beta U)$ 型, $(I+BU)$ 型の前処理法を提案し多
くの数値例にて優れた収束特性を持つことを知った $[13][14][15]$ . ここで, $\beta$ は正の定数, $B$

は各行にそれぞれ $\beta_{i}$ を付加したものである. -方, $(I+S)$ 型の改良版として $(I+\alpha S)$ 型
を提案し良好な成果を得た [12].

.

前処理法の–番の大きな問題点は前処理操作のだめに乗算回数が $O(n^{3})$ となる事であ
る. 小武守らは前処理操作は対角項のみとし, 非対角項の前処理作業は反復計算中に行う
事を提案し, 前処理作業による乗算回数を $O(n^{2})$ に減少する事に成功した. しかしながら
反復計算中での乗算量は増加するが反復回数の大幅な減少から全体として増加量は無視
できる事を報告した.
さて多くの数値結果より, $(I+\alpha S)$ 型は疎な行列に, $(I+BU)$ 型は密な行列に適してい

る事を知った. 小義守らはこれらの数値実験をもとに汎用性に優れた 2段階前処理付反復
法を提案した. 本論文ではこの方法について説明する.

2 2段階前処理付反復法
$k=0,1,2$ に対して行列 $A^{(k)}.=(a_{ij}^{(k)})$ を

$\{$

$A^{(0)}$ $=$ $A$ ,
$A^{(1)}$ $=$ $P_{1}A^{(0})$ ,
$A^{(2)}$ $=$ $P_{2}[D^{(1)}]^{-}1A(1)$ ,

と定義する. ただし, $D^{(1)}$ は $A^{(1)}$ の対角部分を要素にもつ行列. $P_{1}$ と $P_{2}$ はそれぞれ, 第
1段階前処理行列と第 2段階前処理行列である. $k=0,1$ に対して $A^{(k)}=I-L^{(k)}-U^{(k)}$

とする. ここで, $-L^{(k)}$ と $-U^{(k)}$ はそれぞれ $A^{(k)}$ の狭義下三角部分と狭義上三角部分を
要素にもつ行列である. このとき, 前処理行列として $P_{1}=(I+U^{(0)}),$ $P_{2}=(I+U^{(1)})$ を

用いるならば, 河野らが述べているように [11], $A^{(2)}$ に対する Gauss-Seidel 反復行列のス
ペクトル半径は小さくなる. しかしながら, 第 1段階前処理 $P_{1}A^{(0}$ ) は行列と行列の乗算
$U^{(0)}A^{()}0$ によって $O(n^{3})$ の演算が必要になってくる. そこで我々は, 演算量を減らすため
に $\overline{U}^{(0)}=(-\overline{u}_{ij}^{(0)})$ の各行に対して 1個の非零の要素を用いることにする. すなわち, $\overline{U}^{(0)}$

の各要素は

$0<|\overline{u}_{ij}^{(0)}|\leq|a_{ij}|$ , for $j=j_{i}$ ,
$\overline{u}_{ij}^{(0)}=0$ , for $j\neq j_{i}$ ,
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である. ここで, あは各 $i<n$ に対してあ $>i$ を満たす定数である. この $\overline{U}^{(-)}$ を用いる
と, 第 1段階の前処理の演算量は $O(n^{2})$ に減少する. 具体的な $\overline{U}^{(0)}$ の選択として,

$\overline{U}^{(0)}=$ $\equiv\overline{S}$ ,

を用いる. ここで, $\Re(a_{ij})$ は $a_{ij}$ の実数部をあらわす. そこで, 実際的な 2段階前処理の各
前処理行列をそれぞれ,

$P_{1}$ $=$ $I+S$ ,
(4)

$P_{2}$ $=$ $I+BU^{(1)}$ .

とする. この方法は $A$ が実行列のとき, $I+S$ 型の前処理を行った後あらためて $I+BU$
型前処理を行う方法である.
更に, 2段階前処理行列の–般化を行う. 前処理行列 $P_{k}$ を $k=1,2$ に対して

$P_{k}=I+B^{(k1)}-\hat{U}(k-1)$ ,

と定義する. ただし, $B^{(k-1)}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{\beta 1’., \beta_{n}^{(1)}(k-1)..k-\}$ は非負対角行列で $\hat{U}^{(k-1}$ ) $=(-\hat{u}_{ij}^{(1)}k-)$

は

$0\leq|\hat{u}_{ij}^{(1)}k-|\leq|a_{ij}^{(1)}k-|$ , $i<j$

を満たす狭義上三角行列である. このことから, $\hat{U}^{(k-1}$ ) は $O\leq|\hat{U}^{(k-1}$ ) $|\leq|U^{()}k-1|$ であ
る. この–般化された 2段階前処理は今まで述べてきたすべての前処理を統–的に表記し
ている.

3 収束定理

次に, 収束定理について考察する. この節を通して $k=1,2$ とする. 議論を簡単にす
るために, 集合瓦を瓦 $=\{i+1, \ldots, n\}$ とする. 更に, 各 $i<n$ に対して A(幻の狭
義上三角部分の要素が非負である集合 $N_{i}^{+}$ と, その補集合 $N_{i}^{-}$ をそれぞれ, $N_{i}^{+(k-}1$

)
$=$

$\{j||a_{ij}^{(1)}k-|-\beta_{i}^{(1)}k-|\hat{u}_{ij}^{(1)}k-|\geq 0, j>i\})N_{i}^{-(k-}1)=N_{i}-N^{+(k-}i1)$ とおく. また, 各 $i<n$
に対して $l_{(k-1)}= \min_{j>i}|a_{ij}^{(k-1)}|/|\hat{u}^{(}|ijk-1$

) とおく.

定義 3.1正則な行列 $A\in Z^{n\cross n}$ が $A^{-1}\geq O$ ならば, $A$ を $M$行列という.

定義 32 $n\cross n$ 複素行列 $A=$ (aのの比較行列 $.\langle A\rangle=$ (\alpha のが $M$行列ならば, $A$ を $H$行
列という. ただし, $\alpha_{ij}$ は

$\alpha_{ii}=|a_{ij}|$ , $\alpha_{ij}=-|a_{i}j|,$ $i\neq j$

である.
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定理 33行列 $A\in Z^{n\cross n}$ が $M$行列であるための必要十分条件は $Au>0$ となる正ベク
トル $u$ が存在することである.

補題 34 $A^{(k-1}$ ) を $H$行列とする. また, $v^{(k-1)}=(v_{1}^{(k-1)}, \ldots, v^{(1)}nk-)^{\tau}$ とする. 各 $i<n$
に対して,

$n$

$\beta_{i}^{\prime(-}k1)=\{$

$v_{i}^{(k-1)}-$ $\sum$ $|a_{ij}^{(k-1)}|v_{j}+2(k-1)$ $\sum$ $|a_{ij}^{()}-|vk1j(k-1)$

$\frac{j=1,j\neq ij\in Ni^{-\langle k-}1)}{\sum_{j=1S=}^{n}\sum_{i+1}|\hat{u}_{is}^{(-}a_{sj}^{()}-1|)kv-nk1j(k-1)2\sum_{j\in N^{+}i}|\hat{u}-1)|ijv,(k-1)(kj(k-1)}$

, if $\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}_{ij}^{(k}-1$

)
$|\neq 0$ ,

$\infty$ , if $\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}i(k-j1)|=0$ .

とおく. このとき, 各 $i<n$ に対して

$\sum_{j=1s}^{n}\sum_{=i+1}^{n}|\hat{u}^{()}aisSj|(k-1)vk-1j,(k-1)>2\sum_{j\in N_{i}^{+}}|(k-1)\hat{u}_{ij}^{(-}|1)vkj(k-1)$

ならば, $\beta_{i}^{;(-}k1$
)

$>|a_{i\iota_{(k}^{k}}^{(1)}--1$

)
$|/|\hat{u}_{i\iota_{(k1)}}^{(}k--1$

)
$|$ である.

証明 $A^{(k-1}$ ) が $\mathrm{H}$ 行列であることより, すべての $i$ に対して

$v_{i}^{(k-1)}-j \sum_{=1}n,j\neq i|a|ijv(k-1)j(k-1)>0$ ,

を満たす正ベクトル $v^{(k-1)}$ が存在する. このとき, ある $i<n$ に対して

$\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}_{i}|(jk)=0$

ならば, $\beta_{i}^{J()}k-1>|a_{il}^{(1)}k-(k-1)|/|\hat{u}_{i\iota}^{(1)}k-(k-1)|$ であることは簡単に分かる. 次に, ある $i<n$ に対して

$\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}_{ij}^{(1)}k-|\neq 0$

かっ

$\sum_{j=1s=i}^{n}\sum_{1+}^{n}|\hat{u}-1)aissj(k(k-1)|vj(k-1)>2 \sum_{(,j\in N_{i^{+}}k-1)}|\hat{u}_{ij}^{(-}|1)vkj(k-1)$
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と仮定すると,

$| \hat{u}_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)\{v_{i}^{(-}-\sum_{\neq}k1),\}aij|(k-1)(k-1)\sum_{\in}v+2|ja-1)|ijv-j=1njijN_{i}-(k-1)(kj(k1)\}$

$-|a_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)( \sum_{j=1=}^{n}\sum_{si+1}^{n}|\hat{u}_{i}j|(k-1)_{a}(k-1)(k-1)-ssjijj-v2$$\sum_{k(-1),j\in N_{i}^{+}}|\hat{u}|(k-1)v(k1)\}$

$=$ $| \hat{u}_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)\{v_{i}^{(k-1}-)\sum^{n}|j=1,j\neq ia_{i}^{(k}j-1)|vj(k-1)\}$

$+|a_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)[ \sum_{s=i+1}^{n}|\hat{u}^{(1}|iS^{-}k)\{v_{S}^{()}-\sum_{=1,s}^{n}|a|(sjv-1(k-k-1jj\neq)kj1)\}]$

$+2|\hat{u}_{il_{(}^{-}}^{(1)}kk-1)|$ $\sum_{k,j\in N_{i}^{-(}-1)}\{|a_{ij}^{(-}|k1)-\frac{|a_{i\iota_{(}k1)}^{()}|k-1-}{|\hat{u}_{i\iota_{(k-1)}}^{(k}-1)|}|\hat{u}_{ij}|(k-1)\}v_{j}^{(k1)}->0$ .

が成立する. したがって, ある $i<n$ に対して

$| \hat{u}_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)\{v_{i}^{(k-1)}-\sum_{\neq j=1,ji}^{n}|a-1)|ijj\sum(k(k-1)|v+2aij|(k-1)v-j\in N_{i}-(k-1)j(k1)\}$

$>$ $|a_{i\iota_{(k-1)}}^{(k}|-1) \{\sum_{j=1}^{n}\sum_{s=i+1}|\hat{u}_{iS}a^{()}-)k-1|(k1(k-1)-sjjijj-nv2\sum|\hat{u}-1)|(kvj\in N^{+}i(k-1)(k1)\}>0$

を得る. これは, ある $i<n$ に対して

$v_{i}^{(k-1)}-$ $\sum n$ $|a_{ij}^{(k-1)}|v_{j}+2(k-1)$ $\sum$ $|a_{ij}^{()}|k-1vj(k-1)$

$\frac{j=1,j\neq i..-j\in N_{i})(k-1}{\sum_{j=1s=}^{n}\sum_{i+1}^{n}|\hat{u}^{(1}iS^{-}Sj|k)(k-1)vaj-(k-1)2\sum_{j\in N^{+}i}|\hat{u}ij|(k-1)v,(k-1)j(k-1)}>\frac{|a_{i\iota(k-1)}^{(k-}|1)}{|\hat{u}_{i\iota_{(k-1)}}^{(k}|-1)}$

,

を意味する. ゆえに, 各 $i<n$ に対して

$\sum_{j=1=i1}^{n}\sum_{s+}^{n}|\hat{u}iS^{-}a_{Sj}^{(}|(k1)k-1)v_{j}(k-1)>2\sum_{j\in N_{i^{+}}}|\hat{u}^{(k-1})(k-1)|ijv_{j}(k-1)$

ならば, $\beta_{i}^{\prime(-}k1$
)

$>|a_{il_{(-}^{-}k1)}^{(k}1$
)

$|/|\hat{u}_{i\iota}^{(1)}k-(k-1)|$ である. $\blacksquare$

補題 35 $A^{(k-1}$ ) を $H$行列とする、また, $v^{(k-1)}=(v_{1}^{(k-1)}, \ldots, v(nk-1))^{T}$ とする. このとき,
$0\leq\beta_{i}^{(k-1})<\beta_{i}^{\prime(-}k1)(i<n)$ に対して $A^{(k)}$ は $H$行列である.
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証明 $A^{(k-1}$ ) が $\mathrm{H}$ 行列であることより, すべての $i$ に対して

$v_{i}^{(k-1)}- \sum_{1j=,j\neq i}^{n}|a^{(}-1)|ijkv_{j}^{()}k-1>0$ ,

を満たす正ベクトル $v^{(k-1)}$ が存在する. $i<n$ に対して $\{A^{(k)}v^{(k}-1)\}_{i}$ をベクトル $A^{(}k$ ) $v(k-1)$

の $i$ 行目の成分とする. このとき, ある $i<n$ に対して

$\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}ij(k-1)|=0$

ならば

$\{A^{(k)}v^{(}-1)\}k=iv_{i}^{(}-1)-\sum_{=}k,|j1nj\neq ia-1)|ijv_{j}(k(k-1)>0$

が成立する. いま, ある $i<n$ に対して

$\sum_{j=i+1}^{n}|\hat{u}ij(k-1)|\neq 0$

であると仮定する. このとき, ある $i<n$ に対して

$\{A^{(k)}v^{(-1)}k\}_{i}$ $=$ $|1- \beta_{i}^{(1)}k-s=i\sum_{1+}^{n}\hat{u}-1)(k-a1)|issi(kv_{i}(k-1)$

$- \cdot\sum_{j=1}^{-}|a_{i}-1)-\beta i\sum_{S}i1(kj(k-1)=in+1\hat{u}^{(-}iSk1)a_{s}^{(}jk-1)|vj(k-1)$

$- \sum_{+j=i1}^{n}|a^{(}-1)-ij\beta i\sum_{s=}k(k-1)\hat{u}^{(k}ni+1isj-1)(k-a_{s}1)|vj(k-1)$

$\geq$ $v_{i}^{(k-1)}-\beta_{i}^{(k-1)}$ $\sum n$
$|\hat{u}_{i}^{()}a_{S}|Siv_{i}k-1(k-1)(k-1)$

$s=i+1$

$i-1$ $i-1$ $n$

$- \sum|a_{ij}^{(k-1)}|v_{j}(k-1)-\beta_{i}^{(k-1)}\sum$ $\sum$ $|\hat{u}_{i_{S}}^{(1}a|k-)(k-1Sj)(k-1)vj$

$j=1$ $j=1s=i+1$

–

.

$\sum n$
$|a_{ij}^{(k-1)}-\beta_{i}^{(k-1)}$ \^u$ijk-1$

)
$|vj(k-1)$

$g=i+1$

$- \beta_{i}^{(k-1)}j=i\sum_{+1S=i+}^{n}\sum^{n}|\hat{u}^{()}1,S\neq j|isk-1a_{s}^{(-}jk1)v_{j}(k-1)$

$\geq$ $v_{i}^{(k-1)}- \sum_{j=1}^{i-1}|a-1)|ijv_{j}(k(k-1)$

$- \beta_{i}^{(k-1)}\sum_{j=1s=i+}\sum_{j1,s\neq}|\hat{u}anni(k-1)(k-sSj1)|vj(k-1)$

$- \sum_{j=i+1}^{n}||a_{i}^{(}-1)|j-\beta i|\hat{u}_{i}|(k-1)(k-1)|kjv_{j}^{(1)}k-$
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が成立する. ある $i<n$ に対して

$0\leq\beta_{i}^{()}k-1\leq|a_{i\iota_{(}k-}^{(k1)}-1)|/|\hat{u}_{il(k-1)}^{(-}|k1)$

ならば,

$\{A(k)v(k-1)\}_{i}$ $\geq$ $v_{i}^{(k-1)}-j \sum_{=1}n,j\neq i|a-|ijv_{j}(k1)(k-1)(+\beta ik-1)ji\sum_{=+1}^{n}|\hat{u}ij|(k-1)v_{j}(k-1)$

$- \beta_{i}^{(k-1)_{\sum_{=}}}jn1s=i+1,s\neq j\sum^{n}|\hat{u}_{i}a(k-1)(ssjk-1)|vj(k-1)$

$=$ $v_{i}^{(k-1)}-j \sum_{=1}n,j\neq i|.a|ijv(k-1)j(k-1)$

$+ \beta_{i}^{(k-1)}\sum_{S=i+1}^{n}|\hat{u}iS(k-1)|\{v_{S}^{()}-\sum_{=1,s}^{n}|a-1|(sjv-k-1jj\neq)kj(k1)\}>0$

を得る 更に, ある $i<n$ lこ対して

$\sum_{j=1S}^{n}\sum_{=i+1}^{n}|\hat{u}_{i_{S}}(k-1)(a_{S}jk-1)|vj(k-1)\leq 2\sum_{j\in N^{+}i}|\hat{u}|ijv(k-1)(k-1)j(k-1)$

かっ

$\beta_{i}^{(k-1})>|a^{(k1)}i\iota_{(}k--1)|/|\hat{u}|i\iota_{(}(k-1)k-1)$

ならば,

$\{A(k)v(k-1)\}_{i}$ $\geq$ $v_{i}^{(k-1)}-j \sum_{=1}^{-1}|aij|(k-1)vij(k-1)$

$- \beta_{i}^{(k-1)_{\sum}}j=1ns=i+1,s\neq j\sum^{n}|\hat{u}_{i}^{(}-1)assjk(k-1)|vj(k-1)$

$-$
$\sum_{k,j\in N_{i}^{+(-1)}}\{|a-|ij-\beta_{i}(k-1)|\hat{u}_{i}(k-1)|(k1)\}jv_{j}(k-1)$

$+$
$\sum_{1-(k-),j\in N_{i}}\mathrm{t}|a_{i}^{(}j|-1)-\beta i|\hat{u}_{i}j|\}k(k-1)(k-1)-1)v_{j}^{(k}$

$=$
$v_{i}^{()}-1- \sum_{=1,j\neq i}k|jna-1)|ijv+(kj(k-1)2j\in.N_{i}\sum_{-}|a-1)|ij.v_{j}(k-1)(k(k-1)$

$- \beta_{i}^{(1)}k-\{_{j=}\sum_{1s=i}^{n}\sum_{1+}^{n}|\hat{u}_{i}^{(k1}a|v_{j}^{()}-1-S^{-})(sjk-1)k2j\in N_{i}^{+}\sum_{k(-1)}|\hat{u}_{ij}^{()}|vk-1j(k-1)\}$

$>$ $0$ ,
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を得る. また, ある $i<n$ に対して

$\sum_{j=1s=i}^{n}\sum_{1+}^{n}|\hat{u}iS(k-1)asj(k-1)|v_{j}(k-1)>$

. $2 \sum|\hat{u}|ijvj\in N_{i}+(k-1)(k-1)j(k-1)$

かつ
$|a_{i\iota(k-1)}^{(k-1}|)/|\hat{u}(k.1)il_{(k}^{-}-1)|<\beta_{i}^{(1)}k-<\beta_{i}’(k-1)$

ならば, $\{A^{(k)}v(k-1)\}_{i}>0$ を得る. ところで, $i=n$ に対して

$\{A^{(k)(k-}v\}_{n}1)=|a_{nn}^{()}-1|k(k-1)v_{n}.-\sum_{ij=1,j\neq}^{n}-|a_{n}^{(}|j>v_{j}-1)\mathrm{o}k-1)(k$

である. したがって, 定理 33より, $0\leq\beta_{i}^{(k-1}$
)

$<\beta_{i}^{\prime(-}k1$
) $(i<n)$ に対して $\langle A^{(k)}\rangle$ は $\mathrm{M}$ 行

列である. すなわち, $\mathrm{H}$ 行列の定義から, $0\leq\beta_{i}^{(k-1}$
) $<\beta_{i}^{\prime(k-1)}(i<n)$ に対して $A^{(k)}$ は $\mathrm{H}$

行列である. $\blacksquare$

定理 36 $A$ を $H$行列とする. このとき 2 $0\leq\beta_{i}^{(k-1}$
) $<\beta_{i}^{;()}k-1(i<n)$ に対して $A^{(2)}$ は $H$

行列である.

証明 補題 35から, $0\leq\beta_{i}^{(0)}<\beta_{i}^{;()}0(i<n)$ に対して, $A^{(1)}l\mathrm{h}\mathrm{H}$ 行列である, 更に, $A^{(1)}$

が $\mathrm{H}$ 行列であるから, $0\leq\beta_{i}^{(1)}<\beta_{i}/(1)(i<n)$ に対して $A^{(2)}$ もまた $\mathrm{H}$ 行列である $\blacksquare$

4 移流拡散問題への応用

2段階前処理付 Gauss-Seidel 法 (P2) の有効性を確かめるために 1次反応を伴う定常移
流拡散問題の境界要素解析に適用する. 更に, 1次反応を伴う非定常移流拡散方程式のラ
プラス変換解法にも適用を試みる. また, 比較のために $I+BU$ 型前処理付 Gauss-Seidel
法 (P1), Gauss-Seidel 法 (G.S.), $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}$ 法, Gauss 消去法も試みる. 収束判定基準は
$||x^{()}-k+1x^{(k})||/||x^{(k+1})||\leq 10^{-6}$ とした.

4.1 1次反応を伴う定常移流拡散問題

2次元領域 $\Omega=(0,1)\cross(0,1)$ 内の位置座標 $X=(x$ ,のにおける反応物質 $A$ の成分濃

度 $\phi_{A}=\phi_{A}(X)$ を表す 1次反応を伴う定常移流拡散方程式

$L[\phi]=-\mathrm{D}\nabla^{2}\phi_{A}+v\cdot\nabla\phi_{A}+k\phi_{A}=0$ in $\Omega$

を境界要素法で離散化する. ここで, $\mathrm{D}$ は拡散係数, 流速は $-$定の系について取り扱い
$v=(v_{x}, v_{y})$ で表わす. $k$ は 1次反応速度定数である. 境界条件を

$\phi(0, y)=\sin(\pi y)$

$\phi(x, 0)=\phi(1, y)=\phi(x, 1)=0$

とする. 要素数 1280の場合の数値結果を図 1に示す.
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図 1: 要素数 1280の場合め反復回数と計算時間の比較
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4.2 1次反応を伴う非定常移流拡散方程式のラプラス変換解法

境界要素法を用いて非定常解析を行うとき, 時間依存の基本解を用いて解く際に問題
となるのは, 時間発展を追って行くために各ステップにおいて領域積分を必要とすること
である. つまり, 積分方程式中に含まれる領域積分の扱い方が数値解の精度に大きく影響
する. 特に, 小さな時間分割出を用いると, ソース点周辺の被積分関数の特異性が顕著
になるため, 数値積分が極めて困難となる. そのため, 非定常現象のごく初期, すなわち
$t=0$ の近傍での解析を境界要素法で行う事は–般的に不可能である. これを解決する $-$

つの方法としてラプラス変換解法がある. この解法を用いると極めて初期の非定常現象が
精度よく解析できる [17]. しかしながら, この解法の使用に際して問題となるのは, 汎用
性のある数値逆ラプラス変換公式を必要とする事である. 岡本と澤見 [18] は, 細野による
変換公式 [8] が有限要素法領域においても境界要素法領域においても汎用性に優れている
ことを示した. したがって, 移流拡散問題の数値解法にこの変換公式を用いる. このラプ
ラス変換解法は任意の時間の解を得ることができるが, 数値逆ラプラス変換公式を用いる
ためには 1つの非定常解を得るために 10\sim 20数個の級数項の計算が必要である. この事
は前述の個数回分の行列方程式を解かなければならない事を意味する. したがって, 要素
数が増大すると Gauss 消去法を用いていたのでは必然的に計算時間が増大する. この点を
克服するために, 2段階前処理付 Gauss-Seidel法の適用を試みる.
まず, ラプラス変換解法について説明する. 解析領域を $\Omega$ , 時間区間を $I=[t_{0}, t_{f}]$ とす

る. 1次反応を伴う非定常移流拡散方程式は次式で与えられる.

$\frac{\partial\phi(X,t)}{\partial t}-\nabla\cdot(\mathrm{D}\nabla\phi(X, t))+v\cdot\nabla\phi(X, t)+k\phi(X, t)--0$ in $\Omega\cross I$ (5)

ここで, $\phi(X, t)$ は成分濃度, 垣ま時間, $\mathrm{D}$ は拡散係数で定数とする. $v=(v_{1}, \cdots, v_{N})$ は流
速, $k(\geq 0)$ は反応速度定数である. また, $x=X(X_{1}, \cdots, x_{N})$ は $N$ 次元座標を意味する.
境界条件は $\Gamma_{1}$ 上で濃度が, $\Gamma_{2}$ 上で質量流感が与えられているものとする.

$\phi(X, t)=\overline{\phi}(t)$ on $\Gamma_{1}$

$q(X, t)= \mathrm{D}\frac{\partial\phi(X,t)}{\partial n}=\overline{q}(t)$ on $\Gamma_{2}$ (6)

ここで, $\overline{\phi}$ と $\overline{q}$ は既知であり, $n$ は外向き単位法線ベクトルである. 初期条件は t=t。にお
いて

$\phi(X, t_{0})=\phi 0(x)$ in $\Omega$

のように与えられるものとする. 次に問題の時間依存性を取り除くために時間変数 $t$ 関し
てラプラス変換を行うと次式

$-\mathrm{D}\nabla^{2}\Phi+v\cdot\nabla\Phi+(_{S+}k)\Phi-\Phi_{0=}0$ in $\Omega$ (7)

を得る. ここで, $\Phi=\Phi(X, s)$ は次式で表される $\phi(X, t)$ のラプラス変換形である.

$\Phi(X, s)=L[\phi(X, t)]=\int_{0}^{\infty}e^{-st}\phi dt$ . (8)
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ただし, $s$ は変換パラメータである. 以下簡単化のため, 初期値 $\Phi_{0}$ が零の場合ついて取り
扱うものとし, 式 (7) を書き改めると次式となる.

$-\mathrm{D}\nabla^{2}\Phi+v\cdot\nabla\Phi+(_{S}+k)\Phi=0$ in $\Omega$ (9)

式 (6) の境界条件をラプラス変換形で表わすと

$\Phi(X, s)=\overline{\Phi}(X, s)$ on $\Gamma_{1}$

$Q(X, s)=\overline{Q}(X, s)$ on $\Gamma_{2}$

となる. ここで, $Q(X, s)$ はラプラス変換ざれた $q(X, t)$ を表わしている.
ラプラス変換解法の計算手順を示す.

1. 問題の時間依存性を取り除くために, 時間変数 $t$ に関してラプラス変換を行う.
2. プラス変換面において境界要素法による離散化を行う.
3. 任意の時間に関して, 数値逆ラプラス変換に必要な向数の境界要素行列を解く.
4. 数値逆ラプラス変換公式を用いて元の物理平面に変換する.

本論文では境界要素として–定要素を用いた.
逆ラプラス変換は, 次式で示す細野による数値逆ラプラス変換公式”FILT”を用いる.

$f_{ec}(t, \sigma)=\frac{e^{\sigma}}{t}(\sum_{=m1}^{\lambda-1}F_{m}+\frac{1}{2^{\mu+1}}\sum^{\mu}A_{\mu,\nu\lambda\nu}F+)\nu=0$ (10)

ここで

$F_{m}=(-1)^{m_{\mathrm{I}}} \mathrm{m}|F(\frac{\sigma+i(n-0.5)\pi}{t})\rceil\equiv(-1)m{\rm Im}[F(s)]$ (11)

$A_{\mu,\mu}$ $=$ 1 (12)

$A_{\mu,\nu-1,-}.\cdot$
$=$ $A_{\mu,\nu}+$ (13)

である. $f_{ec}$ は近似原関数, $F=F(s)$ はラプラス変換された像関数, $i=\sqrt{-1},$ ${\rm Im}$ は虚数
部を意味する. また, $\sigma$ はパラメータ, $\lambda$ と $\mu$ は打ち切り項数である. 本論文では, $\lambda=10$ ,
$\mu=5,\sigma-=5.\mathrm{o}$ を用いた.

いま, 境界条件を

$\phi(0, y, t)=1$ , $\phi(0, y, t)=0$

$\partial\phi(X, 0, t)/\partial y=\partial\phi^{\sim}(x, 1, t)/\partial y=0$ ,

初期条件を, $\phi(x, y, 0)=0$ とする. また, 時刻 $t=0.1,$ $\mathrm{D}=1$ とする. この場合の各手法の
各反復回数のグラフと各計算時間の積上げグラフを図 2\sim 5示す.
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$\mathrm{m}$

図 2: $v_{x}=0,$ $v_{y}=0,$ $\kappa=0$ の場合
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$\mathrm{m}$

図 3: $v_{x}=0,$ $v_{y}=0,$ $\kappa=100$ の場合
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$\mathrm{m}$

図 4: $v_{x}=0,$ $v_{y}=40,$ $\kappa=0$ の場合
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$\mathrm{m}$

図 5: $v_{x}=40,$ $v_{y}=40,$ $\kappa=0$ の場合
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4.3 まとめ

図 1から以下のことが分かる.

$\bullet$ 2段階前処理付 Gauss-Seidel 法は $I+BU$型前処理付 Gauss-Seidel 法で生ずる反復
回数の大きな振動を押さえることに成功している.

$\bullet$ 2段階前処理付 Gauss-Seidel法は, ほとんどの場合 $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}$ 法よりも少ない反復回

数で収束する.

また, 図 2\sim 5から以下のことが分かる.

$\bullet$ $I+BU$型前処理付 Gauss-Seidel法と通常の Gauss-Seidel 法は $m$ が増加に比例して

反復回数も増加する傾向にある.

$\bullet$ 2段階前処理付 Gauss-Seidel 法は $m$ の増加に無関係にほぼ–定の反復回数である
が, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}$ 法は反復回数にばらつきがある.

$\bullet$ 反復法に関する計算時間では $I+BU$型前処理付反復法は図 2と 3では通常の Gauss-
Seidel 法よりも少ないが図 4と 5では逆に多くなっている. しかし, 2段階前処理付

Gauss-Seidel法は通常の Gauss-Seidel 法よりも約 2\sim 9倍も速い.

$\bullet$ 2段階前処理付反復法は従来の手法と比較して安定した手法である.
$\sim$

以上のことから, 移流拡散問題の境界要素解析に対しては 2段階前処理法の第 1段階での
前処理 $I+\overline{S}$ は第 2段階での前処理 $I+BU^{(1)}$ の $\beta_{i}$ の推定法に適合するような係数行列
の操作となっていることが分かる. 特に, 1次反応を伴う非定常移流拡散方程式のラプラ
ス変換解法に対しては, 2段階前処理付 Gauss-Seidel法は有効な方法であることが分かる.

5 結論

1992年に $\mathrm{A}.\mathrm{D}$ .Gunawardena らによって $I+S$ 型前処理法が提案されてから, 薄井らは
$I+S$ 型を改良した $I+U$ 型前処理法を提案した. そして, 我々はそれらの前処理行列に
パラメータを付加した $I+BS$ 型と $I+BU$ 型を提案した. 更に, 我々はこれらの前処理
を組み合わせた $I+B\hat{U}$ 型 2段階前処理法を提案した (図 6). これらはすべて反復法とし
て Gauss-Seidel 法を用いている. 今回我々は $I+BU$ 型前処理付 Gauss-Seidel 法に対し
従来まではある条件を持つ正則な優対角 $\mathrm{Z}$ 行列である収束範囲を $\mathrm{H}$ 分離を用いることで

この収束範囲をある条件を持つ $\mathrm{H}$ 行列であることに拡張した. 更に, この型の前処理化行
列 $A^{(BU)}\text{の生成には}$ $O(n^{3})$ の演算が必要であるが, この問題点を克服するために, 我々

は反復計算実行中に対角項以外の前処理を行うアルゴリズムを開発し, その結果, 演算量

を $O(n^{2})$ に減少することに成功した.
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図 6: 前処理法

そして, 数値実験によって 1次反応を伴う定常移流拡散問題の境界要素解法で生じる密
な係数行列に対して我々の提案した $I+BU$ 型前処理付 Gauss-Seidel 法は Gauss-Seidel
法よりは良い結果を得ることができた. しかしながら, 流速等の値によっては反復回数に
大きなばらつきがあることが分かった. そこで, 我々はこの問題を克服するために新しい
前処理法として従来の前処理行列を組み合わせた $I+B\hat{U}$ 型 2段階前処理法を提案した.
これにより, 1次反応を伴う定常移流拡散問題の境界要素解法に対して我々の 2段階前処
理付 Gauss-Seidel 法は $I+BU$ 型前処理付 Gauss-Seidel 法にあった反復回数の大きなば
らつきを押さえることに成功した.
更に-, 2段階前処理付 $\dot{\mathrm{G}}\mathrm{a}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{s}\mathrm{s}$-Seidel 法をラプラス変換解法による 1次反応を伴う非定常

移流拡散問題の境界要素解法に適用してみたところ, 1つの非定常解を得るために生じる
複数個の密な複素行列方程式に対してほぼ–定の反復回数で解くことができた. 以上のこ
とから 2段階前処理付 Gauss-Seidel法は移流拡散問題の境界要素解法には有効な手法であ
ることが分かった.

今後の課題として, 我々は $\beta_{i}$ の推定法が適合するように係数行列の操作をする 2段階
前処理法を提案したが, 別の方法として $\beta_{i}$ の新しい推定法の開発がある. この推定法と
して係数行列の行列ノルムから推定する方法を現在開発中である. また, 前処理法の並列
計算機への適用がある.
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