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概要

実対称行列の固有値を求める際には, 種々のアルゴリズムを適用しやすいように, ま
ず, 三重対角行列に相似変換することが多い. 本論文では, 大型で疎な実対称行列を数
値計算で三重対角化するときに用いる Lanczos 法を, 数式処理向きに変更した方法を
提案する.

1 はじめに

行列の固有値計算は応用上重要な問題である. とくに, 実対称行列の固有値計算につい
ては応用上重要であるとともに, 数値計算上も取り扱いやすいのが特徴である. 理論的に
は, 実対称行列は直交行列で対角化可能であり, したがって, すべての固有値は実である.
ただし, 四則と幕乗根の使用のみでは–般には有限ステヅプで対角化はできないので, 実
際のアルゴリズムでは適当な中間形に行列を相似変換したあと, 主に反復法によって固有
値を求めることになる. よく使われる手法では, 中間形として実 (対称) 三重対角行列を

用い, 三重対角化には Householder 法, Lanczos 法を用いる. Householder法, Lanczos 法
とも反復法ではなく有限ステップで終了するのが特徴である. 三重対角行列から固有値を
求めるときには, $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 法, 二分法 (Sturm) などを用いる.

本論文では, Lanczos 法を数式処理の立場から見直して変形した手法を提案する. 具体
的には, 数値計算では誤差の面から不利なため使われない Lanczos 法の変形版が数式処理
の立場からは有利であることに注目し, この変形版の出力と通常の出力の関係を明らかす
る. この関係により, 数式処理によって変形版の出力から通常の出力が簡単に得られるこ
とを示す.

以下, 2章で Householder 法, Lanczos 法について簡単に触れたあと, 3章で Lanczos 法
の変形版が数式処理の立場から有利であることを確認する. 最後に, 4章で今後の課題を
挙げる.
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2 数値計算による実対称行列の三重対角化

2.1 Householder 法と Lanczos 法

この節では, Householder 法と Lanczos 法について特徴を簡単に述べる. 両手法とも反

復法ではなく, 誤差がなければ有限ステヅプで終了し, 使用する演算は四則と開平である.

開平はベクトルの長さを求めるところで必要で, 具体的には, Householder 法の場合, 注

目したベクトルを座標軸上に写す, 超平面に関する鏡映のところで, Lanczos法の場合, ベ

クトルの長さを 1にする正規化のところである.

両手法を比較すると, Householder 法の方が数値的に安定であり, 与えられた行列を変

形せず疎性を保ったままで計算できる点で Lanczos 法の方が大型の疎行列向きである. 詳

しくは, [3], [5], [1], [4] などを参照されたい.

数式処理では誤差はないこと, および, 与えられた行列を変形しないことは数値計算,

数式処理に関係なく有利であるので, 以下, Lanczos 法を扱う.

2.2 Lanczos 法の原理

与えられた $n\cross n$ の実対称行列を $A$ とする. 長さが 1の初期ベクトル $q_{1}$ を選び, $Aq_{1}$

を, $q_{1}$ と, それに直交する単位ベクトル $q_{2}$ のスカラー倍との和で書く. すなわち,

$Aq_{1}=t_{11q1}+t21q_{2}$ , $(q_{1}, q_{2})=0$ , $||q_{2}||=1$ .

次いで, $Aq_{2}$ を, $q_{1},$ $q_{2}$ が張る部分空間内のベクトルと, それに直交する単位ベクトル $q_{3}$

のスカラー倍との和で書く. すなわち,

$Aq_{2}=t12q_{1}+t22q2+t\mathrm{s}2q_{3}$ , . $(q_{1}, q\mathrm{s})=(q_{2}, q_{3})=0$ , $||q_{3}||=1$ .

一般に, 最後に決まった単位ベクトル $q_{k-1}$ を $A$ で変換したベクトル $Aq_{k-1}$ を, $q_{1},$ $\ldots$ ,

$q_{k-1}$ が張る部分空間内のベクトルと, その部分空間に直交する単位ベクトル伽のスカラー
倍との和で書く. すなわち,

$Aq_{k-1}=t_{1,k-1q_{1}}+\cdots+t_{k-1,k-}1qk-1+t_{k,k-1q_{k}}$ ,
$(q_{1}, q_{k})=\cdots=(q_{k-}1, q_{k})=0$ , $||q_{k}||=1(k=2, . .., n)$ .

ただし, 最後の $q_{n}$ については,

$Aq_{n}=t_{1n}q_{1}+\cdots+tn-1,nq_{n-}1+\theta nnq_{n}$ .

注意 2 もし, 途中で $t_{k,k-1}=0$ となった場合は, $q_{k}$ として,

$(q_{1}, q_{k})=\cdots=(q_{k-}1, q_{k})=0$ , $||q_{k}||=1$

となる任意のベクトルをとる.
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このとき, 以下の命題が成り立つ.

命題 1 $Q=(q_{1}, \ldots, q_{n}),$ $T=(t_{ij})$ とする.

1. $Q$ は直交行列である.

2. $Q^{-1}AQ=T$ は実対称三重対角行列になる. すなわち, 以下の形である.

証明 $q_{k}$ の決め方から, $AQ=QT$ で $T$ は $i>j+1$ のとき $t_{ij}=0$ , すなわち, 以下の形

(Hessenberg 行列) になる.

しかも, $Q^{-1}={}^{t}Q$ なので, $T={}^{t}QAQ$ から $T$ は対称である. I

2.3 アルゴリズムの概略

命題 1より, $T$ は実対称三重対角行列だから, 実際のアルゴリズムは以下のようになる.

1. 初期ベクトル $q_{1}(||q_{1}||=1)$ を選ぶ. $Aq_{1}=\alpha_{1}q_{1}+\beta_{1}q_{2}$ より,

$\alpha_{1}$ $=$ $(q_{1}, Aq_{1})$ ,

$\beta_{1}$ $=$ $||Aq_{1}-\alpha_{1}q1||$ ,

$q_{2}$ $=$ $(Aq_{1}-\alpha_{1}q1)/\beta_{1}$ .

2. -般に, $Aq_{k}=\beta k-1qk-1+\alpha_{k}q_{k}+\beta kqk+1$ より,

$\alpha_{k}$ $=$ $(q_{k}, Aq_{k})$ ,

$\beta_{k}$ $=$ $||Aq_{k}-\beta_{k-1}qk-1-\alpha kqk||$ ,

$qk+1$ $=$ $(Aq_{k}-\beta_{k}-1q_{k-}1-\alpha kqk)/\beta_{k}$ .
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もし, 途中で $\beta_{k}=0$ となった場合は, $q_{k}$ として,

$(q_{1}, q_{k})=\cdots=(q_{k-1}, q_{k})=0$ , $||q_{k}||=1$

となるベクトルをとる. このとき, $T$ はいくつかの三重対角行列にわかれる.

なお, 伽は, その $-1$ 倍をとってもよいが, ここでは $\beta_{k}$ が非負となるようにとっている.

さらに, 実際は誤差に関する注意が必要である. 局所的直交化 ( $q_{k-1}$ と $q_{k}$ から $q_{k+1}$ を

決定すること) は, 誤差のため大域的直交性, すなわち, $(q_{i}, q_{k})=0(1\leq i\leq k-1)$ を

失いやすい. そのため, 再直交化などの処理が必要となる ([1], および, そこに挙がって

いる参考文献を参照).

3 数式処理による実対称行列の三重対角化

固有値を求めようとする行列 $A$ の成分は有理数とする. 実対称行列 $A$ を実三重対角行

列 $P^{-1}AP$ に変換する際, 数値計算と数式処理では, 以下の違いがある.

$\bullet$ 数値計算では誤差の影響を少なくしたい.

$P$ を直交行列にとると, $A$ の誤差 (有理数を浮動小数に変換するときの誤差) が

$P^{-1}AP$ にできるだけ影響しない, という点で有利である.

$\bullet$ 数式処理では係数爆発を避けたい.

通常の Lanczos 法では, 各ステップで新しい単位ベクトルを求めるときに開平が必

要であり, 係数爆発を引き起こす. 対称性を捨てれば, $P\in GL_{n}(\mathbb{Q})$ の範囲で, 有

限ステップで三重対角化が可能である (たとえば, [3]). 三重対角化したのち, 対称

にするための開平をまとめて行うことができる. なお, 三重対角行列が対称でなく

ても, ある条件を満たせば, 二分法 (Sturm) は使える.

$P\in GL_{n}(\mathbb{Q})$ ととって有理数の範囲で三重対角化する手法は, 数値計算の面 (誤差) から

は不利であるので普通は使われないものと思われる.

3.1 二分法の原理

この節では, 実三重対角行列が対称でなくても, 対称の位置にある成分が同符号ならば

二分法が使えることを示す ([5], [2]).
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$T$ を, 対称とは限らない実三重対角行列

とする. もし, $\beta_{k}=\gamma_{k}=0$ となる $k$ があれば, $T$ はいくつかの三重対角行列にわかれる

ので, $\beta_{k}=\gamma_{k}=0$ となる $k$ はないものと仮定する. このとき, $\det(tI-\tau)$ の左上から

とった $k$ 次の主小行列式を $f_{k}(t)$ とすると, 以下の漸化式が成立する.

$f_{k}(t)=(t-\alpha_{k})fk-1(t)-\beta_{k}-1\gamma k-1fk-2(t)$

よって, $f\mathrm{o}(t)=1,$ $f1(t)=t-\alpha_{1}\text{として},$ $.\text{この硫化式を使って}$ $f_{k}(t)$ を計算できる.

命題 2 $T$ が「\beta k と $\gamma_{k}$ は同符号」という条件を満たすとき, 多項式列 $\{f_{k}(t)\}$ は, 以下の

Sturm列の性質を満足する.

1. $f_{0}(t)$ は定符号.

2. $f_{k}(t)=0$ のとき $f_{k+1}(t)fk-1(t)<0$ .

証明 1は明らかなので, 2のみ証明する. $\beta_{k}$ と $\gamma_{k}$ は同符号であるから, $f_{k}(t)=0$ のと

き, 悪化式より,

$f_{k+1}(t)fk-1(t)=-\beta k\gamma_{k}fk-12(t)\leq 0$ .

$f_{k-1}(t)=0$ と仮定すると, 漸化式より几 $(t)=0$ となり矛盾. 1
$T$ , 姦は命題 2の通りとしたとき, 以下の定理が成り立つ.

定理 3(Sturm の定理) $\alpha$ を実数とする. $f_{0}(\alpha),$ $f1(\alpha),$
$\ldots,$

$f_{n}(\alpha)$ における符号変化の

回数を $N_{n}(\alpha)$ とすると, $\alpha$ より大きい $T$ の固有値の数は, $N_{n}(\alpha)$ である.

証明は, [5], [2] を参照のこと.

3.2 提案方法の原理

Lanczos 法で開平が必要なのは, ベクトルの長さを 1に正規化するところであった. そ

こで, 正規化を行わないことを考える. $A$ を与えられた $n\cross n$ の実対称行列とする. 初期
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ベクトル $v_{1}(\neq 0)$ を選び, $Av_{1}$ を, $v_{1}$ と, それに直交するベクトル $v_{2}$ との和で書く. す

なわち,

$Av_{1}=\iota_{11}^{J}v1+v_{2}$ , $(v_{1}, v_{2})=0$ .

次いで, $Av_{2}$ を, $v_{1},$ $v_{2}$ が張る部分空間内のベクトルと, それに直交するベクトル $v_{3}$ との

和で書く. すなわち,

$Av_{2}=t_{12}’v_{1}+t_{22}’v2+v_{3}$ , $(v_{1}, v_{3})=(v_{2}, v_{3})=0$ .

一般に, 最後に決まった単位ベクトル $v_{k-1}\text{を}A$ で変換したベクトル $Av_{k-1}$ を, $v_{1},$ $\ldots$ ,

$v_{k-1}$ が張る部分空間内のベクトルと, その部分空間に直交するベクトルの和で書く.. すな

わち,

$Av_{k-1}=t_{1,k-}’v_{1}+\cdots+1t_{k}’-1,k-1k-1v_{k}v+$ ,
$(v_{1}, v_{k})=\cdots=(v_{k-1}, v_{k})=0$ $(k=2, \ldots, n)$ .

ただし, 最後の妬については,

$Av_{n}=t_{1n}’v_{1}+\cdots+t_{n-1,n}’vn-1+t_{nn}’v_{n}$ .

途中で妬 $=0$ とならなければ, 以下の定理が成り立つ.

定理 4 $V=(v_{1}, \ldots, v_{n}),$ $T’=(t_{ij}’)$ とする.

1. $V$ の各列は直交する.

2. $V^{-1}AV=\tau$’は以下の形の実三重対角行列になる.

3. $A,$ $v_{1}$ の成分がすべて有理数ならば, $v_{k},$
$T’$ の成分もすべて有理数になる.

4. ${}^{t}VV$ は, ( $i$ ,の成分が $(v_{i}, v_{i})>0$ の対角行列である.

$D$ を, $(i, i)$ 成分が $||v_{i}||=\sqrt{(v_{i},v_{i})}$である対角行列とする.

$q_{1}=v_{1}/||v_{1}||$ とした Lanczos法と比較すると,

$V=QD$ , $T’=D^{-1}TD$

となり, 以下が成り立つ.

$\alpha_{k}’=\alpha_{k}$ , $\beta_{k}’=\beta_{k}^{2}>0$ .
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証明 1は作り方から明らか.

2を証明する. $AV=VT’$ で $T’$ は Hessenberg行列である. ${}^{t}VAV={}^{t}VVT’$ は対称行

列なので, ${}^{t}VVT’={}^{t}T’{}^{t}VV$ であり, しかも ${}^{t}VV$ は対角行列だから 2が成立する.

3, 4は, 伽と砺が同じ向きであることに注意すれば明らか . 1
定理 4より, $\beta_{k}’$ の平方根をとることにより, 通常の Lanczos 法による結果を得ることが

できる.

3.3 アルゴリズムの概略

定理 4より, $T’$ は三重対角行列だから, 実際のアルゴリズムは以下のようになる.

1. 成分が有理数の初期ベクトル $v_{1}\neq 0$ を選ぶ. $Av_{1}=\alpha_{1}’v_{1}+v_{2}$ より,

$\alpha_{1}’$ $=$ $(v_{1}, Av_{1})/(v_{1}, v_{1})$ ,

$v_{2}$ $=$ $Av_{1}-\alpha_{11}’v$ .

2. -般に, $Av_{k}=\beta’k-11v_{k-}+\alpha_{k}’v_{k}+v_{k+1}$ より,

$\alpha_{k}’$ $=$ $(v_{k}, Av_{k})/(v_{k}, v_{k})$ ,

$\beta_{k-1}’$ $=$ $(v_{k-1}, Av_{k})/(v_{k-1,k-1}v)$ ,

$v_{k+1}$ $=$ $Av_{k}-\beta_{k}’-1-\alpha_{k}’v_{k-1}vk$ .

もし, 途中で砺 $=0$ となった場合は, 改めて砺として,

$(v_{1}, v_{k})=\cdots=(v_{k-1}, v_{k})=0$ , $||v_{k}||\neq 0$

となるベクトルをとる. このとき, $T’$ はいくつかの三重対角行列にわかれる.

3.4 例

ここでは, 簡単な計算例を示す. $A,$ $v_{1},$ $q_{1}$ を以下の通りとする.

$A=$ $v_{1}=q_{1}=$ .
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このとき, 提案手法で計算した $T’$ , Lanczos 法で計算した $T$ は, 以下の通りとなる.

$T’$ $=$

$0$ $0$ 1 12771
$\overline{10207}$

$T$ $=$ ( $\sqrt{83}002$ $. \frac{2\sqrt{14}\frac{\sqrt{83}2735}{20483}}{83,0}$

$\frac{\frac{2^{\sqrt{20414}}0}{-101983165}}{\frac{537^{\sqrt{83}}847181}{10207}}$ $\frac{537^{\sqrt{83}}00}{\frac{1012771207}{10207}}$ ).
上の定理 4画述べた通り, 開平を最後にまとめて行うことにより $T’$ から $T$ を求めること

ができる.

4 おわりに

Lanczos 法において, 数式処理向けに, 開平をできるだけ避けた形を提案した.

係数爆発の定量的な解析や, 実際にどれくらいの大きさの行列まで扱えるかの確認, ま

た, modular 法や $P$ 進的な手法が使えるかどうかの検討は今後の課題である.
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