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学習院大学理学部 河本史紀 (Fuminori Kawamoto)

1. INTRODUCTION
$F$ を有限次代数体とし, $\mathit{0}_{F}$ で $F$ の整数環を表わす. $K/F$ を有限次 Galois 拡大

とし, $G:=Ga\iota(K/F)$ をこの拡大の Galois 群とする. そのとき, $\alpha\in \mathit{0}_{K}$ が存在
して, $\{s(\alpha)\}s\in G$ が $\mathit{0}_{K}$ の free $\mathit{0}_{F}$-basis になるならば, この Galois 拡大 $K/F$ は

normal integral basis (以下 NIB と略す) をもっという. $\text{さらに},$

.
このような $\alpha$ を

$K/F$ の NIB の生成元と呼ぶことにする.
この講演では鍛近得た NIB の存在に関する結果 [13] の紹介をすることが目的で

ある. まず, 次のことはよく使うので注意していただきたい.

注意 1. $M$ は $I\mathrm{f}/F$ の中間体で, $M/F$ は Galois 拡大であると仮定する. このと
き, $I\iota’/F$ が NIB をもち, $\alpha\in \mathit{0}_{K}$ が $K/F$ の NIB の生成元ならば, $\tau_{r_{R^{r}/M}}(\alpha)$ は

$M/F$ の NIB の生成元になる. したがって, $M$ は $F$ 上 NIB をもたなければ $I\iota’$ も
$F$ 上 NIB をもたない. 口

次に, NIB の存在に関する問題の歴史と知られている結果について簡単に記す. そ
もそも, NIB ということばを初めて定義し, 最初の結果を与えたのは, Hilbert (1897)
であった (ただし, 彼は NIB を Normalbasis と呼んでいる ([9, \S 105 (p.216); cf. \S 3])):

定理 2(Hilbert). ([9, Satz 132]) $F:=\mathbb{Q}$ とし, $K/\mathbb{Q}$ を $n$ 次 Abel 拡大とする.
このとき, $n$ と $IC/\mathbb{Q}$ の判別式が素ならば $K/\mathbb{Q}$ は NIB をもつ.

仮定の条件から $K/\mathbb{Q}$ は $\overline{\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$ ramffied であることがわかる. 一般に, Galois 拡大
$K/F$ が NIB をもつならば tamely ramified でなければならない (cf. [10, Theorem
13]). その後上の定理は, $K/\mathbb{Q}$ が NIB をもつ必要十分条件はこの拡大が tamely
ramified であること, へ拡張される (Hilbert-Speiser の定理). さて, Kummer は円
の素数分体に対する Stickelberger の定理を証明したが, Hilbert は定理 2を使って
この結果の証明を与えている ([9, Satz 136 とその直後]; しかしながら, Satz 89の証

明には軽い欠点がある (Washington [15, Remarks, (2)]) $)$ . なお, この Hilbert の方
針に従う, 任意の円分体に対する Stickelberger の定理の証明は, Fr\"ohlich [4] にある.
$\mathbb{Q}$ 上の, Abel とは限らない Galois 拡大に関しては, Taylor の定理 (1981) から導か
れる次の結果がある.

定理 3(Taylor). (Cf. [10, Theorem 21]) $F:=\mathbb{Q}$ とし, $K/\mathbb{Q}$ を奇数次数の

tamely ramffied Galois 拡大とする. このとき, $K/\mathbb{Q}$ は NIB をもつ.

基礎体 $F$ が $\mathbb{Q}$ と異なる場合, いくつかの結果があるが, 詳しくは [ $10|$ を参照され
たい. ここでは, Brinkhuis による不分岐 Abel 拡大 $K/F$ に関する次の結果のみ引
用する.
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定理 4(Brinkhuis). ([1, Corollary 2.10] または [2, Corollary 2.1]) $F$ を総実代

数体とし, $K/F$ を $F$ のすべての有限素点が不分岐な Abel 拡大とする. このとき,
$Gal(Ic/F)$ が $(2, \cdot\cdot \tau, 2)$ 型でないならば, $K/F$ は NIB をもたない.

この定理は後で使う (定理 13). 我々は次のような拡大の NIB を問題にすること
にする. $F$ の整因子 $\mathfrak{m}$ に対して, $F(\mathfrak{m})$ で $F$ の mod $\mathfrak{m}$ の the ray class field を表
わす. とくに, $F(1)$ は $F$ の Hilbert 類体であり, $hp:=[F(1) : F]$ とおく.

問題 5. $\mathfrak{m}$ が平方因子をもたないとき, tamely ramified Abel 拡大 $F(\mathfrak{m})/F$ は

normal integral basis をもつのか. もしそうならば, その生成元を決めよ. 口

$\mathfrak{m}$ が平方因子をもたないときに限り, $F(\mathfrak{m})/F$ は tamely ramified になるから, こ

の仮定は必要である. $F=\mathbb{Q}$ のときは $F(\mathfrak{m})$ は円分体か, またはその最大実部分体

になるから, $F(\mathfrak{m})/F$ は NIB をもつ. さらに, $F\subset k\subset K<\subset F(\mathfrak{m})$ としたとき,
$K/k$ の NIB の存在も気になる. [11, Theorem 53] では, $F=\mathbb{Q}$ かつ $\mathfrak{m}=p\infty$ の

とき $K/k$ の NIB の存在を調べた ($p$ は奇素数で, $\infty$ は $\mathbb{Q}$ の唯-つの無限素点で
ある). その結論として, 拡大次数が 2 ベキのものを除くと, 多くの $K/k$ は NIB を

もたないことが得られた. では, 一般の $F$ についてはどうなるのであろうか. そこ

で $F$ が 2次体のとき問題 5を考えることにする. $F$ を 2次体にする理由は, 体次

数が小さいので単数群のランクも小さく, 問題が扱いやすいからである. 得られた結

果は, $F=\mathbb{Q}$ の場合とは大分違うものになり, 面白かった. ところで, $F(\mathfrak{m})/F$ が

relative integral basis (RIB と略す) をもつのか気になるだろう. もしそうでないな

らば, NIB をもちはしないのだから. これに関して次が成り立つ.

命題 6. $F$ を有限次代数体とし, $\mathfrak{m}$ を平方因子をもたない $F$ の整因子とする. $F$

の類数 $h_{F}$ は奇数であると仮定する. このとき, $F(\mathfrak{m})/F$ は RIB をもつ.

証明. $K:=F(\mathfrak{m}),$ $n:=[K : F]$ とおく. $\mathfrak{p}_{1},$ $\cdots,$
$\mathfrak{p}_{S}$ を $\mathfrak{m}$ の有限部分 $\mathfrak{m}_{0}$ のすべ

ての素因子とする. $1\leq\forall i\leq s$ に対して, $e_{i},$
$f_{i},$ $g_{i}$ を各々親の $K/F$ における分

岐指数, 相対次数, 分解の個数とする. また, 簸を $\mathfrak{p}_{i}$ の上にある $\mathit{0}_{K}$ の素イデアル

とし, これを 1つとり固定する. $D_{K/F}$ で $K/F$ の差回を表わし, $Z_{i}$ を $\mathfrak{p}_{i}$ の $K/F$

における分解群とする. $\forall\sigma\in Z_{i}$ について, $\mathfrak{P}_{i}^{\sigma}$ は $K/F$ において tamely ramified
であるから, $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{P}^{\sigma}}.\cdot(D_{K/F})=ei-1$ である. したがって,

$D_{K/F}$ . $=i \prod_{=1}^{S}\prod_{\sigma\in Zi}\mathfrak{P}i(e_{i}-1)\sigma$ .

$d_{K/F}$ で $K/F$ の判別式を表わすと, $N_{K/F}\mathfrak{P}_{i}^{\sigma}=N_{h’}/F\mathfrak{P}i=\mathfrak{p}_{i}^{f}i$ より,

(1) $d_{K/F}=NK/FD_{\mathrm{A}}.r/F= \prod e\prod \mathfrak{p}_{i}^{(e:,-1)}f.\cdot=\prod \mathfrak{p}_{i}^{(1)f:g:}S\mathrm{e}_{i}-$ .
$i=1\sigma\in Z_{i}$ $i=1$
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各 $i(1\leq i\leq S)$ について,

$e_{i}fig_{i}=n=[K : F(\mathrm{m}\mathfrak{p}_{i}^{-1})][F(\mathfrak{m}\mathfrak{p}^{-1}i) : F(1)]hp$ .

$\mathfrak{m}$ は平方因子をもたないから, $\mathfrak{p}_{i}\{\iota \mathfrak{n}\mathfrak{p}_{i}-1$ . よって, $\mathfrak{p}_{i}$ は $p(\mathfrak{m}\mathfrak{p}_{i}^{-1})/F$ において不分

岐である. ゆえに, $e_{i}|[K$ : $F(\mathfrak{m}\mathfrak{p}_{i}^{-}1)|$ を得る. したがって, 上式から $h_{F}|$ figi. (1)
より $d_{K/p}$ は単項イデアルである. ところで, Artin の結果によれば, $\theta$ を有限次拡
大 $\mathrm{A}^{\nearrow}/F$ の任意の原始元 $(K=F(\theta))$ とすると, $\mathit{0}_{F}$ の分数イデアル $a$ が存在して,
$d_{K/}F=dK/F(1, \theta, \theta^{2}, \cdots, \theta^{n-1})\emptyset^{2}$ と書ける. ここで, $d_{K/F}(1, \theta, \theta^{2}, \cdots, \theta^{n-1})$

は 1, $\theta,$ $\theta^{2},$
$::.\cdot,$

$\theta^{n-1}$ の $K/.F$ における判別式を表わす. さらに, $K/F$ が RIB を

もつ必要+分条件は $\alpha$ が単項イデアルになることである ([3, 第 3章, 定理 49系 2

と定理 410] にそれらの詳しい説明がある). 上に述べたことから, $a^{2}$ は単項であり,
$h_{F}$ は奇数だから $\alpha$ が単項イデアルになる. ゆえに, $K/F$ は RIB をもつ. $\text{口}$

2. 使う方法と準備 (体 $K^{\mathfrak{p}}$ の定義)

我々は $F$ が 2次体のときに問題 5を扱う. $F$ が $h_{F}>1$ をみたす実 2次体のと

きは, 定理 13より $F(\mathfrak{m})/F$ は ‘ほとんど’ NIB をもたないことがわかる. したがっ

て, $h_{F}=1$ のときに問題 5の答えを見\acute \supsetけなければならない. また, $F$ が偶数類数

をもつ虚 2次体の場合には, 命題 34から $F(\mathfrak{m})/F$ は NIB をもたない. よって, 奇

数類数のときに問題 5を扱うことになる. そして, 注意 1を考慮すれば $\iota \mathfrak{n}$ が素イデ

アルのときをまず初めに考えるべきであちう. そこで次のような体を考える.

定義 7. (体 $K^{\mathfrak{p}}$ の定義) $F$ を奇数類数をもつ有限次代数体とし, $\mathfrak{p}$ をある奇素数

の上にある $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルとする. $a_{\mathfrak{p}}.:=[F(\mathfrak{p}) : F(1)]$ とおき, $a_{\mathfrak{p}}$ は偶数である

と仮定する. このとき, $F(\mathfrak{p})/F$ の 2次部分拡大 $K/F$ が–意的に存在する. なぜな

ら, $F(\mathfrak{p})/\dot{F}(1)$ は偶数次巡回拡大だから, その 2次部分拡大 $M/F(1)$ が–意的に存

在する. そして, $M/F$ は Abel 拡大で, $F(1)/F$ は奇数次拡大であるから, $M/F$ の

2次部分拡大 $\mathrm{A}’/F$ が–意的に存在することがわかる. そこで, $\mathfrak{p}$ により –意的に決

まるこの体 $K$ を $K^{\mathrm{p}}$ と書くことにする. $\mathfrak{p}$ \dagger 2より $K^{\mathfrak{p}}/F$ は tamely ramified であ
り, $\mathfrak{p}$ のみが分岐する分岐拡大である. $\square$

もし $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもたないならば, 注意 1により $F(\mathfrak{p})/F$ も NIB をもたない
ことがわかる. また, $[F(\mathfrak{p}) : F]=2$ かつ $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもつならば, $p(\mathfrak{p})/F$ は

NIB をもつこともわかる. このように $\mathfrak{m}=\mathfrak{p}$ に関する問題 5の答えを見つけられる
(でも, 完全解答ではありません). これらに対する具体例については, 注意 19および

例 21, 22, 24, 27, 28, 29, 30, 31, 32を参照せよ.

注意 8. 密度定理により, $a_{\mathfrak{p}}$ は偶数であり, $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもち, かつ $\mathfrak{p}$ が $F/\mathbb{Q}$

で完全分解するような $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルやは無限個存在することがわかる. 口
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注意 9. G\’omez Ayala and Schertz [7, Satz 1] は次のことを示している: $F=$

$\mathbb{Q}(\sqrt{m}),$ $m=-2,$ $-11,$ $-19,$ $-43,$ $-67,$ $-163(h_{F}=1)$ のとき, $K^{\mathfrak{p}}/F\text{が}$ , した
がって $F(\mathfrak{p})/F$ が NIB をもたないような $\mathit{0}_{F}$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ が無限個存在する. 上

の方法は彼らの方法の-般化であり, $F$ が虚 2次体のとき我々はこの結果の拡張を
得ることができる (定理 37と注意 38を参照のこと). 口

$F$ の単項イデアルからなる群を考える:

$S_{4}:=$ { $xo_{F}|x\in F^{\cross},$ $x\equiv 1$ mod 4かつ $x$ は出向}.

$K^{\mathfrak{p}}/F$ は 2次拡大だから, NIB の存在に関する判定条件は次のように簡潔に書ける.

命題 10. 定義 7と同じ仮定の下で, $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもつ必要十分条件は, $\mathfrak{p}\in S_{4}$

である. さらに $\mathfrak{p}=\pi \mathit{0}_{F}$ , $\pi\in \mathit{0}_{F},$ $\pi\equiv 1$ mod 4かつ $\pi$ は総正ならば, $\{(1+$

$\sqrt{\pi})/2,$ $(1-\sqrt{\pi})/2\}$ は $\mathit{0}_{K^{\mathrm{p}}}$ の free $0_{F}$-basis になる.

注意 11. 以下に述べるすべての結果においてや $\in S_{4}$ が成り立つとき, $\mathfrak{p}$ の生成

元 $\pi$ を具体的に決定している. $a_{\mathfrak{p}}$ が偶数であるという仮定は, 必ずしも強い条件と
はならない. 実際, $F$ があるタイプの奇数類数の実 2次体か, または奇数類数の虚 2

次体のとき, $\mathfrak{p}$ が $F/\mathbb{Q}$ で惰性するならば $a_{\mathfrak{p}}$ は偶数になる (定理 18と命題 36を参
$\text{照のこと})$ . 口

論文 [13] を書くことになるきっかけは, G\’omez Ayala and Schertz [7] にあった. 小

松啓–さんからこの論文に関連する質問をされた: $F$ が実 2憎体で, $[F(\mathfrak{p}) : F]=2$

のとき, $F(\mathfrak{p})/F$ が NIB をもつ, またもたないような $\mathfrak{p}$ の例はあるかと聞かれたと思

う (答えはどちらもあります; それらが無限個あるかどうかは示せなかったが). それ
で [7] の結果を分析するために, ドイツ語を小松さんに教えていただきながら自家製
ノートを作り始めたのが 1996年 2月 25日である. 具体例が知りたくて, 計算機でプ
ログラムを書くことにする. ぼくにとってこれはほぼ初めての経験だった. UBASIC
(木田ソフト) を使うことにする. 呼び出し関数として 2次体の類数と基本単数が求
められ, とても便利だった. 素イデアル $\mathfrak{p}$ が単項であるか否かを判定し, そうならば
その生成元を求めるための計算方法が知りたくて文献を漁ったが, 結局, 高木の初等
整数論講義が役に立ったのには驚いた. 明示的には書かれていないのだが, よく読む
とヒントになることが散りばめられていた. 和田秀男さんがよく, “高木の初等整数

論講義は面白い本ですね” とおっしゃっていた意味がわかったような気がした. プロ

グラムを動かしてデータをとると, いくつかのパターンが顕れる. それほど複雑なこ

とを扱っているわけではないので, これは–般に成り立つだろうと確信できた. 小松

さんの御厚意により, 1997年 3月の早稲田大学におけるシンポジウムにおいて, この

ことを予想として話させていただいた. 計算機は予想を教えてくれたが, 残念ながら
その証明を教えてくれなかった. 奇素数および 4を法とした, 実 2次体の基本単数

の位数およびその挙動をどう捕らえたらよいかわからなかった. 幸いにも, ぼくの講

演を聴いていた Lemmermeyer さんがそのヒントを与えてくださった (cf. [12]). そ

れで予想の証明方法が, 順々にわかってきた. その過程において, 計算機は証明を教
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えてくれなかったけど, 証明を推し進める上で力強い支援をしてくれることがわかっ
た. こうしてここで述べる結果を得ることになったのである. ぼくにと,\supsetそ初めての
経験が多くて, とても面白かった.

そういう理虐で, 小松さんと Lemmermeyer さんの御厚意には心から感謝いたし
ます. また, この原稿を書く上で, 市村文男さんから助言をいただきました. とくに,
命題 6を考えることを強く勧められました. お三人の方, 本当にありがとうございま
した.

注意 12. 1999年 1月末, 文献 [6] と [8] の存在を知りました. それで, [13] の内
容を書き換えています. Section 4の $F$ が虚 2次体の場合の結果が大幅によくなり
そうなのですが, この原稿は元のままにしておきます. とくに, ここで述べた方法が
$F(\mathfrak{p})/F(1)$ の NIB の非存在に関する結果を出すのに使えそうです. $\square$

3. 実 2次体に関する結果

この節において, $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を実 2次体とする. だだし, $m\in \mathbb{Z}$ は $m>1$ を

みたし, 平方因子をもたない. $\epsilon(>1)$ を $F$ の基本単数とする.
$F$ の蛸壺が 1でないときは, 定理 4と $F$ の単数群のランクが 1であることから

次のことがわかる.

定理 13. $g$ を既約剰余類群 $(\mathit{0}_{F}/4_{\mathit{0}_{F}})^{\mathrm{X}}$ における $\epsilon$ mmod 4の位数とする. $h_{F}>1$

と仮定する. このとき, $F(1)/F$ が NIB をもつための必要十分条件は, $h_{F}=2$ かつ

$g$ が奇数であり, さらにこれが成り立つとき, $\{(1+\sqrt{\epsilon^{g}})/2, (1-\sqrt{\epsilon^{g}})/2\}$ は $\mathit{0}_{F(1)}$

の free $0_{F}$-basis になる. とくに, $h_{F}\neq 2$ または $g$ が偶数ならば, $F$ の任意の (平
方因子をもたない) 整因子 $\mathfrak{m}$ について $F(\mathfrak{m})/F$ は NIB をもたない.

注意 14. $(\mathit{0}_{F}/4\mathit{0}_{F})^{\cross}$ の平方元の計算により, $g|2,4$ または 6を得る (cf. [14,
Proposition 1の証明]). したがって, $g$ が奇数ならば $g=1$ または 3. $m=$

$39,55,66,105,114,146,155,178,203$ のとき, $h_{F}=2$ かつ $g=1$ . $m=205,221$
のときは, $h_{F}=2$ かつ $g=3$ . 口

定理 13は, 問題 5の解答としてほぼ満足できるものである. 次に, 類数が 1の実
2次体を扱わなければならない. 以下に述べるほとんどの結果は, 忌数が 1に限らず,
奇数類数をもつ実 2次体に対して成り立つ. そこで, いまから $h_{F}$ は奇数であると仮
定する. そのとき, genus theory により $m$ の形は次のようになる:

Case 1 $m=\ell$ , $\ell$ : 素数, $p\equiv 3$ mod 4,

Case 2 $m=p_{1}\ell_{2}$ , $p_{1}$ : 素数, $P_{1}\equiv 3$ mod 4, $p_{2}:=2$ ,

Case 3 $m=p_{1}\ell_{2}$ , $\ell_{i}$ : 素数, $P_{i}\equiv 3$ mod 4 $(i=1,2)$ ,

Case 4 $m=\ell$ , $l$ : 素数, $P\equiv 1$ mod 4,
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または $m=2$ ([5, Corollary of Theorem 2.17]). 初めの 3つの場合では, $N_{F/\mathbb{Q}}\epsilon=1$

であり, 後の 2つの場合は $N_{F/\mathbb{Q}}\epsilon=-1$ であることを注意する.

以下, この節の最後まで $\mathfrak{p}$ を奇素数 $p$ の上にある $\mathit{0}_{F}$ の素イデァルとする.
命題 10を使って得られる結果は, $\mathfrak{p}$ の $F/\mathbb{Q}$ における分岐の仕方により異なる.

$\mathfrak{p}$ が分岐, 惰性, 分解する順にそれらを述べてゆく.

定理 15. $\mathfrak{p}$ は $F/\mathbb{Q}$ で分岐すると仮定する、 $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ は Case 4の奇数類数

の実 2次体であり, かつ $m\equiv 1$ mod 8をみたすとする (これら 2つの仮定をみたさ
なければ, 2{ $a_{\mathfrak{p}}$ となる). このとき, 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ かつ $I\acute{\mathrm{t}}^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ.

次の定理は, $F(\mathfrak{p})/F$ の奇素数次部分拡大についての考察 [11, Proposition 4.5] を

使って示せる.

定理 16. $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を類数 1の実 2次体とする. \sim は $F/\mathbb{Q}$ で分岐すると仮定

する. Case $1\sim 3$ において $p\neq 3$ , Case 4においては $p-1$ が 2 ベキではない $(p\neq 5$

かつ $p\equiv 5$ mod 8ならば $p-1$ は 2 ベキではない) と仮定する. このとき, $F(\mathfrak{p})/F$

は NIB をもたない.

例 17. $m=p=41$ とする. そのとき, $F$ は Case 4の体であり, . $h_{F}=1$ ,
$[F(\mathfrak{p}) : F]=(p-1)/4=10$ . 定理 15より $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつが, 定理 16より

$p(\mathfrak{p})/F$ {は NIB をもたない. $\square$

定理 18. やは $F/\mathbb{Q}$ で惰性すると仮定する. また, 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ と仮定する (この条件

{は, $N_{F/\mathbb{Q}}\epsilon=1$ または “
$N_{F/\mathbb{Q}}\epsilon=-1$ かつ $p\equiv 1$ mod 4” のときに限り成り立つこ

とがわかる). このとき, $m\equiv 2$ mod 4かつ $\epsilon\equiv 1+2\sqrt{m}$ mod 4ならば, $K^{\mathfrak{p}}/F$

が NIB をもつ $\Leftrightarrow p\equiv 1$ mod 4. その他のときは $I\mathrm{t}^{\prime \mathfrak{p}}/F$ はいつも NIB をもつ.

注意 19. $F$ を $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}2$ の体とする. $\delta:=1$ または 3とおく. このとき , 密度定理によ

り $p\equiv\delta$ mod 4をみたし, かつ $F/\mathbb{Q}$ で惰性する奇素数 $p$ は無限個ある. したがって,

$m\equiv 2$ mod 4かつ $\epsilon\equiv 1+2\sqrt{m}$ mod 4な過ば (例えば $m=6,22,38,86,118$, $\cdot$ . .

のとき), $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもつような惰性する素イデアルリは無限個あるし, そうで

ないものも無限個存在する. $\square$

いまからこの節の最後まで, $\mathfrak{p}$ は単項イデアルであり, $F/\mathbb{Q}$ において完全分解す

ると仮定する.
$\mathfrak{p}=\pi \mathit{0}_{F}$ かつ $\pi>0$ をみたす $\pi\in 0_{F}$ を 1つとり固定する. $\pi$ の $F/\mathbb{Q}$ における

非自明な共役を $\pi’$ で表わす. $\pi=a+b\omega(a, b\in \mathbb{Z})$ とかく. ここで, $m\not\equiv 1$ (resp.

$m\equiv 1)$ mod 4ならば $\omega:=\sqrt{m}$ (resp. $:=(1+\sqrt{m})/2$ ) とおいた. また, $m\equiv 1$

mod 4ならば $M:=(m-1)/4$ とおく.

定理 20. $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を Case 1または 2の体とする. 2 $|a_{\mathrm{P}}$ と仮定する (この

条件は, $p\equiv 1$ mod 8と同値になる). このとき,

(I) Case 1では, $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ.
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(II) Case 2では, $a$ は奇数であり, $\epsilon$ が mod 4で次の 2つのいずれかに合同
になり, 各主張が成り立つ.

(i) $\epsilon\equiv-1\mathrm{m}\circ \mathrm{d}4$ ならば, $p\equiv 1$ (resp $\equiv 9$) $\mathrm{m}\circ \mathrm{d}16$ のとき, $K^{\mathfrak{p}}/F$

は NIB をもつ $\Leftrightarrow a\equiv\pm 1$ (resp. $\equiv\pm 3$ ) mod 8.
(ii) $\epsilon\equiv 1+2\sqrt{m}\mathrm{m}\circ \mathrm{d}4$ ならば, $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ $\Leftrightarrow a\equiv 1$

mod 4.

例 21 (Case 2; (II-i)). $m=2:7$ のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=15+4\sqrt{m}\equiv-1$ mod 4.

例 22 (Case 2; (II-ii)). $m=2\cdot 3$ のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=5+2\sqrt{m}\equiv 1+2\sqrt{m}$

mod 4.

定理 23. $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を Case 3の体とする. 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ と仮定する (この条件は, $p_{1}$

が $\mathrm{m}\circ \mathrm{d}p$ で平方剰余であることと, あるいは $\pi’>0$ と同値になる). このとき, $\epsilon$ は

mod 4で次の 3つのいずれかに合同になり, 各主張が成り立つ.

(i) $\epsilon\equiv-1$ mod 4のとき, $m\equiv 1$ mod 8ならば $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ.
$m\equiv 5$ mod 8ならば, $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をも $’\supset$ための必要十分条件は $b$ が偶

数になることである.

(ii) $\epsilon\equiv M+1+\omega$ または $-(M+\omega)$ mod 4のとき, $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ.
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例 24 (Case 3; $(\mathrm{i})$ ). $m=3\cdot 47=141\equiv 5$ mod 8 のとき, $h_{F}=1$ , $\epsilon=$

$87+16\omega\equiv-1$ mod 4.

定理 25. $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を Case 4の体とする. 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ と仮定する. このとき, $\epsilon$ は

mod 4で次の 3つのいずれかに合同になり, 各主張が成り立つ.

(i) $\epsilon\equiv(1-2M)\sqrt{m}$ mod 4のとき, $I\acute{\mathrm{t}}^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもつ $\Leftrightarrow\pi\equiv 1$ また

は $(1-2M)\sqrt{m}$ mod 4.
(ii) $\epsilon\equiv M-1+\omega$ または $M-2+\omega \mathrm{m}\circ \mathrm{d}4$ のとき, $m\equiv 5$ mod 8であり, か

つ $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をもつ $\Leftrightarrow\pi\equiv 1,$ $M+\omega,$ $-(M+1+\omega),$ $1+2\omega,$ $M-2+\omega$

または $M-1+\omega$ mod 4.

注意 26. 計算機を使って $a_{\mathfrak{p}}$ を求めることはできる. しかしながら, 定理 20, 23
のように $a_{\mathfrak{p}}$ が偶数になるための特徴付けをこの Case では見つけることができな
かった. それ故 Case 4の体の手強さを感じた. 口

例 27 (Case 4; $(\mathrm{i})$ ). $m=409\equiv 1$ mod 8のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=$ 106387620283+
$11068353370_{\omega}\equiv 3+2\omega\equiv\sqrt{m}$ mod 4.
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例 28 (Case 4; $(\mathrm{i})$ ). $m=37\equiv 5$ mod 8 のとき, $h_{F}=1$ , $\epsilon=5+2\omega\equiv$

$1+2\omega\equiv-\sqrt{m}$ mod 4.

例 29 (Case 4; $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ). $m=2293\equiv 5$ mod 16のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=$

$21890901812+933807029\omega\equiv\omega$ mod 4.
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例 30 (Case 4; $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ). $m=2749\equiv 13$ mod 16のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=$

$57581648522+2239184645\omega\equiv 2+\omega$ mod 4.

例 31 (Case 4; $(\mathrm{i}\mathrm{i})$). $m=1621\equiv 5$ mod 16のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=$

$2351907622159+119806883557\omega\equiv-1+\omega$ mod 4.
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例 32 (Case 4; $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ). $m=1549\equiv 13$ mod 16のとき, $h_{F}=1,$ $\epsilon=$

329861957297$\cdot$ $+17199418961\omega\equiv 1+\omega$ mod 4.

注意 33. $m=2$ かつ 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ と仮定する. そのとき, いつも $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ
ように思えるが, 証明はできなかった. ロ

4. 虚 2次体に関する結果

この節において, $F=\mathbb{Q}(\sqrt{m})$ を虚 2次体とする. だだし, $m\in \mathbb{Z}$ は $m<0$ を

みたし, 平方因子をもたない.

命題 34. $F$ を偶数類数をもつ虚 2次体とする. このとき, $F(1)/F$ は NIB をも

たない. とくに 7 $F$ の任意の (平方因子をもたない) 整因子 $\mathfrak{m}$ について $F(\uparrow \mathfrak{n})/F$ は

NIB をもたない.

命題 34は, 問題 5の解答となる. 次に, $h_{F}$ は奇数であると仮定し, 命題 10を
使って問題 5に取り組む. ところが, 分岐する $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルには命題 10を適用
することはできないことを注意する. いま, $h_{F}$ は奇数であるから genus theory より
$m=-1,$ $-2$ または $-\ell$ となる. ただし, $p$ は乏 $\equiv 3$ mod 4をみたす素数である.

命題 35. $m:=-1$ または $-3$ とする. $\mathfrak{p}$ を奇素数 $p$ の上の $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルとす
る. このとき,

(I) 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ となるための必要十分条件は, $\mathfrak{p}$ は $F/\mathbb{Q}$ で惰性するか, または分
解して, かつ $m=-1$ (resp. $=-3$) のとき合同条件 $p\equiv 1$ mod 8(resp.
$p\equiv 1$ mod 12) をみたすことである.

(II)2 $|a_{\mathfrak{p}}$ のとき, $K^{\mathfrak{p}}/F$ はいつも NIB をもつ.
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命題 36. $\mathfrak{p}$ をある奇素数の上にある $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルとし, \sim は $F/\mathbb{Q}$ で惰性す

ると仮定とする. このとき, 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ かつ $K^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもつ.

定理 37. $m=-2$ のとき, $F/\mathbb{Q}$ で完全分解する $\mathit{0}_{F}$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ が無限個存

在して, 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ かつ $I\mathrm{f}^{\mathfrak{p}}/F$ は NIB をもたない. $m=-\ell,$ $l$ : 素数, $\ell\equiv 3$ mod 4の

ときは, 次のことを仮定すると同じ主張が成り立つ:

(2) $p_{0}\equiv 1$ mod 4, $p> \frac{p_{0}-1}{4},$ $( \frac{p}{p_{0}})=1$

をみたす素数 $p_{0}$ がある. ここで, 第 3番目の式の左辺は平方剰余記号である.

注意 38. $(\ell_{p_{0}},)=(11,5),$ $(19,5),$ $(43,13),$ $(67,17),$ $(163,41)$ とする. このとき,
組 $(\ell_{P0},)$ は条件 (2) をみたす. したがって, 定理 37は G\’omez Ayala and Schertz [7,

Satz 1] を導く. 口

定理 39. $m\equiv 1$ mod 8と仮定する. $\mathfrak{p}$ を奇素数 $p$ の上にある $\mathit{0}_{F}$ の素イデアル

とし, $\mathfrak{p}\text{は}.F/\mathbb{Q}$ で完全分解すると仮定する. このとき, 2 $|a_{\mathrm{P}}\Leftrightarrow p\equiv 1$ mod 4.
さらに 2 $|a_{\mathfrak{p}}$ のとき, $K^{\mathfrak{p}}/F$ が NIB をも\acute \supset ための必要十分条件は $\mathfrak{p}$ が単項になるこ

とである. したがって, $m=-7$ かつ $p\equiv 1$ mod 4のとき, $h_{F}=1$ だから $K^{\mathfrak{p}}/F$

はいつも NIB をもつ.
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