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\S 1 $\cdot$ 導入

関数 $f(z)=_{Z}+ \sum^{\infty}n=2a_{n}zn$ が単位円 $U=\{z\in \mathrm{C}:|z|<1\}$ 内で正則とする. この関数の集合を

$A$ とおく. このとき, $0\leq\alpha<1$ として,

${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\alpha$ $(z\in U)$ (1.1)

をみたす関数 $f(z)\in A$ を位数 $\alpha$ の星型関数といい, この関数の族を $S^{*}(\alpha)$ とおく. また, $f(z)\in A$

が $0\leq\alpha<1$ に対して,

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(Z)}{f(z)},\}>\alpha$ $(z\in U)$ (12)

をみたすとき, 位数 $\alpha$ の凸型関数という. この関数の族を $K(\alpha)$ とかく. 特に $S^{*}(0)=S*,$ $K(0)=K$

とおく.

Marx [9] と Strohh\"acker [11] は次の結果を示した.

定理 A. 任意の $f(z)\in A$ について,

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(z)}{f(z)},\}>0(z\in U)$ ならば ${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\frac{1}{2}(z\in U)$, (1.3)

すなわち,

$K(0) \subset S^{*}(\frac{1}{2})$ (1.4)

が成り立つ.

Jack [7] はこの結果を部分的に拡張した. そして, 次の定理を $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}[8]$ が示し, さらに

Willken-Feng [$13|$ は新しい方法でこの定理を完全に証明した.
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定理 B. 任意の $f(z)\in A$ について,

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(z)}{f(z)},\}>\alpha(z\in U)$ ならば ${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\beta(z\in U)$ , (1.5)

すなわち,

$K(\alpha)\subset S^{*}(\beta)$ (1.6)

が成り立つ. ただし,

$\beta=\{$

$\frac{1-2\alpha}{2^{2-2\alpha}(1-2^{21}\alpha-)}$ $( \alpha\neq\frac{1}{2})$ ,

$\frac{\mathrm{l}}{2\log 2}$ $( \alpha=\frac{1}{2})$

(1.7)

である.

ここではこの定理を管葉解析関数の場合にどのように拡張できるかについて調べる. 完全な拡

張定理は得られなかったが, 興味ある結果が分かったのでそれを報告したい.

\S 2. 準備

$p$ と $n$ を正の整数として, $U$ 上での正則関数 $f(z)=z^{p}+ \sum_{k=n}^{\infty}ap+kz^{p+k}$ の集合を $A_{p}(n)$ とお

$\text{く}$ . $0\leq\alpha<p$ について $f(z)\in A_{p}(n)$ が

${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\alpha$ $(z\in U)$ (2.1)

をみたすとき, 位数 $\alpha$ の ?葉星型関数といい, この関数の族を $S_{p}^{*}(\alpha)$ とおく. また, 同様に $0\leq\alpha<p$

として,

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(z)}{f(z)},\}>\alpha$ $(z\in U)$ (2.2)

をみたす関数 $f(z)\in A_{p}(n)$ を位数 $\alpha$ の $P$-葉凸型関数といい, この関数の族を $\mathrm{A}’(p\alpha)$ とする. 特に

$A_{p}(1)=A_{p}$ とおく. また $A_{1}=A,$ $s_{1}^{*}(\alpha)=s*(\alpha),$ $K1(\alpha)=K(\alpha)$ である.

2 っの補題が必要である. 補題 1は Fukui-Sakaguchi [5], Jack [7], Miller-Mocanu [10] が示し

た. 補題 2は補題 1を使って得られた ([2] 参照).

補題 1. $n\geq 1$ とし, 関数 $w(z)= \sum_{k=n}^{\infty}a_{k}Z^{k}$ を $U$ で正則とする. $\max|z|=r|w(z)|=|w(z_{0})|$ となる

$z0=r\mathit{0}ei\theta_{0}(r_{0<}1)$ が存在すれば, $\frac{z_{0}w’(Z0)}{w(Z_{0})}\equiv m$ は実数で, $m\geq n$ となる.
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補題 2. $P$ と $n$ を正の整数とし, 関数 $p(z)=p+ \sum_{k=n}^{\infty}bk^{Z}k$ は $U$ で正則と $\text{する}$

.
$\cdot$ このとき, ある

$z_{0}\in U$ が存在して, ${\rm Re}\{p(Z)\}>{\rm Re}\{p(Z_{0})\}\equiv\gamma(|z|<|z_{0}|)$ であれば,

${\rm Re} \{\frac{z_{0}p’(z\mathrm{o})}{p(z\mathrm{o})}\}\{$

$\geq\frac{n\gamma}{2(\gamma-p)}$ $(\gamma\leq 0)$ ,

$\leq\frac{n\gamma}{2(\gamma-p)}$ $(0 \leq\gamma\leq\frac{p}{2})$ ,

$\leq\frac{n(\gamma-p)}{2\gamma}$ $( \frac{p}{2}\leq\gamma<p)$ ,

(2.3)

となる.

注意. 補題 2で,

$p(z)= \frac{p-(2\gamma-p)zn}{1-z^{n}}$

とすると, (2.3) のいずれも等号が成立する.

\S \theta . 主定理

$f(z)\in A_{p}(n)$ のとき,

$p(z) \equiv\frac{zf’(z)}{f(z)}=p+pa_{n^{Z^{n}}}+\cdot$ ‘ $\cdot$ , $1+ \frac{zf’’(\mathcal{Z})}{f(z)},=p+bn^{Z^{n}}+\cdots$

の様に形式的に展開し, 仮定 ${\rm Re} \{\frac{1+zf’’(Z)}{f(z)},\}>\alpha(z\in U)$ があれば, $p(z)$ および $1+ \frac{zf’’(Z)}{f(z)},=$

$p(z)+ \frac{zp’(_{Z})}{p(z)}$ は正刷になる. 従って, 次の定理が得られる.

定理 1. 関数 $f(z)\in A_{p}(n)$ と与えられた $p,\alpha$ が $0\leq\alpha<p$ および

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(Z)}{f(z)},\}>\alpha$ $(z\in U)$ (3.1)

みたすならば

${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\beta$ $(z\in U)$ (3.2)

となる. ただし, $\beta$ は $0\leq\beta<p$ で

$0 \leq\beta\leq\frac{p}{2}$ かつ $\beta+\frac{n\beta}{2(\beta-p)}\leq\alpha$ (3.3)
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または

$\frac{p}{2}\leq\beta<p$ $\hslash^{\mathrm{a}}.\supset$ $\beta+\frac{2(\beta-p)}{n\mathcal{B}}\leq\alpha$ (3.4)

をみたすとする.

この定理は, $K_{p}(\alpha)\subset S_{p}^{*}(\beta)$ となるための十分条件が (3.3) または (3.4) であることを示している.

証明. 背理法による.

$p(Z)= \frac{zf’(_{Z)}}{f(z)}$

とおくと, $p(\mathrm{O})=p,$ $0\leq\beta<p$ より $z=0$ の近傍では ${\rm Re}\{p(Z)\}>\beta$ であるから, もし $z_{0}\in U$ が

存在して, ${\rm Re}\{p(z)\}>{\rm Re}\{p(z_{0}).\}\equiv\beta$ (I $<|z_{0}|$ ) 成立したとすると, 補題 2 $\text{から}$

,

(i) $0 \leq\beta\leq\frac{p}{2}$ のとき

$1+ \frac{z_{0}f’’(z_{0})}{f(z\mathrm{o})},=p(z\mathrm{o})+\frac{z_{0}p’(z\mathrm{o})}{p(z\mathrm{o})}$

ゆえに

${\rm Re} \{1+\frac{z_{0}f’’(z_{0})}{f(Z_{0})},\}\leq\beta+\frac{n\beta}{2(\beta-p)}<\alpha$

となり, 仮定に反する.

(\"u) $\frac{p}{2}\leq\beta<p$ のときも同様にして示される.

定理 1で $\alpha=0,$ $p=n=1$ とおくと, 定理 A が得られる. なお, $p\geq 2$ のときには ${ }$ $<p$ と

$n\geq P$ の場合によって, 次のように異なる結果となる.

系 1. $P\geq 2,1\leq n<P$ とし, $f(z)\in A_{p}(n)$ とする. ${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(Z)}{f(z)},\}>0(z\in U)$ なら

ば ${\rm Re} \{\frac{zf’(_{Z)}}{f(z)}\}>0(z\in U)$ である. すなわち, $K_{p}(0)\subset S_{p}^{*}(0)$ である. これは sharp な結果である.

この系の $n=1$ の場合は Fukui [4], Sugawa [12] が示した. $n=1$ で $S_{p}^{*}(0)$ に属するというこ

とはどんな正の数 $\beta$ に対しても, $S_{P}^{*}(\beta)$ で置き換えることが出来ないことは, 具体的な関数を作っ
て示された. 後で $1<n<p$ の場合についても証明する.

系 2. $2\leq P\leq n$ とする. このとき, $f(z)\in A_{p}(n)$ が $f(z)\in K_{p}(0)$ ならば

$P\leq n\leq 2p$ のとき ${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>p-\frac{n}{2}$ $(z\in\dot{U})$ (3.5)

$2p\leq n$ のとき ${\rm Re} \{\frac{zf’(z)}{f(z)}\}>\frac{-n+\sqrt{n^{2}+8np}}{4}$ $(z\in U)$ (3.6)
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となる.

特に, $n=p$ のときは次のようになる.

系 $. $f(z)$ を $f(z)\in A_{p}(p)$ つまり $f(z)=z^{p}+ \sum_{k=2p}^{\infty}a_{k}z^{k}$ の形の $U$ での正則とする.

${\rm Re} \{1+\frac{zf’’(Z’)}{f(z)},\}>0(z\in U)$ ならば ${\rm Re} \{\frac{zf’(Z)}{f(z)}\}>\frac{P}{2}(z\in U\rangle$ を得る. すなわち,\rightarrow $K_{p}(0)\subset$

$S_{p}^{*}( \frac{p}{2})$ である. これは sharp な結果であって, 関数 $f(z)= \frac{z^{p}}{1-z^{p}}$ がそれを保証する.

系 3は $p=1$ のとき定理 A となって, これは定理 A の一つの拡張である.

\S 4. sharp な評価を求めて

前節の系 1の $S_{p}^{*}(0)$ は sharp な評価である. 系 2は十分条件であって, さらに sharp な評価
が望まれる. 系 3はそのままで十分評価できているが, この節での特別な場合の中に含まれる.

2つの解析関数 $f(z),g(z)\in A_{p}(n)$ について,

$f(z)=p \int_{0}^{\mathrm{z}}$ $\frac{g(w)}{w}dw\Leftrightarrow 1+\frac{zf’’(z)}{f(z)},=\frac{zg’(Z)}{g(z)}$ (4.1)

であるから,

$f(z)\in K_{\mathrm{P}}(\alpha)\Leftrightarrow g(z)\in S_{p}^{*}(\alpha)$ (42)

となる. いま, 任意の $g(z)\in S_{p}^{*}(\alpha)$ に対して, g0 $(z)= \frac{z^{p}}{(1+z^{n})21\mathrm{P}^{-}\alpha)/n}$ が–つの極値関数になり,

$\frac{zg’(z)}{g(z)}\prec\frac{zg_{0}’(z)}{g_{0}(z)}=p\cdot\frac{p-(2\alpha-p)zn}{1+z^{n}}$ (4.3)

であることが知られている. ここに, 記号 $\prec$ は subordination を示す.

この g0 $(Z)\in S^{*}(p\alpha)$ に対して,

$f_{0}(Z)=p \int_{0}z\frac{g_{0}(w)}{w}dw=p\int 0\frac{w^{\mathrm{p}-1}}{(1+w^{n})^{2}(p-\alpha)/n}zdw\in R_{p}’(\alpha)$ (4.4)

と定義し ${\rm Re} \{\frac{zf_{0}’(z)}{f_{0}(z)}\}>\beta(z\in U)$ となる $\beta$ を求める. これは, すべての $z\in U$ における最小

の $\beta$ を求めることである. 条件から, $\frac{zf_{0}’(z)}{f_{0}(z)}$ は $U$ の正則関数を示し’ その調和関数 ${\rm Re} \{\frac{zf_{0}’(\chi)}{f_{0}(z)}\}$
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の最 fJ‘値を求め 6 $1^{\vee} \succeq\ovalbox{\tt\small REJECT}’\vee \mathrm{f}\mathrm{X}6\hslash\backslash \dagger\frac{\supset}{}$ , $|| \leq’\min_{z}{\rm Re}\{\frac{zf_{0}’(z)}{f_{0}\langle z)}\}(0<r<1)$ の $rarrow 1$ のときの値, または

inf ${\rm Re} \{\frac{zf_{0}’(Z)}{f_{0}(\chi)}\}$ を求めてもよい. 従って, $|z|=1$ つまり $z=e^{i\theta}$ として以下計算する.

いま, $f_{0}(z)=p \int_{0}^{z}\frac{w^{p-1}}{(1+w^{n})2(p-\alpha)/n}dw,$ $z=e^{i\theta} \text{として几}(ei\theta)=p(\int_{0}^{1}+\int_{1}^{e}.)|\theta=p(A+B)$

とおく. ただし,

$A= \int_{0}^{1}\frac{t^{p-1}}{(1+t^{n})2(p-\alpha)/n}dt>0$ , (4.5)

$B= \int_{1}^{e}\frac{w^{p-1}}{(1+w^{n})^{2(p}-\alpha)/n}:\theta dw=i\int^{\theta}0\frac{e^{i\alpha\theta}}{2^{(p-\alpha})/n(1+\cos n\theta)(p-\alpha)/n}d\theta$. (4.6)

よって,

$B=i[C(\theta)+iS(\theta)]$ , (4.7)

$C( \theta)=\int_{0}^{\theta}\frac{\cos\alpha\theta}{2^{\{p-\alpha})/n(1+\cos n\theta)^{(\alpha}p-)/n}d\theta$ , (4.8)

$S( \theta)=\int_{0}^{\theta}\frac{\sin\alpha\theta}{2(p-\alpha)/n(1+\cos n\theta)(p-\alpha)/n}d\theta$ (4.9)

を得る. $\alpha=0$ として, $\varphi\langle z$) $= \frac{zf_{0}’(Z)}{f_{0}(z)}$ とおくと,

$\varphi(e^{*\theta}.)=\frac{e^{i\theta}f_{0}’(e)\dot{i}\theta}{f_{0}(e^{\dot{2}})\theta}=\frac{df_{0’}(e^{i\theta})/d\theta}{if_{0}(e^{i})\theta}$

$= \frac{p[A+iC(\theta)]\prime}{ip[A+iC(\theta)]}=\frac{ipC’(\theta)}{ip[A+ic(\theta)]}=\frac{C’(\theta)}{A+iC(\theta)}$ .

ゆえに

${\rm Re} \{\varphi(e^{i\theta})\}=\frac{AC’(\theta)}{A^{2}+C^{2}(\theta)}$ . (4.10)

となり, この $0\leq\theta<2\pi$ における最小値を求めればよい. ここで

$C’( \theta)=\frac{1}{2p/n(1+\cos n\theta)p/n}>0$ (4.11)

である.

いま $k=p/n$ とおくと

(1) $k>1(p>n)$ ならば $0 \leq\theta<\min_{\pi}[{\rm Re}\{\varphi(e)i\theta\}]=0$ ,

(2) $k=1(p=n)$ ならば ${\rm Re} \{\varphi(ei\theta)\}=\frac{P}{2}$ ,

(3) $0<k<1(p<n)$ ならば $\min_{0\leq\theta<2\pi}[{\rm Re}\{\varphi(e)i\theta\}]=\frac{C’(\mathrm{o})}{A}$
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が示される.

なぜなら, (1) は, まず (4.10) より ${\rm Re}\{\varphi(e^{i}\theta)\}$ は正で, (4.5) より $A= \int_{0}^{1}\frac{t^{\mathrm{p}-1}}{(1+t^{n})2p/n}dt>0$,
(4.11) より $C’(\theta)$ も正だから, $\lim\varphi(e^{i\theta})=0$ となることを示せばよい.

$\thetaarrow\pi/n$

$C’( \theta)=\frac{1}{2^{2k}(\cos n\theta/2)^{2k}}$ , $C( \theta)=\int_{0}^{\theta}\frac{1}{2^{2k}(\cos n\theta/2)^{2k}}d\theta$

$n\theta$

で $t=\tan\overline{2}$ とおくと, $\thetaarrow\frac{\pi}{n}-0$ のとき $tarrow\infty$ となって,

$C’( \theta)=\frac{(1+t^{2})^{k}}{2^{2k}}=O(t)2k$
$(tarrow\infty)$ .

また,

$C( \theta)=\int_{0}^{t}2^{k}-1-n1(1+t)k-1dt=O(2k-1)t^{2}$ $(tarrow\infty)$ .

ゆえに $k>1$ のとき, $\frac{AC’(\theta)}{A^{2}+C(\theta)2}=O(t^{-}2k+2)$ より $\lim_{\thetaarrow\pi/n}\frac{AC’(\theta)}{A^{2}+C(\theta)2}=0$ .
次に, (2) $k=1$ の場合には (4.5), (4.8), (4.11) より

$A= \int_{0}^{1}\frac{t^{p-1}}{(1+i^{p})^{2}}di=\frac{1}{2p}$ , $C( \theta)=\int_{0}^{\theta}\frac{1}{2(1+\cos p\theta)}d\theta=\frac{1}{2p}\tan\frac{p\theta}{2}$ , $C’( \theta)=\frac{1}{4}\frac{1}{\cos^{2}(p\theta/2)}$

であるから $\frac{AC’(\theta)}{A^{2}+C(\theta)^{2}}=\frac{p}{2}$ を得る.

(3) $0<k<1$ のとき,

${\rm Re} \{\varphi(e^{i\theta})\}=\frac{AC’(\theta)}{A^{2}+C^{2}(\theta)}\geq\frac{C’(\mathrm{o})}{A}$ (4.12)

を示そう. (4.12) の各誌はすべて正であるから, $A^{2}( \frac{C’(\theta)}{C(0)},-1)\geq C^{2}(\theta)$ , つまり

$g(\theta)=A\sqrt{\frac{C’(\theta)}{C(0)}-1},-C(\theta)\geq 0$ (4.13)

を示せばよい. (4.11) より
$\underline{C’’(\theta)}$

$g’( \theta)=A\frac{c^{r}(\mathrm{o})}{2\sqrt{\frac{C’(\theta)}{C(0)}-1}},-C’(\theta)$

$\underline{p\sin n\theta}2^{2p/n}$

A $2^{p/n}(1+\cos n\theta)p/n+1$

$= \overline{2}\overline{\sqrt{\frac{2^{2p/n}}{2p/n(1+\cos n\theta)p/n}-1}}-\frac{1}{2p/n(1+\cos n\theta)p/n}$

$= \frac{1}{2p/n(1+\cos n\theta)p/n}\{\frac{Ap}{2}2^{2p}/n_{\frac{\sin^{n}\theta}{1+\cos n\theta}\frac{1}{\sqrt{\frac{1}{\cos^{2p/n}(n\theta/2)}-1}}}-1\}$
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となり, $\tan\frac{n\theta}{2}=t$ とおくと, $k=p/n(0<k<1)$ であるから

$g’( \theta)=\frac{1}{2^{2k}\cos^{2k}(n\theta/2)}\dagger\frac{Ap2^{2k-}1t}{\sqrt{(1+t^{2})^{k}-1}}-1\}$

で, $t<0$ なら $g’(\theta)<0$ で $g(\theta)$ は単調減少となる. $t>0$ なら $x=t^{2}$ として $\frac{t}{\sqrt{(1+t^{2})^{k}-1}}=$

$\frac{1}{\sqrt{\frac{(1+x)k-1}{x}}}$

となるが, 関数
$h(x)= \frac{(1+x)k-1}{x}-(x >0)$

は容易に分かるように, 単調減少
$x$

で $0<h(x)<k$ である. 従って, $\frac{t}{\sqrt{(1+t^{2})^{k}-1}}>\frac{1}{\sqrt{k}}>1$
を得る. また, -方 $A$ については

$0<w\leq 1$ ならば $\frac{\Gamma(w+1/2)}{\sqrt{\pi}\Gamma(w+1)}$ く $\frac{1}{2\sqrt{w}}$ が成り立つから, (4.5) より

$A= \int_{0}^{1}\frac{t^{p-1}}{(1+t^{n})2p/n}di=\frac{1}{2n}\int^{\infty}0\frac{u^{k-1}}{(1+u)^{2k}}du=\frac{1}{2n}B(k,k)=\frac{\sqrt{\pi}\Gamma(k)}{2^{2k}n\mathrm{r}(k+1/2)}\geq\frac{1}{2^{2k-1}n}\frac{1}{\sqrt{k}}$ .

ゆえに,

$g’( \theta)\geq\frac{1}{2^{2k2k}\cos(n\theta/2)}\{22k-1p\frac{1}{\sqrt{k}}\frac{1}{2^{2k-1}n}\frac{1}{\sqrt{k}}-1\}=0$

つまり, $t>0$ で $g(\theta)$ は単調増加である. 以上より, $g(\theta)$ は $\theta=0$ で最小となり, $g(\mathrm{O})=0$ である

から, $g(\theta)\geq 0$ . 従って, $f_{0}(z)=p \int_{0}^{z}\frac{z^{p-1}}{(1+Z^{n})^{2_{\mathrm{P}}}/n}dz$ は $k=p/n$ として, (4.12) より

${\rm Re} \{\varphi(e^{i}\theta)\}={\rm Re}\{\frac{zf_{0}’(_{Z)}}{f_{0}(z)}\}>\frac{n\Gamma(k+1/2)}{\sqrt{\pi}\Gamma(k)}$

となる. ゆえに

命題. 任意の $f(z)\in K_{p}(-)$ が

$\frac{zf’(_{Z)}}{f(z)}\prec\frac{zf_{0}’(Z)}{f_{0}(z)}$ (4.14)

をみたせば, $f(z)\in s*\mathrm{p}(\beta)$ である. すなわち

$I\zeta_{p}(\mathrm{o})\subset S_{p}^{*}(\beta)$ , $\beta=\frac{n\Gamma(p/n+1/2)}{\sqrt{\pi}\Gamma(p/n)}$

である. ただし, $n\geq P$ . この結果は sharp である.

注意. この命題で $p=1,$ $n=2$ とすると,

$K(0) \subset s^{*}(\frac{2}{\pi})$

となり $f(z)=\tan^{-}Z1$ がその sharpness を保証する.
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