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1. 序

数理計画法の分野では近年, 半田定値計画法 (SemiDefinite Programming, SDP) が注目を

集めている. これは線形計画法などを含む, より大きな凸計画の枠組みであり, 線形制約に加
えて対称行列の半正定値条件も考慮することができる. また, 主・双対内点法 [1] の適用によ
り, 多項式時間で最適解を求めるアルゴリズムが開発され, 実用的で高速なソフトウェアも登
場している [2]。

方, 建築構造物の設計において, 1次固有振動数は地震荷重や風荷重との共振を避けるた
あに適切に定められるべきであり, また, 動的な剛性の指標としても重要な意味を持つ. この
ため, 1次固有振動数を指定した構造物のトポロジー最適化に対して, これまで多くの研究が
行なわれてきた. ところで構造物の固有振動数 (固有円振動数の 2乗) は, 一般固有値問題の.
固有値として定式化される. 従って, 1次固有振動数を指定した構造物の最適設計問題は, 座
屈荷重指定の問題などと共に, 固有値制約条件下での最適設計問題として位置づけられる.
ところが, 一般に構造物の固有値制約条件下での最適設計問題の最適解では, しばしば最小

の固有値が重複することが知られている. この場合には, 最小固有値の設計変数に関する感度
係数は不連続となり, 方向微分係数しか存在しないので, 従来用いられてきた非線形計画法に

’

よって最適トポロジーを求めることは極めて困難である. このため, 大域的な最適解を多項式
時間で得ることができ, また最適解で固有値が多数重複する場合にも困難なく解を得ることが
できる手法は, 著者らの知る限り存在しない. 例えば文献 [3] では, 最適解が重複固有値を持つ
場合の最適設計問題を解くアルゴリズムが述べられているが, この手法はトポロジー最適化問
題を解く手法としては適切であるとは言えない. 実際に, 著者らは最適解に収束しない場合が
あることを示している. また, 文献 [4] に述べられている手法 (パラメトリック最適化手法) で
は, 固有値の重複度が大きくなると最適解を求めることが事実上困難になる.
本稿では, これらの困難を避けるために指定 1次固有値を有するトラスのトポロジー最適化

問題を SDP として定式化し, SDP に対する主・双対内廓法ソフトウェアである SemiDefinite
Programming Algorithm (SDPA) [2] を用いて最適解を求める手法について述べる. また, そ
の解の特性と計算効率について考察する.

2. 半正定値計画法 (SDP) の概要

$R^{n\cross n},$ $S^{n}\subset R^{n\cross n}$ をそれぞれ, $n\cross n$ の実行列および面対称行列の集合とする. また, 行列
$\mathrm{V}\mathrm{J},$ $\mathrm{V}^{\cdot}\in R^{n\cross?l}$ の内積を記号 $\mathrm{U}\bullet$ V で定義する. すなわち, $\mathrm{U}$ , V の $(i,j)$ 成分をそれぞれ砺.
$V_{ij}$ とすると, $\mathrm{U}\bullet$

$\mathrm{v}=\sum_{i=1j1}^{n}\sum^{n}U=ii^{V_{ij}}$ である. また, $\mathrm{X}\in_{-}S^{n}$が半正定値, 正定値であること
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を, それぞれ $\mathrm{X}\succeq \mathrm{O},$ $\mathrm{X}\succ \mathrm{O}$ と書くことにする. このとき, 半弓定値計画法 (SDP) とその

双対問題の等式標準形は次のように表される.

$P$ : Minimize $\sum_{i=1}^{m}biyi$

subject to
$\mathrm{x}\epsilon-:_{S^{n}}\sum_{i=1}^{m}\mathrm{F}iyi,+\mathrm{X}\mathrm{x}\succeq \mathrm{O}=\mathrm{F},0$

(1)

$D$ : Maximize $\mathrm{F}_{0}\bullet$
$\mathrm{Y}$

subject to $\mathrm{F}_{i}$ $\bullet$ $\mathrm{Y}=b_{i}(i=1, \cdots, m),$ $\}$ (2)
$\mathrm{Y}\in S^{n},$ $\mathrm{Y}\succeq \mathrm{O}$ .

ここで, $\mathrm{F}_{i}\in S^{n}(i=0, \cdots, m)$ は定数行列, $\mathrm{b}\in R^{m}$ は定数ベクトル, $\mathrm{X}\in S^{n},$ $\mathrm{Y}\in S^{n}$ はそ

れぞれ変数行列, $\mathrm{y}\in R^{m}$ は変数ベクトルである. また, 主問題, 双対問題それそれの目的関

数 $. \sum_{i=1}^{m}bbiy_{i}$ , $\mathrm{F}_{0}$ $\bullet$
$\mathrm{Y}$ と等 $\text{式条}$件 $\sum_{i=1}^{m}\mathrm{F}_{i}yi+\mathrm{X}=\mathrm{F}_{0}$ , $\mathrm{F}_{i}\bullet$ $\mathrm{Y}=b_{i}$ は線形であるが, 半正定値条

件 $\mathrm{X}\succeq \mathrm{O},$ $\mathrm{Y}\succeq \mathrm{O}$ は非線形である.

このように SDP は, 線形制約に加えて, 非線形制約である対称行列の半正定値条件も考慮す
ることができる. また, SDP は線形計画法の対称行列空間への拡張と考えられるため, 線形計

画法に対して開発された主 , 双対内点法と呼ばれるアルゴリズムが SDP に対して適用されてき
た. 主・双対内点法の適用により, 問題の入力サイズの多項式時間で問題 (1), (2) の最適解を

同時に求めることができ, 実用的にも高速なソフトウェアが開発されている. 特にここで用い

る SDPA [3] は, C++言語で記述された, Mehrotra type の主双対内診法 $[1, 5]$ のソフトウェ

アである.

3. 最適化問題の定式化

本稿では ground structure method [6] に基づき,7 トラスの最適トポロジーを求める. この方

法では, まず多くの存在可能部材を持ち, 節点位置が固定されたトラスを考える. 次に, 各部

材断面積を連続な設計変数として最適化し, その中から断面積が $0$ となる不要な部材を取り除

くことで最適なトポロジーを得る. この手法を用いて, 全部材質量を最小化するトポロジー及

び部材断面積を求める.

ここで, トラスとは建築構造物の力学的なモデルの–つであると考えられる. 建築物の力学

性能を保持するために用いられる要素は構造部材と呼ばれるが, トラスにおいては個々の部材

は線材として解析される. また, 部材は材軸方向のみの力を分担するものとモデル化されてい

る. これは, 部材どうしの接合部 (節点) では, 節点周りに部材どうしが自由に回転できると

いう仮定に対応する. トラスは主に, アリーナやドームなどの大空間を覆う屋根を架構するた

めの建築骨組として用いられている. ここでは, トラス構造物の自由振動について考察するた
め, 慣性力が大きな役割を果たす. ところが. 建築構造物では構造部材そのものが大きな質量

を持つ. このため, 慣性力の要因となる質量として, 本来支持したいものの質量とともに, 部

材そのものの質量を考慮しなければならない. 部材以外の質量は, 節点に存在する質点として

モデル化する.
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部材断面積のベクトルを $\mathrm{A}=\{A_{i}\}$ , 剛性行列を $\mathrm{K}$ , 部材質量に関する質量行列を $\mathrm{M}_{s}$ , 非
構造質量に関する質量行列を Mo, 変位の自由度を $N^{d}$ とすると, $r$ 次固有値 $\Omega_{r}$ および固有ベ
クトル $\Phi_{r}$ は, 次式で定められる.

$\mathrm{K}\Phi_{r}=\Omega_{r}(\mathrm{M}\mathit{8}+\mathrm{M}0)\Phi r’(r=1,2, \cdots, N^{d})$ . (3)

第 $i$ 部材の部材長を $L_{i}.$ ’部材断面積を $A_{i},\cdot$ 部材の総数を $N^{m}$ , 固有値の最小制限値を $\overline{\Omega}$ とす
.

ると, 最適設計問題は次のように定式化できる.

TOP: Minimize $\sum_{i=1}^{N^{n}}’ AiL_{i}$ ,

,’$N^{m}$ )

$N^{d}$),
$\}$ (4)

subject to $\mathrm{f}l_{r}\geq\overline{\Omega}(r=1,2,$ $\cdots$

$A_{i}\geq 0(i=1,2,$ $\cdots$

部材断面積を $A_{i}$ を設計変数として問題 TOP を解き, $A_{i}=0$ となった部材を取り除くことで最
適トポロジーを得る.

最適解の最小固有値が重複しない場合には, 問題 TOP は比較的容易に解くことができる [7].
しかし, 固有値制約下での最適設計解では多くの場合, 最小固有値が重複することが知られて
いる. このような場合には, 重複した固有値を設計変数について, 通常の意味では微分できな
い. このため, 固有値の重複を考慮した解法が考 $\grave{\mathrm{X}}_{-}$ られてきた. たとえば, Masur は固有値の
重複度が 2の場合について最適解が満たす必要十分条件を導いている [8]. また, Seyranian ら

は, 固有値が重複する場合の最適性必要条件を用いた最適化手法を提案している [3]. $\llcorner$かし,
この手法では最適解に収束する保証がな $\langle$ , また, 不等式制約条件を組み込むことが困難である
ために, 最適解で断面積が $0$

. になるような部材が存在するようなトポロジ ‘–最適化問題に適用
するには相応しいとは言えない. 実際に, 著者らは最適解に収束しない場合があることを示し
ている. また, パラメトリック最適化手法 [4] と呼ばれる手法では, 最適設計解を最小断面積制
限値を定めるパラメーターの関数と考えた最適化手法が提案されている. ここではまず, 全部
材の断面積が最小断面積制限値に –致するような自明な最適設計解を考え, 次に最小断面積制
限値を順次 $0$ まで減少させることにより, 固有値が重複する場合にも最適解を得られることを
示している. しかし, 固有値の重複度が大きくなると最適解を求めることは事実上困難になる.
以下では, 問題 TOP を SDP として定式化し, これを SDPA を用いて解くことにより, 最適
トポロジーを得る方法について述べる. SDPA で用いられている主・双対内点法では, 固有値
の設計変数に関する微分係数は必要でないため, SDP として解く場合には固有値の重複の有無
は問題の難易度に本質的に影響しない.

. さて, ここで構造物が $\Omega_{r}\geq\overline{\Omega}$ (r— 1, 2, $\cdots,$
$N^{d}$ ) を満たしているとすると, Rayleigh の原

理より,

$\psi^{T}[\mathrm{K}-\overline{\Omega}(\mathrm{M}S+\mathrm{M}\mathrm{o})]\psi\geq 0$ (5)

が成り立つ. ただしここで $\psi$ は, 構造物の幾何学的な制約条件を満足する任意の変位ベクトル
を表す. また, 不等式 (5) は行列 $\{\mathrm{K}-\overline{\Omega}(\mathrm{M}_{s}+\mathrm{M}0\dot{l}\}$ が半正定値であることと同値である.
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トラスの剛性行列 $\mathrm{K}$ および構造質量行列 $\mathrm{M}_{s}$ はともに部材断面積 $A_{i}$ の線形関数である. 従っ

て, $\mathrm{K}_{i}$ および $\mathrm{M}_{i}$ を

$\mathrm{K}_{i}=\frac{\partial \mathrm{K}}{\partial A_{i}}$ , $\mathrm{M}_{i}=\frac{\partial \mathrm{M}_{S}}{\partial A_{i}}$ (6)

と定義すると, $\mathrm{K},$ $\mathrm{M}_{s}$ は次のように表現される.

$\mathrm{K}=\sum_{i=1}^{N}mAi\mathrm{K}_{i\backslash }$. $\mathrm{M}_{s}=\sum_{i=1}^{m}A_{i}\mathrm{M}_{i}\Lambda\Gamma$. (7)

(5), (7) より, 問題 TOP の固有値に関する制約条件は, 次の条件と同値である.

$\sum_{i=1}^{N^{m}}A_{i}(\mathrm{K}_{i}-\overline{\Omega}\mathrm{M}_{i})--\overline{\Omega}\mathrm{M}_{0\succeq O}$ : (8)

節点位置を固定したトラスに対しては, 行列 $\mathrm{K}_{i}$ , M4, Mo は定数行列であるので, (8) は線形

行列不等式 (Linear Matrix Inequality:LMI) であることが分かる. そこで, 問題 TOP は次の

ように半正定値計画問題 (1), (2) に帰着される.

$P’$. : Minimize $\sum_{i=1}^{m}A_{i}L_{i}N$ ,

subject to
$\mathrm{X}\mathrm{X}=\frac{\mathrm{r}^{\mathit{1}^{F}}l^{\backslash m}}{S^{-1}j-N}A_{i(-}\in,$

$\mathrm{x}\succ \mathrm{O}d\mathrm{K}i,\overline{\Omega}\mathrm{M}-\cdot.i$

) $-\overline{\Omega}\mathrm{M}0,$ $\}$ (9)

$A_{i}\geq 0(i=1,2\backslash ’\cdots, N^{m})$ .
$D’$ : Maximize $\overline{\Omega}\mathrm{M}_{0}\bullet$ $\mathrm{Y}^{\cdot}$ ,

subject to $(\mathrm{K}_{i}-\overline{\Omega}\mathrm{M}_{i})\bullet$ $\mathrm{Y}\leq L_{i},$ $\}$ (10)
$\mathrm{Y}\in S^{N^{l}}\backslash \mathrm{Y}\succeq 0/,\cdot$

問題 $\mathcal{P}’$ および $\prime \mathit{0}’$ は, SDPA を用いて解くことができる. この時に固有値の設計変数に対す

る感度係数を必要としないため, 最適解で固有値が重襖しても, 解法に本質的に影響しない.

従って本手法を用いると, 固有値が多数重複するような比較的大規模な構造物に対しても, 困

難なく最適解を得ることが出来ると思われる ‘
ところで, トラスの部材剛性行列 $\mathrm{K}_{i}$ と部材質量行列 $\mathrm{M}_{i}$ はそのほとんどの成分が $0$ である

疎行列である。 また, 実際には問題 (9) 中の不等式制約 $A_{i}\geq 0$ を含めて問題 (1) のような等式

標準形として定式化するため, 問題 (1) の行列 $F_{i}\in S^{n^{d}+n^{m}}$ はブロック対角 [11] の構造を持つ.

ここで用いた SDPA では疎行列のもつ特徴とブロック対角のデータ構造を有効に用いるため,

SDP の他の解法と比べても極めて効率よく最適解を求めることができる [11].

4. 例題

以上で提案した手法の有効性を示すために種々の例題を SDPA を用いて解き, パラメトリッ

ク最適化手法 $(\mathrm{p}\mathrm{p})[4]$ 及び逐次 2次計画法 (SQP) [9] との比較を行った (表 1, [10]). これら

の例題では, 部材は鋼材としてヤング率を $E=20\mathrm{s},8\mathrm{G}\mathrm{p}\mathrm{a}$ , 密度を $\rho=7.86\cross 10^{-3}\mathrm{k}\mathrm{g}/\mathrm{c}\mathrm{m}^{3}$ と
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$\bullet$ 2100 $\mathrm{x}10^{4}$ kg

(b) 最適トポロジー

図 1: $5\cross 5$ 正方形平面トラス

Mode (a)
Mode (b)

図 2: $5\cross 5$ 正方形平面トラスの最適解の 1次固有モード

した. ただし SDPA に闘しては, 実行可能解を探索する過程で双対問題の目的関数の発散を防
ぐために $E=1000.0$ となるようにスケーリングを行なった. また $\overline{\Omega}=1000\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{d}2/\mathrm{s}^{2}$ とし, 断面
積の最小制限値は表 1に $\overline{A}_{i}$ として示寸. 数値実験には Sun Ultra II (Ultra SPARC II $300\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$

:256 $\mathrm{M}\mathrm{B}$ メモリ) を用いた.

まず, 4種類の正方形平面トラスに対して 3つの手法での比較を行った. どの場合も非構造質
量は右上の節点に存在し, その質量は 2 $1\cross 10^{4}\mathrm{k}\mathrm{g}$ である. トラスの 1 グリッドの長さは 200 .0
cm であり, 右下および左下の節点で単純支持されている.

$5\cross 5$ 正方形平面トラス (図 1 $(\mathrm{a})$ ) に対して SDPA により得られた最適設計解を図 1(b) に示
す. ここでは, 最適化の結果 $A_{i}<2.0\mathrm{X}10^{-}3\mathrm{c}\mathrm{n}1^{2}$ となった部材を除いて最適トポロジーを得
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2.$0\mathrm{m}$

$-\overline{\mathrm{I}}\neg\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(a) 55節点アーチ状平面トラス

(b) 55節点アーチ状平面トラスの
最適トポロジー

図 3: 55節点アーチ状平面トラス

(a) 対称モード (b) 逆対称モード

図 4: 最適設計解の固有モード

ている. 図 $1(.\mathrm{b})$ 中の部材の太さが, 最適設計解における断面積に比例するように描いている.
この時, 1次固有値の重複度は 2であり, 対応する固有モードは図 2に示す通りである. 即ち,

図 $2(\mathrm{a})$ は非構造質量が存在する節点 9が大きく変位するモードであり, 図 $2(\mathrm{b})$ は最適化の結

果形成された長い部材が局所的に振動するモードである. 図 $1(\mathrm{b})$ に示した微小な断面積をもつ

部材は, 図 $2(\mathrm{b})$ の局所振動モードの固有振動数の低下を防ぐために必要であることが分かる.
2次固有値はこのような細い部材の断面積に極めて大きく影響されるが, SDPA 以外の手法で
は 1次固有値に –致するような精度の良い結果は得られていない. 実用的にはこのような微小

な部材が存在することは好ましくないので, 実用的な設計解を得るためには, 微小な部材を除

き, その結果不安定となる節点 1-8を固定すればよい. また, 表 1より本手法の計算時間は固

有値の重複の有無に影響されないことが分かる.
次に, 図 $3(\mathrm{a})$ に示すようなアーチ状平面トラスの例を示す. 非構造質量は最下層の各節点に

存在し, その質量はそれぞれ 2 $1\cross 10^{4}\mathrm{k}\mathrm{g}$である. またこの問題での初期トラス図 $3(\mathrm{a})$ は, $y$ 軸

に対して存在可能部材, 支持条件, 非構造質量の全てが対称である. この問題に対して, SDPA
を用いて得られた最適設計解を図 $3(\mathrm{b})\text{に示す}$ . $\text{最適解の}$ $1$ 次固有値の重複度は 2であり, それ

ぞれ図$.3(\mathrm{a})$ 中の $y$軸に関する対称モード図 $4(\mathrm{a})$ と逆対称モード図 $4(\mathrm{b})$ に対応する. さらに, 本

$\text{手法を用いると},$
.
部材断面積の対称性に関する制約条件を特に与えなくても, $y$ 軸に対して最

適設計解を得ることができた.
最後に, 図 $5(\mathrm{a})$ に示すような 2層平板状立体トラスに対して得られた最適設計解を図 $5(\mathrm{b})$ に
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(a) 2層平板状立体トラス

(b) 2層平板状立体トラスの最適トポロジー

図 5: 2層平板状立体トラス
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表 1: SDPA, $\mathrm{p}\mathrm{p}$ , SQP の比較実験結果
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示す. 非構造質量は上層の各節点に存在するものとする. また部材長さは, $x,$ $y$方向の上・下
弦材がそれぞれ 300.0 cm, 200 .0 cm で, 上層と下層の距離が 200.0 cm である. 最適解での 1
次固有値の重複度は 5であり, 本手法では困難なく解を得ることができたが, 他の 2つの手法
では解は得られていない.

また, この問題は図 $5(\mathrm{a})$ に示すように, x-z平面および y-z平面に対して, 存在可能部材, 支
持条件, 非構造質量の全てが対称なトラスを対象にしている. 現実の建築構造物は, このよう
な対称性を有する場合が少なくない. 対称なトラスに対しては, 最適設計解 (トポロジー及び

部材断面積) はやはり対称であるものと従来より予想されてきた. また, 対称でない設計解は
実用上の価値は低い. ところが, 既往の最適化手法を用いて対称なトラスに対する最適設計解
を求めた場合, 実際には, 対称性を満たさない解しか得られないことが知られている. そこで
従来は, 等しくなると予想 $\text{さ}$

. れる設計変数に対して等式制約を設けたり, 対称性を考慮してあ
らかじめ設計変数を減らして定式化するなどしの対処がなされてきた. ところが, 最適設計を
行うに際して, トラスが対称な場合に限ってその対称性を考慮しながら特別なデータを作ると
いうのは, 実際には大変複雑で手間がかかる. また, そもそも最適解が本当に対称で解るかど
うかについては, 理論的な根拠は何も示されていなかった.
方で本手法を用いると, 設計変数に対称性を考慮した制約を与えなくても, 図 $5(\mathrm{b})$ のよう

に, x-z 馬面および y-z 平面に対して対称な最適設計解を得ることができた. ここで最適化手
法として用いた SDPA は, SDP に対する主・双対内障法と呼ばれるアルゴリズムが実装された
ソフトウェアの–つである. 主・双対内点法の多くは, 実行可能領域内で定義された中心パス
を追跡することで, 中心パスの極限として大域的な最適解を得ることが特徴である. 著者らは,
図 $5(\mathrm{a})$ のような対称なトラスに対するトポロジー最適化問題 TOP を SDP として定式化した場
合,、 中心パス上で得られる設計解は必ず対称であることを理論的に証明した [12]. 従って, 中

心パスの極限として最適解を得るようなアルゴリズムでは, 特別な制約を付け加えることなし
に, 対称な最適解が得られることが保証さ $i\iota$

. ている. このため, 対称なトラスに対する問題を
解くに際して, 対称性を考慮した特別な処理を–切必要としない. これは, 主: 双対内国法の
実用上の利点の–つであると言える. 図 $3(\mathrm{b})$ および図 $5(\mathrm{b})$ に示す結果は, この性質を例証して
いる. また, 対称なトラスに対する最適設計問題に実行可能解が存在するならば, その最適解
にはかならず対称な解が含まれていることが, 中心パスの対称性より理論的に明らかになった.
表 1の全ての例題を通じて, 本手法が他の 2つの手法と比べ, 精度と計算速度の面で優れて
いることが分かる. 即ち, 本手法で得られた結果はどの例題でも, すべての固有値が $\overline{\Omega}=1000$

$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}^{2}/\mathrm{s}^{2}$ 以上であるという制約条件を厳密に満たしている. それに加えて, SDP を用いた解法
では固有値の感度係数を計算する必要がないため, 固有値の重複の有無は問題の難易度に本質
的に影響しない. 実際, 1次固有値が多くの重複度を有する場合にも容易に最適解を求めるこ
とができて, 重複しない場合と比べて計算時間は変わらないことを例題を通じて明らかにした。

5. 結論

指定 1次固有値を有するトラスの最適設計問題を SDP として定式化し, SDPA を用いて最適
なトポロジーを求めた. 最適解で 1次固有値が重複する場合でも, SDPA を用いると他の手法
のような問題を生じることなく解くことができることを例証した. このため, 本手法では既往
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の方法では解くことができなかった大規模な問題も解くことが可能である. また, 提案したア

ルゴリズムが既往の手法と比べて, 精度と計算速度の面で優れていることを数値実験を通して
明らかにした. さらに, 構造物が対称な場合には, その対称性を維持した最適解に収束するこ

とを数値実験によっても示すことができた.
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