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0節. 概要
1

Hilbert 空間あ $\mathrm{h}$ 無限次元なので、そこでの $\mathrm{L}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{i}}}\mathrm{a}\mathrm{n}\Delta=\sum\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}$ は距離関数

$r(x)=\sqrt{\Sigma x_{n}^{2}}$ に対しても定義できない。 また、極座標表示もできない。従ってなん

らかの意味での正則化を定義しそれに基づいた計算をおこなうことは意味がある。
ここでは Hilbert空間を compact 多様体上の $L^{2}-$ 空間 $L^{2}(X)$ とし、 $X$ 上の非退化楕

円形作用素 $D$ が $L^{2}(X)$ に指定されているものとして $D$ の spectre zeta関数を利用
した $\Delta$ の正則化 : $\triangle$ : を提案しそれに関するいくつかの結果を報告する。
第 1節-第 3節ではせい正則化 Laplacianの定義とそれに基づく極座標表示を与え

更にその固有値、 固有関数の計算結果を述べる。 これについては以前にも報告した

ので詳しい計算は省略した。 第 4節-第 5節では正則化 「球面」 Laplacian を角運動
量演算子様演算子を用いて書き直す。そのために無限次元 Jordan代数 (の生成元)

が必要になる。第 6節ではここで導入された Jordan代数の性質を調べる。更に第 7

節で角運動量演算子様演算子を用いた Bogoliubov変換を計算する。 これらの結果の
(物理的) 意味や応用を調べるのは今後の課題である。

1節. Hilbert空間の極座標と正則化La lacian

有限次元では

$\Delta=\sum_{n=1}^{N}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}$ (1)

であるが、 これでは、 $\Delta r(X)^{2}(=\Sigma_{n1}^{N}=2)$ が $Narrow\infty$ において有限にならず定義でき
ない。そこで、以下に定義するある固有値 $\lambda_{n}$ を用いて意味のある無限次元 Laplacian
を構築する。 $X$ を固定された Riemann計量をもった compact (sPin) $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}}\text{、}E$ を
$X$ 上の Hermitian vector bundle とし、 $L^{2}(X)$ を $\mathrm{B}$ の section の Hilbert 空間とする。
$f\in L^{2}(X)$ の $L^{2}$ 計量を $||f||$ と示す。 それは $X$ の Riemann計量によって固定され
る。 $E$ の section に作用する非退化の–階自己随伴楕円 (擬) 微分作用素 $D$ を考え、
$f$ の k-次 Sobolev計量 $||f||k$ を

$||f||_{k}:=||D^{k}f||$ (2)

によって定める。 $E$ の section の k-次 Sobolev空間は $W^{k}(X)$ によって示す。 Sobolev
の埋め込み定理によって、 $W^{k}(X)$ は、 $d$ を $X$ の次元とすると、 $k>d/2$ のとき連続
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な section の空間に含まれる。 $L^{2}(X)$ の正規直交基底を $\{e_{\lambda_{n}}\},$ $n=1,2,$ $\cdots$ とすると、
$D$ の spectre分解 $\Sigma\lambda_{n}(, e_{n})e_{n}$ であり、すなわち、 $De_{n}=\lambda enn$ である。 $e_{n,k}=\lambda_{n}^{-}ke_{n}$

と書くと、 これらは $W^{k}(X)$ の正規直交基底になる。
$L^{2}(X)$ の座標を $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots)=\Sigma x_{n}e_{n}\text{、}W^{k}(X)$ の座標を $y=\Sigma ynen,k$ をと

る。 このとき、 $x\in W^{k}(X)$ を $L^{2}(X)$ の座標で書くと $x= \sum x_{n},ke_{n},k=\sum x_{n}e_{n}$ であ

るので、 $x_{n,k}e_{n},k=Xne_{n}$ を得る。 だから、 $x_{n,k}=\lambda_{n}^{k_{X_{n}}}$ となる。 $W^{k}(X)$ の Laplacian
$\Sigma\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n,k}^{3}}$ を $L^{2}(X)$ の座標で書くと

$\frac{\partial}{\partial x_{n,k}}=\frac{\partial x_{n}}{\partial x_{n,k}}\frac{\partial}{\partial x_{n}}=\lambda_{n}^{-k}\frac{\partial}{\partial x_{n}}$ (3)

から

$\sum_{n}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n,k}^{2}}=\sum_{n}\lambda_{n}^{-}2k_{\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}}$ (4)

となる。 だから、 $L^{2}(X)$ の関数に働く operator $\triangle(s)$ を

$\Delta(s):=\sum_{=n1}^{\infty}\lambda n-2\epsilon_{\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}}$ (5)

で定義する。 $L^{2}(X)$ の関数 $f$ に対し ${\rm Re} s$ が大きいとき $\Delta(s)f$ が存在し、 $s$ の解析関
数として $s=0$ まで解析接続されれば

: $\Delta:f=\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}$ of $\Delta(s)f$ at $s=0$ (6)

と定義する。
例 1:

$\Delta(s)r(x)22=\zeta(D^{2}, S)$ ,
$\zeta(D^{2}, s)=\sum(\lambda_{n}2)-’=\sum\lambda_{n}^{-2\epsilon}$ (7)

$\nu:=\zeta(|D|, \mathrm{o})$ (8)

という spectral zeta $\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\Sigma\lambda_{n}-\epsilon$ の $s=0$ への解析接続した値が有限値をとるこ
とが分かっている。 そこで、

$:\Delta\cdot.\cdot r(x)22=\zeta(D^{2}, \mathrm{o})=2\nu(\nu=\zeta(D^{2},0))$. (9)

$.\text{同様に、}$ $\Delta(s)r(X)\mathrm{p}\sum=\lambda_{n}^{-2}iprp-2-+\sum\lambda_{n}2\partial p(p-2)rp-4_{X_{n}^{2}}$から

: $\Delta$ : $r(X)^{\mathrm{P}}=\nu pr-2+pp(p-2)r-2=pp(p+\nu-2)rp-2$ (10)

となる。
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(6) を極座標表示にしよう。有限次元の $N$ 次元における球座標は

$\{$

$x_{1}=r\cos\theta_{1}$

$x_{2}=r\sin\theta 1\cos\theta 2$

$x_{n-1}=r\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{N2}-\cos\theta_{N}-1$

$x_{N}=r\sin\theta 1\ldots\sin\theta_{N}-1$

(11)

である。 ただし、 $0\leq\theta_{:}\leq\pi(i=1,2, \cdots, n-2),$ $0\leq\theta_{N-1}\leq 2\pi$。この球座標を無

限次元球座標にするには最後の角 (経度) が存在せずすべての角が $0\leq\theta_{i}\leq\pi(i=$

$1,2,$ $\cdots,$
$\infty)$ の範囲となる。そこで、

$\{$

$x_{1}=r\cos\theta_{1}$

$x_{2}=r\sin\theta_{1}$
.

$\cos\theta_{2}$

$x_{n}=r\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n}-1\cos\theta_{n}$

(12)

と書き、 Hは $(x_{1}, x_{2}, \cdots)$ に渡るので Hilbert 空間として定義される。 すなわち、

(13)

でもって定義する。 この座標系では

$x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}=r^{2}(1-\sin^{2}\theta 1\sin^{2}\theta_{2}\cdots\sin\theta_{n}2)$ (14)

となるので、

$\lim_{narrow\infty}\sin\theta_{1}\sin\theta 2\ldots\sin\theta n=0$ (15)

がこの座標系が満たすべき条件であり、経度がないことによる付加条件と考えられ
る。 有限次元でもそうであったように無限次元でも

(16)

を用いると便利である。 このとき、 $\sin$や $\cos$ は無限次元でも

$\sin\theta_{k}=\frac{r_{k+1}}{r_{k}}$ , $\cos\theta_{k}=\frac{x_{k}}{r_{k}}$ (17)

となる。 さらに、

$r_{k}=r\sin\theta_{1}\sin\theta_{2}\cdots\sin\theta_{k}-1,$ $k=2,3,$ $\cdots$ (18)
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という性質も持つ。
空商反転 $\mathrm{r}arrow-\mathrm{r}\wedge$ は有限次元同様すべての角 $\theta_{n}$ を $\theta_{n}-\pi$ と変換すればよい。

(12) から $\theta_{m}=\theta_{m}(XX_{m+1}, \ldots)m’$ なので

$\frac{\partial}{\partial x_{n}}$ $=$ $\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial r}+\sum_{m}\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$

$=$ $\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial r}+\sum_{m\mathrm{t}\leq n)}\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$ . (19)

さらに、 $\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}$ は $\frac{\partial^{2}}{\partial x_{\hslash}^{2}}=(\frac{\partial r}{\partial x_{\hslash}})^{2}\frac{\partial}{\partial}r7+\frac{\partial^{2,}}{\partial x_{\hslash}^{2}}\frac{\partial}{\partial r}+\sum_{m}\mathrm{t}\leq n$

)
$2(_{x_{n}}^{\theta} \frac{\partial}{\partial}\mathrm{R})2+\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{m}^{2}}+2\sum_{m=}n1\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial\theta}{\partial}x\Delta\hslash \mathrm{L}_{\frac{\partial}{\partial r}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}}$

$\sum_{m(\leq n)}\sum m^{i}(\leq n)\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{\hslash}}\frac{\mathit{8}\theta}{\partial}\mathrm{n}_{-}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m^{l}}}l_{\hslash}+\sum_{m(\leq n)}\frac{\partial^{2}\theta_{m}}{\partial x_{n}^{2}}\frac{\theta}{\partial\theta_{n}}$, となるが、 これに $\lambda_{n}^{-2\iota}$ を\mbox{\boldmath $\delta$}》けて $n$

について和をとるときれいになる。

$\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}^{-}2\epsilon\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}|_{=}.0$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}^{-2\prime}\{(\frac{\partial r}{\partial x_{n}})^{2}\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+\frac{\partial^{2}r}{\partial x_{n}^{2}}\frac{\partial}{\partial r}+$

$\sum_{m(\leq n)}(\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}})^{2}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{m}^{2}}+\sum_{\leq m(n)}\frac{\partial^{2}\theta_{m}}{\partial x_{n}^{2}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}\}|_{\epsilon=0}$ (20)

(13),(17) から

$\frac{\partial r}{\partial x_{n}}=\frac{x_{n}}{r},$ $\frac{\partial^{2}r}{\partial x_{n}^{2}}=\frac{1}{r}-\frac{x_{n}^{2}}{r^{\mathrm{g}}}$

$\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}=-\frac{r_{m+1}}{r_{m}^{2}}(n=m),$ $\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}=\frac{x_{m}x_{n}}{r_{m}^{2}r_{m+1}}(n>m)$

$\frac{\partial^{2}\theta_{m}}{\partial x_{n}^{2}}=-\frac{2X_{m}r_{m+1}}{r_{m}^{4}}(n=m)$ ,

$\frac{\partial^{2}\theta_{m}}{\partial x_{n}^{2}}=\frac{x_{m}}{r_{m}^{2}r_{m+1}}-\frac{2x_{m}x^{2}n}{r_{m}^{4}r_{m+1}}-\frac{x_{m}x_{n}^{2}}{r_{m}^{23}r_{m}+\iota}(n>m)$ (21)

であるので、 (6) に注意して (21) を (20) に代入すると

$\Delta[\nu]$

$:=$
$\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+\frac{\nu-1}{\mathrm{r}}\frac{\partial}{\partial r}$

$+ \frac{1}{r^{2}}\sum_{n}\frac{1}{\sin^{2}\theta_{\iota\cdots n-}\sin^{2}\theta 1}\{\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{n}^{2}}+(\nu-n-1)\frac{\cos\theta_{n}}{\sin\theta_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{n}}\}$, (22)

$\Lambda[\nu]:=\sum_{n}\frac{1}{\sin\theta 2\ldots \mathrm{s}1\mathrm{i}\mathrm{n}\theta 2n-1}\{\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{n}^{2}}+(\nu-n-1)\frac{\cos\theta_{n}}{\sin\theta_{n}}$. $\frac{\partial}{\partial\theta_{n}}\}$ (23)

が得られる。 $\nu=N$ とおけば最後の角の部分がない事を除いて有限次元のものと同
じになる。

149



2節. Hilbert $\text{空間の球関労_{}1}$

Hilbert 空間における Laplacian が $\psi\in L^{2}(X)$ に作用するとき、その固有値を $\lambda$

とすると、
$-:\Delta$ : $\psi_{=\lambda\psi}$ . (24)

ここで、 $\psi=R(r)\ominus(\theta 1, \theta_{2}, \cdots)$ と動径と角度に変数分離すると次の二つの微分方程式

$\frac{d^{2}R}{dr^{2}}+\frac{\nu-1}{r}\frac{dR}{dr}+(\lambda-\frac{\mu}{r^{2}})R=0$ (25)

$\Lambda\ominus+\mu\ominus=0$ ( $\mu$ : constant) (26)

を得る。 更に $\ominus(\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots)=T_{1}(\theta 1)\tau 2(\theta_{2})\cdots$ と変数分離し少し整理すると、

$0=\mu\sin^{2}\theta 1$ $+$ $\frac{\sin^{2}\theta_{1}}{T_{1}}\{\frac{d^{2}T_{1}}{d\theta_{1}^{2}}+(\nu-2)\frac{\cos\theta_{1}}{\sin\theta_{1}}\frac{dT_{1}}{d\theta_{1}}\}$

$+$ $\frac{1}{T_{2}}\{\frac{d^{2}T_{2}}{d\theta_{2}^{2}}+(\nu-3)\frac{\cos\theta_{2}}{\sin\theta_{2}}\frac{dT_{2}}{d\theta_{2}}\}$

$+$ $\frac{\mathrm{l}}{\tau_{\epsilon^{\sin^{2}\theta}2}}\{\frac{d^{2}T_{3}}{d\theta_{\mathrm{s}}^{2}}+(\nu-4)\frac{\cos\theta_{3}}{\sin\theta_{3}}\frac{dT_{3}}{d\theta_{3}}\}+\cdots$ (27)

と書ける。 見て分かるように第–行は $\theta_{1}$ のみを含み、 この行以外は $\theta_{1}$ を含まない。

そこで第–行を定数 $a_{1}$ と置く。 さらに、第–行を定数 $a_{1}$ と置いた式の両辺に $\sin^{2}\theta_{2}$

を掛けると (27) と同様な式が得られ、上と同様なことを行うと、

$\sin^{-\nu+2}\theta_{1^{\frac{d}{d\theta_{1}}}}(\sin^{\nu-2}\theta 1\frac{dT_{1}}{d\theta_{1}})+(a_{0}-\frac{a_{1}}{\sin^{2}\theta_{1}})\tau 1=0$

$\sin^{-\nu+\}\theta_{2}\frac{d}{d\theta_{2}}(\sin^{\nu-3}\theta_{2^{\frac{dT_{2}}{d\theta_{2}})}}+(a_{1}-\frac{a_{2}}{\sin^{2}\theta_{2}})\tau_{2}=0$

$\sin^{-\nu+n+1}\theta_{n}\frac{d}{d\theta_{n}}(\sin\nu-n-1\theta\frac{dT_{n}}{d\theta_{n}}n)+(a_{n-1}-\frac{a_{n}}{\sin^{2}\theta_{n}})T=0n$

$\ldots$ . (28)

ただし、 $a_{0}=\mu$ である。計算上、 上の式の第 $\mathrm{n}$ 番目を $\omega_{n}=\cos\theta_{n}$ とおいた

$(1- \omega_{n}^{2})\frac{d^{2}T_{n}}{d\omega_{n}^{2}}-(\nu-n)\omega_{n}\frac{dT_{n}}{d\omega_{n}}+(a_{n-1}-\frac{a_{n}}{1-\omega_{n}^{2}}1^{T\mathrm{o}}n=$ (29)

は有用である。 $a_{n}$ を

$a_{n}=l_{n}(l_{n}+\nu-n - 2)$ , $l_{n}\geq 0$ (30)

とおく。 このとき矧の解は定数を除いて形式的に

$\{$

$(1-\omega_{n}^{2})^{-}(l_{\hslash}+\nu-n-2)/2C_{\iota_{n^{-\iota}}^{-l}}n+(n_{1^{-1}}+\epsilon-\nu\rangle/2(n-\omega_{n})$

$(1-\omega_{n}^{2})^{-}(l_{n}+\nu-n-2)/2C-l\hslash+(n_{1+\nu}+\mathrm{s}-\nu)/2(ln+l_{n-}-n-2n)\omega$

(1–\mbox{\boldmath $\omega$}2)1nl2碑-+l(-\nu -\iota nn-l)/2(\mbox{\boldmath $\omega$}n)
$(1-\omega_{n}^{2})^{l}n/2c_{n}^{\iota_{n}(}--)+\nu_{l_{\hslash}-^{\iota_{n}}}-n-1/2(+11-\nu\omega_{n})$

(31)
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と書ける。 ただし、 $C_{l}^{\lambda}(\omega)$ において $l$ は $0$ 以上の整数で、 $\lambda\in R$ である。

$|\text{甫}$ $節. 諸定理著

命題 3.1 $\{(\theta_{1,2}\theta, \ldots)|0\leq\theta_{n}\leq\pi\}$ 上で考えた作用 $\Lambda[\nu]$ は

$\ominus(\theta_{\iota}, \theta_{2}, \ldots)=F(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots, \theta_{N}-1)\cross$

$\prod_{n\geq N}(\sin\theta_{n})^{\iota}\infty(1+a_{n}\int_{0}\theta n(\sin)^{n}+1-\nu-2l\infty dx)$ , (32)

の形の無限に多くの独立な固有関数をもつとそれに属する固有値 $-l(l+\nu-2),$ $l=$

$0,1,2,$ $\ldots$ をもち、そこでの $l_{\infty}$ は $l\geq l_{\infty}\geq 0$ を満たす整数であり、 $\{a_{n}\}$ は $\sum|\frac{a}{\sqrt{n}}|<$

$\infty$ を満たす。

系 3.1 $\Lambda[\nu]$ は $\nu<1$ のとき定値作用素ではない。

$r=1,$ $\{(\theta_{1,2}\theta, \ldots)|0\leq\theta_{n}\leq\pi\}$ をとることは、 $\{(x, x_{\infty})|$

$||x||=1,0\leq x_{\infty}\leq 1\}\subset H_{l_{g}}$への写像を意味する。 $S_{c}^{\infty}=\{(x, c.)|||x||^{2}=1-c^{2}\}\subset$

$H_{t_{\mathit{9}}},0\leq c<\sqrt{2}/2$ とする。 この時、 $\Lambda[\nu]$ は $S_{c}^{\infty}$ 上の作用素 $\mathrm{A}_{\mathrm{c}}$ =A[\nu ]。を導く。 $\Lambda_{0}$

は本来 $(H)$ の球 Laplacian である。 I の補題と命題によって、

定理 3.1 すべての $\Lambda_{c}$ は共通の固有値 $-l(l+\nu-2),$ $l=0,1,2,$ $\ldots$ をもつ。すべて
の固有値は固有関数 $\ominus_{\mathrm{C}}(\theta_{1}, \theta 2, \ldots)$ ;
$\Lambda_{\mathrm{c}}\cdot\Theta_{\mathrm{c}}=l(l+\nu-2)\Theta_{c},$ $c\geq 0,$ $\ominus_{\mathrm{c}}\neq 0$ の無限に多くの独立な 1–parameter の族
をもつ。 $l\geq 1$ のとき、 固有値 $l(l+\nu-2)$ は

$\Lambda_{c}\Phi_{c}=l(\iota+\nu-2)\Phi_{c},$ $\Phi$

。
$\neq 0,$ $c\neq 0,$ $\Phi_{0}=0$ (33)

を満たす固有関数 \Phi 。の無限に多くの独立な 1--parameter の族をもつ。

$\nu$ が $\nu\leq 1$ である整数のとき、

$\Lambda_{c}\Psi_{c}=0,$ $\Psi_{c}\neq 0,$ $c\neq 0,$ $\Psi_{0}=0$ (34)

を満たす固有関数重。の無限に多くの独立な 1–parameterの族が存在する。

4節. Hilbert空間上の $\nabla$ と極座標表示の La lacian

角運動量の定義 $\sqrt nmx_{n}\hat{p}_{m}-x_{m}=\hat{p}_{n}\wedge$ から出発して、 $- \Delta[\nu]=\hat{p}_{r}+\frac{1}{r^{2}}2\sum_{n}\infty\lambda-2\epsilon\hat{J}_{n,n}2=1n+1$

とすると $\sum^{\infty}n=1\hat{J}n,n2+1|_{\epsilon=0}$ は

$\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}-2g\hat{J}_{n}2,|_{0},n+1=$
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$=$ $- \sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}^{-2\epsilon}\{\frac{x_{n+1}^{2}}{r_{n+1}^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{n}^{2}}+\frac{x_{n}^{2}r_{n+2}2}{r_{n+1}^{4}}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{n+1}^{2}}$

2 $\cos\theta_{n}\sin\theta_{n+1}\cos\theta n+1\partial$ $\partial$ . $\sin\theta\cos n+1\theta_{n+}1$
$\partial$

$- \frac{A\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}\sigma_{n}\mathrm{b}1\iota \mathrm{l}\sigma\iota \mathrm{b}n+\cup \mathrm{b}1\prime n+1}{\sin\theta_{n}}\frac{}{\partial\theta_{n}}.\frac{}{\partial\theta_{n+1}}.+\frac{\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}1Un+1\circ Un+1}{\sin^{2}\theta_{n}}..\overline{\partial\theta_{n+\iota}}$

.

$+ \frac{\cos\theta_{n}\sin\theta 2n+1}{\sin\theta_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{n}}\}$

(35)

(36)

となるので、前に導出した $- \triangle[\nu]=\hat{p}^{2},+\frac{1}{r^{2}}\hat{\ell}(s)^{2}|\epsilon=0$の形の $\hat{l}(s)^{2}|_{\epsilon}=0$ のものとは明ら

かに違う。 そこで、計算の困難な $\hat{J}_{nm}=x_{n}\hat{p}_{m}-X_{m}\hat{P}n$ を扱うのではなく、 $-\triangle[\nu]=$

$\hat{p}_{r}^{2}+\frac{1}{r^{2}}\hat{l}(s)^{2}|_{\epsilon=0}$ から出て来る $\hat{\ell}(s)$ に注目することにする。

今、 $\Sigma_{n}\lambda_{n}^{-2g}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}$ の形から違う $n$ 同士が混ざりあうことがないので、 $\nabla$ を次の式

で定義する。 ただし、 後で $s=0$ へ解析接続するもとする。

$\nabla(s):=n\sum_{1=}^{\infty}\lambda^{-\prime}nE_{n}\frac{\partial}{\partial x_{n}}$ (37)

ここでの $\{E_{n}\}_{I},$ $I=\{1,2,3, \ldots\}$ は次の性質を持つものとする。

$E_{n}\cdot E_{m}=Em.$ $En=\delta nm1E$ (38)

このことから、 この $\{E_{n}\}_{I}$ は

$E_{n}\cdot E_{m}=E_{m}\cdot E_{n}$

$E_{l}\cdot(E_{m}\cdot E_{n})\neq(E_{l}\cdot E_{m})\cdot E_{n}$ (39)

を満たすので、非結合代数の中のべ $*$結合代数である、すなわち $E_{l}^{2}\cdot(E_{m}\cdot E_{n})=$

$(E_{l}^{2}\cdot E_{m})\cdot E_{n}$ を満たす、Jordan代数である。ただし、前に出てきた $\{e_{n}\}_{n\in I}$ を Clifford
代数と定義すると、 この $\{E_{n}\}_{I}$ は

$E_{n} \cdot E_{m}=\frac{1}{2}(e_{n}\cdot e_{m}+e_{m}\cdot e_{n})$ (40)

と表現できる。

$-\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{S}$ 節. 角運動量演算子様演算子の導置

$\hat{\ell}(S)^{2}$ は次のように変形できる。

$\hat{\ell}(_{S)^{2}}$ $=$ $-1_{E}r^{2} \sum_{n}\sum_{m}^{n}\lambda n-2\theta\{(\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}})^{2}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{m}^{2}}+\frac{\partial^{2}\theta_{m}\partial}{\partial x_{n}^{2}\partial\theta_{m}}\}$

$=$ $-r^{2} \{(\sum_{n}\sum_{m}^{n}\lambda-\epsilon E_{n}n\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}\mathrm{I}^{2}$
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$+ \sum_{nn’}\sum_{m}^{n’}$. $\lambda-t\lambda^{-}\prime 1nnn\prime E_{n}E$ )$l \frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial^{2}\theta_{m’}}{\partial r\partial x_{n^{t}}}.\frac{\partial}{\partial\theta_{m^{t}}}\mathrm{I}$

$=$ $-r^{2} \mathrm{f}\sum_{nn’}\sum_{m’}\sum^{n}\lambda_{nn}-*\lambda-.l(EEn^{l})\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}n’mn\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}(\frac{\partial\theta_{m^{1}}}{\partial x_{n’}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m’}})$

$+ \sum_{nn^{\iota}}\sum_{m}.\lambda_{n}^{-}.\lambda_{n}-*(nl\prime EnE’)n\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial^{2}\theta_{m’}}{\partial r\partial x_{n}}.\frac{\partial}{\partial\theta_{m’}}\}$

$=$ $-r^{2} \{\sum_{nn’}\sum_{m}^{n}\lambda_{n}^{-}*\lambda-\epsilon(nn|\prime\prime EE_{n’})\frac{\partial}{\partial x_{n}}(\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n^{t}}}.\frac{\partial}{\partial\theta_{m’}})$

$- \sum_{nn^{l}}\sum\lambda^{-\}\lambda^{rightarrow}.l(E_{n}E_{n}m^{l}ntnn’)\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial\theta_{m’}}{\partial x_{n’}}\frac{\partial}{\partial r}\frac{\partial}{\partial\theta_{m’}}\}$

$=$ $-r^{2} \sum_{nn’}\sum..\lambda-\epsilon_{\lambda}-.\epsilon(nnn^{i})E_{n}E\frac{\partial}{\partial x_{n}}mn(\frac{\partial\theta_{m’}}{\partial x_{n’}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m^{1}}})$ (41)

最後の計算は (6) からである。更に変形すると、

$\hat{\ell}(_{S)^{2}}$

$=$ $( \frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{n}\lambda_{n}^{-\epsilon}En\frac{\partial}{\partial x_{n}}1(\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{n}\sum_{m}^{n}\lambda^{-\}E_{n^{\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}n\mathrm{I}$

$=$ $\hat{T}(s)^{2}+\hat{\rho}(S)\hat{\mathcal{T}}(s)$ (42)

ただし

$\hat{\tau}(s):=\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{n}\sum^{n}m\lambda_{nn}\epsilon-E\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$

$\hat{\rho}(s):=\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{n}\lambda_{nn}-\epsilon E\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial r}$ (43)

と置いた。左辺は $\{\theta_{n}\}_{n\epsilon I}$ に関する微分なのに右辺には動径の微分が含まれている。
だから $\hat{\rho}(s)_{\hat{\mathcal{T}}()1.\mathrm{o}}S=0=$ とならなければならない。 このとき、

あ (s) $:=\hat{\tau}(s)$

$=$ $\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{n}\sum_{m}^{n}\lambda_{n}-*E_{n}\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$ (44)

これで、 角運動量演算子様演算子の成分 $\hat{\ell}_{n}(S)$ が

$\hat{l}_{n}(s)=\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{m}^{n}\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$ (45)

と求まる。

第 6節. Jordan代数 $\{E_{A}\}_{A\in I_{0}},$ $I_{0}=\{0,1.2, \ldots\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$の性質
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$\nabla(s)$ と $\hat{\ell}(s)$ が定義できたので、運動量演算子様演算子 $\hat{p}(0)=7^{1}\overline{-1}\nabla(0),\hat{l}(0)$ を

計算する。 その際、次の 2つの必要な $\hat{r}(s)$ と $E_{0}$ を定義する。

$\hat{r}(s):=\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}-iE_{n}X_{n}$ (46)

$\hat{r}(0)=\sum_{n}\infty=1E_{n}Xn=:E_{0}r$ (47)

前の $\{E_{n}\}_{n\in I},$ $I=\{1,2,3, \ldots\}$ とまとめて $\{E_{A}\}_{\mathrm{J}4I_{0}}\in,$ $I_{0}=\{0,1,2, \ldots\}$ の性質は以

下になる。

$E_{A}\cdot(E_{B}\cdot Ec)\neq(E_{A}\cdot E_{B})\cdot E_{C}$,
$E_{A}^{2}\cdot(E_{B}\cdot E_{C})=(E_{A}^{2}\cdot E_{B})\cdot E_{C}$,
$(E_{A})^{2}=1_{E}$ ,
$E_{n}\cdot E_{m}=Em.$ $E=\delta_{n}1nmE$ ,
$E_{0}\cdot E_{n}=En$ . $E0= \frac{x_{n}}{r}1E$ ,

$\frac{\partial E_{A}}{\partial r}=\frac{\partial E_{n}}{\partial x_{n}}=\frac{\partial E_{n}}{\partial\theta_{n}}=0$ ,

$E_{0} \cdot\frac{\partial E_{0}}{\partial\theta_{n}}=0$

$E_{n} \cdot\frac{\partial E_{0}}{\partial x_{m}}=\frac{\partial E_{0}}{\partial x_{m}}$ . $E_{n}=(-^{\underline{x}_{\mathrm{R}}}( \frac{1}{r}-rx3\frac{xx}{\mathrm{n}1_{E}r^{3}})1_{E}$ $(m=n)(m\# n)$

$E_{n} \cdot\frac{\partial E_{0}}{\partial\theta_{m}}=\frac{\partial E_{0}}{\partial\theta_{m}}\cdot E_{n}=\{$

$\cot\theta_{m^{\lrcorner},}x\mathrm{L}1_{E}$ $(m<n)$

$-\tan\theta_{m^{-}}x_{\lrcorner}1_{E}\mathrm{r}^{\mathrm{L}}$ $(m=n)$
$0$ $(m>n)$

(48)

$\sqrt{-1}E_{0}\cdot[\hat{p}(S)]_{\epsilon=0}$ (49)

$=$ $E_{0} \cdot[\sum_{n}\lambda_{nn}^{-_{E}}‘\frac{\partial}{\partial x_{n}}]_{*=0}$

$=$ $E_{0} \cdot[\sum_{n}\lambda_{n}^{-\theta}En\frac{\partial r}{\partial x_{n}}\partial+r\sum\lambda_{n}^{-}’\sum_{=nl\iota}En^{\frac{\partial\theta_{l}}{\partial x_{n}}\partial}\theta_{\iota}]_{\epsilon}n=0$

$=$ $E_{0} \cdot[\sum_{n}\lambda^{-\epsilon}E_{n}\frac{\partial r}{\partial x_{n}}n\partial r+\sum_{n}\lambda-_{C}En\frac{\partial\theta_{n}}{\partial x_{n}}n\partial\theta n\sum+\lambda_{n}-\partial\sum_{nnl<}E_{n}\frac{\partial\theta_{l}}{\partial x_{n}}\partial_{\theta}]_{s}\iota=0$

$=$ $E_{0} \cdot[\sum_{n}\lambda_{n}^{-*}E_{n^{\frac{x_{n}}{r}}}\partial_{r}-\sum_{n}\lambda_{n}^{-\epsilon}E_{n^{\frac{r_{n+1}}{r_{n}^{2}}}}\partial\theta_{n}+\sum\lambda-\epsilon\sum E_{n}\frac{x_{l}x_{n}}{r_{l}^{2}r_{l1}+}nnl<n\partial_{\theta_{\mathrm{t}}}]\theta=0$

$=$ $E_{0} \cdot\{\sum_{n}E_{n}\frac{x_{n}}{r}\partial_{r}-\sum_{n}E_{n}\frac{r_{n+1}}{r_{n}^{2}}\partial\theta n+\sum_{n}\sum_{\iota<n}En\frac{x_{l}x_{n}}{r_{\iota^{r_{\{+\iota}}}^{2}}\partial\theta_{\mathrm{t}}\}$
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$=$
$\sum_{n}(E_{0}\cdot E)n\frac{x_{n}}{r}\partial r-\sum_{n}(E_{0}\cdot E)n\frac{r_{n+1}}{r_{n}^{2}}\partial\theta n\sum_{n}+\sum\iota<n(E0^{\cdot}E_{n})\frac{x_{l}x_{n}}{r_{\iota^{r}l}^{2}+\mathrm{z}}\partial_{\theta}\iota$

$=$ $\sum_{n}1_{E}\frac{x_{n}^{2}}{r^{2}}\partial-\sum r1nE^{\frac{x_{n}r_{n+1}}{rr_{n}^{2}}\partial+}\theta_{n}l=\sum_{n\iota=}\sum_{l+1}1_{E}\frac{x_{l}x_{n}^{2}}{rr_{l^{2}}r_{l+}1}\partial_{\theta\iota}\infty\infty$

$=1_{E}\partial_{r}$

同様に、 $\sqrt{-1}E_{n}\mathrm{r}\hat{P}(s)],=\mathit{0}=\sqrt{-1}$lE識となる。 $\hat{l}(0)$ の方は少し複雑で

$\sqrt{-1}E_{\mathit{0}}[l(_{S)}]_{\epsilon=0}=\wedge \mathrm{o}$ (50)
$\sqrt{-1}E_{n}\cdot[\hat{l}(S)]_{\partial=\mathit{0}}$

$=1_{E}\{$

$- \frac{\sin\theta}{\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta n-1}\partial_{\theta_{n}}$ $(n=1)$

$(- \frac{\sin\theta_{n}}{\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta n-1}+\frac{\cos\theta_{n-1}\mathrm{c}\mathrm{o}s\theta n}{s\mathrm{i}\mathrm{n}\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n}-2})\partial_{\theta_{n}}$ $(n>1)$
(51)

7節. 作用素 $\hat{\ell}_{i},\hat{\ell}*$. のBo oliubov変;–

角運動量演算子様演算子の成分

$\hat{\ell}_{n}=\frac{r}{\sqrt{-1}}\sum_{m\langle\geq n)}\frac{\partial\theta_{m}}{\partial x_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta_{m}}$ (52)

に対する adjoint operator として

$\hat{l}_{n}^{*}=\frac{\sqrt{-1}}{r}x_{n}$ (53)

を考える。 これは交換関係

$[ \hat{l}_{n},\hat{\ell}_{m}^{*}]=\sum_{n\iota=}^{\infty}\frac{\partial\theta_{l}}{\partial x_{n}}\frac{\partial x_{m}}{\partial\theta_{l}}$ (54)

となるので、以下、球面上 (r一定) で考える。 このとき、次のような Bosonの生成.
消滅演算子の交換関係を満たす。

$[\hat{l}_{n}^{*,\hat{\ell}_{m}]\delta}=nm$

$[^{\hat{\ell}_{n}^{\mathrm{x}}},\hat{\ell}_{m}*]=0$

$[\hat{p}_{n},\hat{p}_{m}]=0$ (55)

$\hat{\ell}(S)^{2}|_{\epsilon=0}$ の固有値は $l_{0}(l_{0}+\nu-2)$ であるが、 この固有値と個々の $\hat{\ell}_{n}^{2}$ との関係が分か
りづらい。 そこで次のように Bogoliubov 変換によって $\hat{l}(s)^{2}|\epsilon=0$ を対角化する。

$\{$

$\hat{\alpha}_{n}:=a\hat{l}_{n}-b\hat{\ell}^{\mathrm{s}}n$

$\hat{\alpha}_{n}^{*}:=b\hat{\ell}_{n}+a\hat{t}^{*}n$
(56)
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このとき、

$[\hat{\alpha}_{n}^{*},\hat{\alpha}_{m}]$ (57)

$=$
$ab[\hat{\ell}_{n},\hat{\ell}_{m}]+a^{2}[\hat{l}^{*}n’\hat{p}_{m}]-b2[\hat{\ell}_{n},\hat{l}_{m}*]-ab[\hat{l}^{*}\hat{l}_{m}^{t}]n$

’

$=$ $(a^{2}+b^{2})\delta nm$

$a^{2}+b^{2}=1$ とすると $[\hat{\alpha}_{n},\hat{\alpha}_{m}]*=\delta_{nm}$
。

$\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{-2}i\hat{\alpha}n\epsilon l|_{s=0}\hat{\alpha}n$ (58)

$=$ $\sum\lambda_{n}^{-2\epsilon}\mathrm{t}ab\hat{\ell}_{n}^{2}-ab(\hat{l}_{n}^{*})2a^{2}+\hat{\ell}^{*\hat{\ell}_{n}}-nb2\hat{l}_{n}\hat{\ell}^{*}\mathrm{I}n|_{\=0}$

今、 $a=\pm 1/\sqrt{2},$ $b=\pm 1/\sqrt{2}(\text{順不^{}\overline{\mathrm{p}}}\Pi)$ のとき、

$\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{-2s}i\hat{\alpha}_{n1}^{*}\hat{\alpha}_{n}\text{ぢ}=0$ (59)

$=$ ab$( \hat{\ell}(s)2|t=0+1)+\frac{1}{2}\nu$ (60)

このように Bogoliubov変換による回転の角度が固定されている。
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