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摘要: 自然数の因数分解の多項式時間アルゴリズムなど, 量子計算の理論的有用性が示されて久し
い. しかし, 現在多数の量子ビットをもつ量子コンピュータは存在しない. このようなとき, 汎
用的に量子コンピュータを母法するシミュレータをつくり, 実際のアルゴリズムの振る舞いや実
際的な計算量を検証することの意義は大きい. 我々は量子計算において頻繁に用いる基本的ユニ
タリ変換の操作の計算量が少なくなる方法を考案し, 汎用的シミュレータを開発した. そしてこ
れを用いて, 一般の自然数に対する因数分解の量子アルゴリズムを実装し, シミュレーション実
験を行った. 本研究ではまず汎用的シミュレータの作成手法を述べ, 次に実験から得た, アルゴ

リズムの振る舞いや性質について考察する.
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1 はじめに

現在, 量子コンピュータの実現の研究はさかんに
行われているが, それはいくつかの有用性が理論的
に示されたからである. 1982年, R. P. Feynman
は現状のコンピュータで量子力学の現象を模倣する
には指数時間を要することを指摘した [8] . これ
をうけ, D. Deutsch は量子力学を原理とした計算
モデル (量子 Turing 機械, 量子回路) を提案し [4,
5], 量子計算の研究が始まった.

1994年, P. Shor は量子計算を用いれば, 自然
数の因数分解を多項式時間で行えること $[14, 15]$

を示し, 注目を集めた. なぜなら, 現在の RSA 公
開鍵暗号系は因数分解の計算量的安全性が根拠に
あったからである. よって, もし実用的な量子コン
ピュータが実現すると, RSA 暗号は安全性の根拠
を失うことになる.
また, 1996年の Grover の量子探索アルゴリズ

ム [9] も興味深い. これは $n$ 個の未整列なインデッ
クスから, あるインデックスを探すアルゴリズムで
ある. 現状のコンピュータでは平均で $n/2$ 回の探索
をするが, 量子計算では $O(\sqrt{n})$ 回で探すことがで
きる. これは “振幅の増幅” という手法を用いてお
り, 量子アルゴリズムの例としても非常にわかりや

す $\langle$ 1, SAT など様々な問題に応用ができる.
その他, 通信の面でも秘密鍵なしに安全に情報を

伝送できる量子暗号というアイデアも出ており, ま

た Communication Complexity や r-一トマトンに
おいても最近, 現状のモデルとの計算量の指数的な
ギャップが発見されている.
以上のような量子計算の有用性を引き起こしてい
るものはおおまかには 2つある. $-$つは複素数の重
みがっく “重ね合わせ” を用いた並列計算である.
もう $-$つは重みの “打ち消し合い” などによる干渉
効果である. この干渉効果は量子計算に非常に特徴
的である.
しかし, 量子状態は非常に不安定なため, 現状の

ところ 1量子ビットをどう作成するか, そして複数
量子ビットをどう安定させるかの実験段階であり,
多数の量子ビットを安定させる技術は見つかって
おらず, 実現の見通しはたっていない. このような
とき, 既存の計算機を用いて量子計算のシミュレー
ションをする意義は大きい. それにより, アルゴリ
ズムが実際にどう振る舞うかという認識が得られ,
新たなアルゴリズムの開発に役立つことが考えられ

1今回, 土村氏にWeb上にデモを作成していただいた.
[16]
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る. また, 実際的な計算量はどのくらいになるのか
という, 実用上の指針が得られる. さらに, エラー
がどのくらい大きくなるかをシミュレートし, 許容
誤差を調べることは, 量子コンピュータの実現にも
大きく役立つと考えられる.
そこで我々は通常のワークステーション上で動く

汎用的な量子コンピュータのシミュレータを開発し
た. このシミュレータは量子計算のモデルである量
子回路を模倣するよう構成されている. 量子回路を
選んだのはアルゴリズムの記述に優れているためで
ある. シミュレータ作成においては, 量子計算の基
本的な操作であるユニタリ変換の計算量が少なく
なる方法を考案した. またこのシミュレータを用い
て, Shor の因数分解アルゴリズムを –般の自然数
の入力に対して可能となるよう実装し, シミュレー
ション実験を行った. 本論文ではまずシミュレータ
の作成手法について述べる. そしてシミュレーショ
ン実験の結果とそこから得られた考察について報告
する.

Shor のアルゴリズムは確率的アルゴリズムであ
り, 解を出すのに失敗することもある. $\llcorner$かし, シ

ミュレーションの結果, その成功確率は理論上の保
証に比べて, 実際上はかなり大きいことが分かつ.
た. また, 状況により成功確率が異なることもはっ
きりと確かめられ, いくつかの場合について解析を
加えた.
本論文の構成は次の通りである。 まず, 2章で量

子計算の–般的な原理を説明する. 3章で量子計算
のモデルである量子回路について解説する. 4章
で量子計算のシミュレータの作成方法について述べ
る. 5章で自然数の因数分解アルゴリズムのシミュ
レーション結果と考察を示し, 6章で今後の課題等
について述べる.

きい. ここに量子計算機の能力の所以がある.
より $-$般的に $n$ ビットを考える. 古典 $n$ ビット

は $m=2^{n}$ 個の状態のうちのどれか一つをとりう
る. 量子 $n$ ビットは $m$ 個の基底状態をとる. 基底
状態を $|q_{1}\rangle$ , $|q_{2}\rangle$ , $\ldots,$

$|q_{m}\rangle$ と記す。 $\psi$ を複素数の係
数をもつこれらの線形結合とする.

$\psi=\alpha_{1}|q1\rangle+\alpha_{2}|q2\rangle+\ldots+\alpha_{m}|qm\rangle$ .
$\psi$ の $l_{2}$ ノルムは,

量子計算の状態は $||\psi||$ $=$ 1をみたす任意の $\psi$

をとりうる. $\psi$ は $|q_{1}\rangle$ , $|q_{2}\rangle$ , $\ldots$ , $|q_{m}\rangle$ の基底状態の
“重ね合わせ” と呼ばれ, $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{m}$ は “振幅” と

呼ばれる. $l_{2}(Q)$ を $|q_{1}\rangle$ , $|q_{2}\rangle$ , $\ldots,$
$|q_{m}\rangle$ で張られる

複素内積空間とする.
任意の複素数の振幅を用いられることは量子計

算の有用性の本質となっている. 例えば “負” の実
数を振幅に用いることによって, “正” の実数との
“打ち消しあい” が起こる. これは確率的計算機に
はなかったことである.
量子計算は 2種類の変換をする。 -つはユニタリ

変換である. ユニタリ変換は $l_{2}(Q)$ 上の線形な変換
$U$ であり, $l_{2}$ ノルムを保存する. (これは $\psi$ が $\psi’$

に写されたとき $||\psi||=||\psi’||=1$ ということであ
る. )

二つめは観測である. 観測は $\psi$ $=$ $\alpha_{1}|q_{1}\rangle$ $+$

$\alpha_{2}|q_{2}\rangle+\ldots+\alpha_{m}|q_{m}\rangle$ という重ね合わせのとき, 確
率 $||\alpha_{i}||^{2}$ で $|q_{i}\rangle$ を与える. ( $||\psi||=1$ により異なる
出力の確率の和は 1であることが保証される. ) 観
測後, 状態は $|q_{i}\rangle$ に写る.

2 量子計算の原理

古典計算機と量子計算機の違いを理解するため
には, まず, 1 ビットを考えるとよい. 古典ビット
は “真” と “偽” の 2状態のうちのどちらか一つを
とる. 古典的な “確率的” ビットは確率 $\alpha$ で真をと
り, 確率 $\beta$ で偽をとり, $\alpha+\beta=$ $1$ という性質
をみたす. 量子ビット (qubit) は後者に非常によく
似ている. 量子ビットに対しては, $\alpha,$

$\beta$ は任意の
複素数をとることができ, $||\alpha||^{2}+||\beta||^{2}$ $=$ $1$ と
いう性質をみたす. 量子ビットを観測すると, 確率
的ビットのように確率 $||\alpha||^{2}$ で真をとり, 確率 $||\beta||^{2}$

で偽をとる. しかし, 量子計算機をモデル化したと
き使用可能な変換の集合は確率的計算機に比べて大

3 量子回路

量子回路 $[2, 5]$ は具体的な量子計算の操作の表
現, アルゴリズムの表現に優れている. 量子回路で
は 1量子ビットを横線で書きワイヤと呼ぶ、時間は
左から右へ流れているとする. そしてその線の上
に 1量子ビットに対するユニタリ変換を四角や丸で
ワイヤの上に書き, これを量子ゲートと呼ぶ. 複数
ビットに相互的に作用するときは相互作用するワイ
ヤ問を縦線でつなぐ. 各ビットはゲートを通過する
と, そのユニタリ変換を受ける.

$n$ 量子ビットは $2^{n}$ 次元ベクトルであるので, こ

れに対する操作は $2^{n}\cross 2^{n}$ ユニタリ行列で表す. 任
意の $2^{n}\cross 2^{n}$ ユニタリ行列は以下の 2種類の “基本
ゲート” に分解できることが知られている [2]. 量子
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図 1: 量子回路

回路の計算時間は以下の 2種類の基本ゲートの使用
個数と定められる.

1. $U$ ゲート

1量子ビッ トに対するユニタリ変換は任意の
$2\cross 2$ ユニタリ行列で表せる. これを $U$ ゲート

と呼ぶ.

$|x\rangle$ $U|x\rangle$

図 2: $U$ ゲート

2. 制御 NOT ゲート (Controlled-NOT)
制御 NOT ゲートはビット間の相互作用を行
う. 制御 NOT ゲートは図 3のように書く. .
は制御ビットを表していて, 制御ビットが 1の
ときのみ, 第 2 ビットに NOT を施す.

図 3: 制御 NOT

通常, 2量子ビットの基底は

$|0,0\rangle=$ , $|0,1\rangle=$ ,

$|1,0\rangle=$ , $|1$ , $1\rangle=$

と取るので, 制御 NOT ゲートを行列で表すと
以下の $4\cross 4$ 行列になる.

CNOT$=$
また, 5章で詳しく述べるが量子アルゴリズムに

おいては

3. Walsh-Hadamard 変換
4. 離散フーリエ変換
という操作が並列, 干渉の効果の本質を担ってい
る. 3, 4はもちろん 1, 2を用いて作成できるが
頻繁に用いるため, パッケージ化しておくと望まし
い. また,

5. 論理演算
も 1, 2をもちいて簡単に作成できるが, これも

パッケージ化した. よってこれらの 5つの操作を合
わせて本シミュレータでの “基本操作” とする.

4 汎用的シミュレータ

4.1 背景

一般的な量子コンピュータのモデルとしては量子
Turing 機械 と量子回路の二つがあるが, アルゴリ
ズムの実装のしゃすさから量子回路をシミュレート
するのが実用的である.
量子コンピュータの計算過程とは $n$ ビットあると

き, $2^{n}$ 個の基底状態の振幅が移り変わっていく
様子である. よって $2^{n}$ 次元の配列ベクトルを用意
し, それぞれの基底の振幅を保存する. 一般的な
問題に対応するためには, $2^{n}$ 個の基底状態の振幅
を保存することは避けられない. よってこのシミュ
レータの計算に要する記憶容量, 計算時間は $\Omega(2^{n})$

の指数関数になることは避けられない.
そして計算操作はこのベクトルに $2^{n}\cross 2^{n}$ ユニ

タリ行列をかけることで計算を表すことができる.
これを単純に考えると, 量子回路で表された操作を
それぞれ $2^{n}\cross 2^{n}$ ユニタリ行列に表し, $2^{n}$ 次元の
ベクトルにかけていけば量子計算のシミュレートが
できる. しかし, $2^{n}\cross 2^{n}$ の行列を生成すると $2^{2n}$

の行列要素を保存する記憶容量が必要となる. そこ

で我々は量子回路の特徴を活かし, シミュレータの
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1 ステップの基本操作の演算子に必要な記憶容量を
$O(n)$ に, 計算時間を $O(n2^{n})$ に押さえる方法を考
案した. 以下, これらの計算手法を記す.

42 計算手法

1. $k$ ビット目に $U$ ゲート ( $2\cross 2$ ユニタリ行列 $U$)
をかける

制御 $U$ ゲートは $U$ ゲートよりも計算時間は短
い.

(制御)2U ゲートのような制御が 2つ以上かか
る場合も同様に計算できる.

3. Walsh-Hadamard 変換
各ビットに順々に

このゲートは $2^{n}\cross 2^{n}$ のユニタリ行列であらわ
すと,

$\otimes_{ik}^{n-1}I\otimes U\otimes=+li\mathrm{o}^{1}$ $I$

となる. この行列は以下のような規則的な構造
をした非常に疎な行列である.
$U\otimes_{i=0}^{k}-1I=x=$

$[_{2^{k}}$
..

$u_{21}$ $u_{22}$

$\otimes_{i=k+1}^{n-}I1\otimes U\otimes_{i=}^{k}-10\otimes^{n-1}i=kI=I\otimes+1x=$

( $X_{(1)}$

$X_{(2)}$ ) $12^{n}$

$\iota$ $X_{(2^{n-k})}Jl$

1行における $U$行列の要素は 2つでそれ以外
の要素はすべて $0$ となる. (行列 $U$ が $2^{n-1}$ 個
埋め込まれた形をしている. ) よってこの $2^{n}\cross$

$2^{n}$ 行列を生成する必要はなく, 記憶要領には,
$2\cross 2$ 行列のみを保存し, 規則性を利用して,
$U$行列の要素があたる部分のみを繰り返し,
計算すれば計算時間は $O(2^{n})$ となる.

2. $l$ ビット目を制御ビット, $m$ ビット目を標的
ビットとして制御 $U$ ゲートをかける.

これは 1 ビット目が 1のときのみ $m$ ビット目
に $U$ ゲートをかける操作である. もし, $U$ が

NOT ゲートならば制御 NOT ゲートとなる.
基本的には 1と同様の形をしている. $U$ 行列
の $u_{11}$ 要素がある行の行番号の 2進表現の $m$

台目が 1ならばその $U$行列を計算し, 行番号
の 2進表現の $m$ 桁目が $0$ ならば恒等変換をす
る (計算をしない) . 恒等変換がふえる分,

$W= \frac{1}{\sqrt{2}}$

をかける操作である. 計算量は $O(n2^{n})$ . ただ
し, このシミュレータでは以下の高速フーリエ
変換の手法を利用してパッケージ化しており,
計算量は同じだが計算時間は 2/3程度に減少
している.

4. 離散フーリエ変換
$n$ ビット ( $2^{n}$ 個の状態) に対しての離散フー
リエ変換の量子回路による表現は 2種類提案さ
れている.

(a) $n$ ビットのみをつかう方法 [7].

図 4: DFTI

図 4で, $W$ は Walsh-Hadamard 変換であ
る. $R$ は上の $k$ 番目のビットを制御ビッ
トとし, 下の $i$ 番目のビットを標的ビッ
トとした制御 $U$ ゲートであり, 行列で以
下のように表せる.

量子回路における計算量は $n(n+1)/2$
で, シミュレ $-$ クの計算量は $O(n(n+1)\cdot$

$2^{n})$ である.

(b) 補助ビットを用いる方法. 全体で $n+1$
ビットを用いて $n$ ビットの離散フーリエ
変換をする [12].
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図 5: DFT2

図 5で $R$ は $k$ 番目のビットを制御ビット
とし, 補助ビットを標的ビットとする制
御 $U$ ゲートであり, 行列で以下のように
表せる. 表 1: FFT と DFT の比較

.

量子回路における計算量は $n$ であり, シ

ミュレータでは $O(n2^{n+}1)$ である. シミュ

レータでは 1 ビット噌やすとすべての操
作に 2倍のメモリを要するので望ましく
ない.

本シミュレータでは量子回路の表現とは異な
るが, 結果的に離散フーリエ変換の操作がで
きれば良いので通常の高速フーリエ変換を利
用した. $2^{n}$ 個の状態に対しての高速フーリエ
変換の計算量は $O(n2^{n})$ である. (a) と比べ
てオーダで $n$ の差がでる. 最近, 量子回路に
おいて O(n)(シミュレートすると $O(n2^{n})$ とな

る) のサイズの回路も考案されたが, 本シミュ
レータでは Walsh-Hadamard 変換, 離散フー
リエ変換ともに高速フーリエ変換に対する高速
化の手法をさらに用い, パッケージ化してある
ため, ストレートに量子回路どおりにかけるよ
り関数呼びだしにかかる時間等など無駄な時
間がすくなくなっている. これにより 1.5倍ほ
ど早くなった。 この比較の実験結果を表 1に示
す. 計算機環境は 43節のとおりである.

5. AND OR NOT SWAP などの論理ケ ‘一ト

NOT, 制御 NOT を用いて量子回路でも簡単
に記述できるが論理計算としてよく用いること
があるためこれもパッケージ化して効率化して
ある.

6. 観測

それぞれの基底状態の振幅の絶対値の 2乗を順
に足しながら配列に蓄え, $[0,1]$ の範囲のリス
トをつくる. そして, $[0,1]$ の間の乱数を発生
させて, でた値の範囲にある候補を観測値とす
る.

43 計算機環境

実験は Solaris26, Ultra SPARC II $360\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ ,

Memory $2\mathrm{G}\mathrm{B}$ にて行なった. 言語は $\mathrm{C}++$ を使用
した. コンパイラは $\mathrm{g}++$ を用い, -O2 オプション
により最適化を行った.

つの振幅保存に対して実部, 虚部の二つの倍精
度浮動小数点を用いるため 2 $\cross 8\mathrm{B}=2^{4}\mathrm{B}$ のメモリ

を使う. 途中計算のために $2+\alpha$ 倍のメモリが必要
である. よって, $2\mathrm{G}\mathrm{B}=2^{31}\mathrm{B}$ のメモリで可能な量
子ビット数は以下から 25 ビットとなる.

$2^{4}\cross(2+\alpha)\cross 2^{25}<2^{31}$

また $32\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}$ 計算機上で実行するとメモリのアドレ
ス空間を $2^{32}\mathrm{B}=4\mathrm{G}\mathrm{B}$ までしか認識できない. よっ

て CPU の性能による使用可能メモリ最大数は $4\mathrm{G}\mathrm{B}$

である.

5 Shor の因数分解アルゴリズムの実験

1994年 P. Shor により自然数の因数分解を確率
的多項式時間で計算する量子アルゴリズムが考えら
れた [14]. 計算量クラスとしては因数分解の判定問
題は ZQP (Zero-error Quantum Polynomial time)
に属する.

[1] のシミュレーションでは簡単な場合のみに限っ
ていた. 我々は–般の自然数に対して因数分解でき
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るよう実装した. 因数分解する数を $n$ として $n^{2}\leq$

$q$ となる状態数 $q$ を用意するので $\sqrt{2^{25}}\simeq 5792$ 程
度の因数分解が今回の実験では上限となる.
本章の流れは以下のとおりである. 51節で因数

分解のアルゴリズムをその実装方法を交えながら述
べる. アルゴリズムの正当性については Shor の原
論文 [15] を参照していただきたい. 52節で Shor
のアルゴリズムにおいて複素数の振幅がどのように
変化するかをシミュレートして得たデータを視覚的
に紹介する. 53節で Shor のアルゴリズムの成功確
率について理論的評価と実際的評価の比較をする.

51 因数分解のアルゴリズム

全体を流れに沿い, 7 ステップにわたって詳述す
るが量子計算で行うのはステップ 4のみであること
に注目する.

1. $n$ が素数かどうか素数判定法を用いて調べる.
素数と判定されたら出力して終了. このシミュ
レータでは 5000程度までの因数分解しか行な
えないため, Rabin の確率アルゴリズムは用
いず単純に $\sqrt{n}$ までの数で割ってみる決定性ア
ルゴリズムを用いた.

2. $n$ が素数の自然数乗か $\sqrt{n},$ $\sqrt[S]{n},$

$\ldots,$
$\mathrm{L}^{\log n}Vn$ を

計算する. 素数の自然数乗と判定されたら出力
して終了.

3. ランダムに自然数 $x(1<X<n)$ を選び, Euclid
の互除法により $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(n, X)$ を計算する。 $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(n, X)\neq$

$1$ ならば $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(n, X)$ を因数として出力し, $n$ を
$n/\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(n, x)$ に置き換えステップ 1に戻る.

4. $x$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ の位数 $r$ ( $x^{r}\equiv 1$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ とな

る最小の $r$ ) を量子計算で発見する. $x^{r}$ (mod
$n)$ を $r$ の関数とみれば位数が周期となってい
ることに注意する. Shor の量子アルゴリズム
の本質となっているのはこの周期関数の周期を
発見することである. ある周期関数の周期 $r$ が
わからないとき, 通常は入力を 1ずつ増やして
いき, 同じ出力を得られたとき, 知ることがで
きるがこれは $r$ 回のステップが必要である. こ

れを量子計算では $O(\log\log r)$ の繰り返しで高
確率で知ることができる (5.3節を参照) .
(a) $n^{2}\leq q\leq 2n^{2}$ をみたす 2のべき乗 $q$ をと

る. ( $n^{2}\leq q$ をみたすもっとも小さい $q$

をとる. )

(b) $\log q$ ビットで $q$ 状態数の量子コンビュー
タを生成し, 初期状態を $0$ のみ振幅 1で
あとは $0$ とする. Walsh-Hadamard 変
換を行い等重の並列状態にする。

$\frac{1}{\sqrt{q}}\sum_{a=0}|q-1a\rangle$ (1)

(c) $x^{a}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ を計算する. この計算はメ
モリのオーバフローを避けるため, “$x^{i}\equiv b$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ ならば, $x^{i+1}\equiv bx$ (mmmod $n$ )”
という性質を用いて計算している. この
結果は第 2 レジスタに蓄える. 第 2 レジ
スタも量子ビットで表現するとさらに $\log n$

ビット必要となり, シミュレータに必要
な記憶容量は $n$ 倍になってしまう. とこ
ろが第 2 レジスタはメモリ的に使われて
いて, 異なる重ね合わせ状態を増やして
はいないのでシミュレータでは量子ビッ
トで表現する必要はない. よってこれを
別メモリに蓄え, 量子ビット数は増やさ
ないことでシミュレータに必要な記憶容
量を 2倍に節約する.

$\frac{1}{\sqrt{q}}\sum_{0a=}^{q-1}|a\rangle|x^{a}$ (mod $n$) $\rangle$ . (2)

(d) 第 2 レジスタを観測する。 観測により状
態は収縮するので以下のような状態に変
更する. ある $k$ が得られたとすると, 量
子コンピュータの第 1 レジスタは $x^{a}$ $\equiv$

$k$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ となる $a$ 以外の振幅はすべ
て $0$ になる. $x^{a}\equiv k$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ となる

$a$ の数が $A$ 個だとすると, それらの振幅
は $\sqrt{A}$ となる. それらは位数 $r$ を周期を
して等間隔に並ぶ.

$\frac{1}{\sqrt{A}}\sum_{j=0}^{A-1}|a_{0}+jr\rangle|k\rangle$ . (3)

(e) 離散フーリエ変換をかける. この結果状
態は以下のようになる.

$\frac{1}{\sqrt{qA}}\sum_{c=0j}^{q-1}\sum_{=0}e^{2i(0})c/q|\pi a+jrC\rangle|k\rangle A-1$ . (4)

(f) 第 1 レジスタを観測する.

5. ステップ $4-(\mathrm{f})$ で得た測定値がごであったとき
$c/q$ を連分数展開により分母が $n$ より小さいあ

115



いだ展開を続け, $n$ を越えない最大の分母を $x$

の位数 $r$ の候補とし, ステップ 6に進む. 本来
の Shor のアルゴリズムはここで, $r$ が位数と
なっているかをチェックし, 位数でなければス
テップ 3に戻る. $r$ が位数となっていなくても
ステップ 7から位数を得られることがあり得る
ので今回の実装では先に進む方針をとった. こ

れによって実際に成功確率があがる結果が見ら
れた.

basis state

6. $r$ が偶数でなければステップ 3に戻る.

7. $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(x^{r}/2-1, n)$ を Euclid の互除法により計
算すると, 高確率で $n$ の因数 $P$ が得られる.
ここでも, $x^{r/2}$ は普通に計算するとオーバフ
ローを起こす. しかし, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(x^{r}/2-1, n)$ $=$

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(x^{r}/2 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)-1, n)$ であるので, この

式の右辺のように計算すればよい. $n$ の因数 $P$

が得られたならば p を出力し, $n$ を $n/p$ に置
き換えステップ 1に戻る. そうでなければその
ままステップ 3に戻る.

52 振幅の変化の様子

51節ステップ 4の量子計算による部分で振幅が
どのように変化するかを, シミュレータで得たデー
タをもとにして視覚的に見ていく. 実際の因数分解
の例は基底状態が多くなりすぎてグラフに表すのは
適当でないので, 基底状態数 $q=$ $16$ , 周期 $r=$
$8$ となるデータをここでは用いる. このときの振幅
の変化の例を図 6, 7, 8に表す. 垂直軸が基底状
態のインデックスである. 水平面は複素平面になっ
ていて, 各基底状態の振幅の値を表している. 実際
は 16個の点のプロットであるが, 見やすいように
直線でむすんである. 図 6は初期状態から Walsh-
Hadamard 変換を行い, 等重の重ね合わせ状態に
なった状況である. 図 7は第 2 レジスタの観測後で
ある. 等しい重みで観測したのでまったくランダム
な値が選ばれ, 周期の情報は得られない. ただし,
値の同じ部分が周期の間隔に並んでいることが次に
役立つ. 図 8は離散フーリエ変換後である. これに

より第 2 レジスタの値としてどれが観測されていよ
うと, ほぼ同じような振幅の状況になるところが重
要である. 図 9は図 8の振幅の絶対値の 2乗をとり
観測確率を表したものである. このあと連分数近似
により高確率で周期が得られる.

図 6: ステップ $4-(\mathrm{b})$ 等重の重ね合わせ状態

$\mathrm{h}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{i}\epsilon$ 8’a’-

図 7: ステップ $4-(\mathrm{d})$ 第 2 レジスタ観測後

5.3 Shor のアルゴリズムの成功確率の解析

5.31 理論的評価

この節の評価は [7] によるものである.

1. 式 4において観測を行うと, 干渉効果により,

$- \frac{r}{2}\leq rc(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)\leq\frac{r}{2}$ (5)

となる $c$ を高確率で観測し, このような $c$ を観
測する確率は $4/\pi^{2}\simeq 0.405$ である.

2. 式 (5) を同値変形すると,

$\exists d(0\leq d\leq r-1)$ $s.t$ . $| \frac{c}{q}-\frac{d}{r}|\leq\frac{1}{2q}$ $(6)$

となる. $q>r^{2}$ であるからこれは $c/q$ を

$d/r$ で連分数近似してよい条件となっている
[11]. ここで $d$ と $r$ が互いに素ならば $r$ の値が
得られる. $d$ と $r$ が互いに素となる確率は

$\phi(r)/r>e^{-\gamma}/\log\log r\simeq 0.5615/\log\log r$

(7)
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図 8: ステップ $4-(\mathrm{e})$ 離散フーリエ変換後

図 10: 0. $5615/\log 1o\mathrm{g}r$

いと考えられる. 次節以降で実際的な場合について
検討する.

532 実際的評価

図 9: 観測確率

表 2は $n=221=13\cross 17$ のとき, $x=2,$ $\ldots,$
$220$

まで, それぞれ 10回ずつ, 計 2190回シミュレー
トしたときの Shor のアルゴリズムが成功し因数を
得た回数, Shor のアルゴリズムが失敗した回数,
Euclid のアルゴリズムにより因数を得た回数であ
る.

である. ここで $\emptyset(r)$ は Euler 関数である. こ

れは図 10から $n$ が 10000以下ならば 0.25以上
であることは保証される. 一般に,
$O(\log\log r)$ の繰り返しで十分高い確率で互い
に素となる.

3. $r$ が偶数のとき, $x^{r}\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ は ( $x^{\frac{f}{2}}$

-

$1)(x^{\frac{f}{2}}+1)$ $\equiv$ $0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ と書き換えら
れる. ここで, $x^{\frac{f}{2}}$

$\not\equiv\pm 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ ならば
$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(X^{f}/2-1, n)$ は 1, $n$ 以外の因数を与える.
$r$ が偶数, かつ, $x^{\frac{r}{2}}\not\equiv\pm 1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ となる
確率は 1/2以上である.

$r<n$ であるため, 上記より以上のアルゴリズム
は量子計算を用いると, $4/\pi^{2}\mathrm{x}0.5615/\log\log n\mathrm{x}$

$1/2$ より大きい確率で成功することは保証される.
例えば, $n=221$ のとき成功確率は

$4/\pi^{2}\cross 0.5615/\log\log 221\cross 1/2\simeq 0.0675$

より大きいことは保証される. しかし, これはかな
り大まかな評価であり実際の成功確率はこれより高

表 2: Shor のアルゴリズムの成功回数 (1)

Shor のアルゴリズムの成功確率は,

W功回数功回失数敗
であった. 理論的な保証確率に比べて, $n=221$ の
ときは実際は約 7倍ほど高い成功確率であった. こ

れには以下のような要因が考えられる.
531節 3. の $r$ が偶数 かっ, $x^{\frac{r}{2}}\not\equiv\pm 1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$

をみたす嫁ま, この実験において数をカウントした
ところ 1476個あった. よって, $r$ が偶数, かっ,

$x^{\frac{r}{2}}\not\equiv\pm 1$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ となる確率は 1476 $/(812+$

$1098)=$ 0.772774であり 1/2より確かに大きかつ
た.

また 51節, ステップ 5において, 本来の Shor の
アルゴリズムのように $r$ が位数でないときは失敗と
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して実装したときは, 表 3のようになった. 成功確
率は $534/(534+1376)=$ 0.27958 とより小さく
なっており, ステップ 5のようにする効果があった
といえる.

表 3: Shor のアルゴリズムの成功回数 (2)

531節 2. の $\phi(r)/r$ の部分でも実際上は大きい確
率であると予測されるが, によって変化が大きい
ので正確な評価は難しい.
また, 256以外においてもいくつかの値について

実験を行い, 実験成功確率と理論保証確率を比較し
た (表 4) . 成功確率が下がる傾向は実験において
も見られた. また 437など実験成功確率が理論保証
確率の約 246倍となっているときもあり, かなり
良い理論保証になっているときもあることが分かっ

(3) 12, 38, 116, 155, 181, 194, 207
(4) 73, 90, 99, 122, 138, 216

(1) は $x=13k+1$ ( $k$ は自然数) の形をしてお

り, $(13k+1)^{j}=13l+1$ ($j,$ $l$ は自然数) であ

る. よって $r$ が偶数ならば, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(xr/2 - 1, n)$ から

因数 13が得られるため, 高確率で因数を得ている
と考えられる. (2) は $x=17k+1$ の形をしてお
り, (1) と同様の理由で高確率で因数を得ていると
考えられる. (3) は $x=13k-1$ の形をしており,
$(13k-1)^{2j}=13l+1$ ($j,$ $l$ は自然数) である.

よって $r$ が 4の倍数のとき, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(X^{r/2}-1, n)$ から

因数 13が得られるため, 高確率で因数を得ている
と考えられる. (4) はその他なんらかの要因による
ものである. (1), (2), (3) は, さらに厳密な理論
的限界を得るための情報となる可能性がある.
また, Shor のアルゴリズムにより, 10回とも

失敗をして因数を得られなかった $x$ は次のとおりで
ある。 これについては原因を調査中である.

21, 47, 72, 89, 98, 106, 115, 123, 132,
149, 150, 174, 179, 186, 200, 214, 215,
220

た。

6 むすび

表 4: 実験成功確率と理論保証確率の比較

5.3.3 $x$ による分類

$n=221=13\cross 17$ のとき, $x=2,$ $\ldots,$
$220$

まで, 10回ずつシミュレーションした結果, $x$ に

よって Shor のアルゴリズムの成功確率がはっきり
異なる状況が見られた. その結果を以下に分類し
た.

Shor のアルゴリズムにより、高確率で (10回中
8回以上) 因数を得られた $x$ は以下の 4つに分類で
きる。

(1) 14, 27, 40, 53, 66, 79, 92, 105,
118, 144, 157, 183, 196, 209

(2) 18, 69, 86, 103, 131, 137, 154, 171,
188

今回の汎用的シミュレータにより, 一般的な量子
アルゴリズムのシミュレートが可能となった. これ

を用いて, 様々なアルゴリズムの振る舞いを知るこ
とができ, 新たな知見を得られるようになった. ま

た計算量などの実際的な検証ができるようになった
ことの意義も大きい.
本シミュレータは必然的に入力に対して指数倍の

記憶容量, 計算時間を要する. これは–般的な問題
に対応するためには避けられないと考えられる.
よって, なるべく基本操作の計算量が小さくするよ
う考慮した.
本論文では述べなかったが, 振幅の値が同じもの

が多いときなど特別な状況では BDD などを用いて
データ構造を工夫することにより記憶容量を多項
式サイズにおさえることも可能であると考えられ
る. そうすれば多量の量子ビットのシミュレートが
出来, 大規模な実験が可能になる. ただし, その実
装はかなり難しいことが予想される. また, 今回の

Shor のアルゴリズムに関しては離散フーリエ変換
後の異なる振幅の個数が入力に対して指数個あるた
め, この手法は単純には用いえないと判断した.
今回の実験としては, Shor のアルゴリズムを実

際にシミュレートして, アルゴリズムの振る舞い、
性質について考察をした. 本研究によって, 量子
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計算が実現すれば, Shor のアルゴリズムは実際上
も, 非常に有効であることがわかった. またアルゴ
リズムの性質を調べたところ, 高い確率で因数を発
見できる状況があることがわかったが, その状況は
因数分解をする前には知ることができないためア
ルゴリズムの改良には用いえなかった. 現状のコン
ピュータで Shor のアルゴリズムを効率的に動作さ
せることは, やはり難しいと考えられる. 逆にいえ
ば量子コンピュータの実現への期待が高まった. 計
算機科学の観点からは, 様々な計算モデルを対象に
して量子計算の能力を調べる必要がある.
今後のシミュレーション実験としては, Grover

の量子探索アルゴリズム [9] を応用した, 様々なア
ルゴリズム [3, 6, 10, 13] に対して検証を加えてみ
る予定である [17].
また, プログラムの進行に誤差をいれてデコヒー

レンスのシミュレーションをしてみるのも実際の量
子コンピュータの作成の指針として大きく役に立つ
と考えられる. さらに, その誤り訂正のシミュレー
トも面白いであろう.
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