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1 はじめに

本研究では、 3次元一様等方乱流中の非線形項によるエネルギー輸送を、 正規直交非圧縮ベク
トルウ $\iota$一ブレット基底を用いて解析する。
連続および離散 $\eta_{\mathrm{S}\mathrm{L}}$一ブレット変換は、物理空間と Fourier 空間の双方で局在した構造を

抽出するのに適していると考えられてきた。離散 $\eta_{=\mathrm{L}}$一ブレット変換の理論は多重解像度近似
(multiresolution approximation, MRA) として確立されている [1]。しかしこれはスカラー関数
に対する変換である。乱流への応用を考えるとベクトル値の関数を扱わねばならないが、現在
のところベクトル場の各成分に対して離散 $\eta_{\mathrm{J}\mathrm{i}}$一ブレット変換を行った解析のみが行われてい
る。 この方法の問題点は、非圧縮ベクトル $u(x)$ の $\eta_{\iota}$一ブレット. スペクトル

$\langle\psi_{\lambda}(X), u_{x}(x)\rangle\psi_{\lambda}(X)ex+\langle\psi\lambda(_{X}), u(yx)\rangle\psi\lambda(X)e_{y}+\langle\psi_{\lambda}(X), u_{z}(x)\rangle\psi_{\lambda(}X)ez$ (1)

( $\langle f,$ $g\rangle$ は $f,$ $g$ の内積、 $\lambda$ は $\eta$ エ一ブレットを区別する添え字) は非圧縮性を破ってしまうこと
にある。 これに対して非圧縮ベクトル値の $\eta_{=\mathrm{L}}$一ブレットを構成する試みがある $[2, 3]$ が、 正
規直交性とアルゴリズムの簡便さを備えた実用的なものはなかった。
また、 これまでの離散 $i7_{\mathrm{I}}$一ブレット変換を用いた解析は、正規直交性および局在性にの

み着目した 「 $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 変換の代用品」 として用いられるのみであり、 多重解像度近似理論の成
果を踏まえた解析はほとんど見られなかったように思われる。われわれは多重解像度近似理論
と微分位相幾何学的に確立されたベクトル場の理論の基礎に立ち戻って、ベクトル値の離散
ウコ i一ブレット変換の理論の可能性を吟味した。 その結果、 スカラ一関数の $\eta\supset$:一ブレットを
もとにして多重解像度近似の性質を持つベクトル場の理論を構成することが可能であることが
示された [4]。この理論に基づく正規直交非圧縮 \nu \supset :一ブレットの利点は、 FFTや $\mathrm{F}\mathrm{W}\mathrm{T}(\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}$

Wavelet $r_{\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m})}$ という従来のアルゴリズムのみで変換が可能になる点にある。
われわれはこの基底を用いて乱流中の非線形項によるエネルギー輸送のふるまいを解析し

た [5]。本報告では、ベクトル値の多重解像度近似の簡単なレヴユ一と、 非線形輸送の解析結
果の主要なものを報告する。

2 ベクトル値関数空間の直交分解と多重解像度近似
本節では、非圧縮正規直交 $\eta_{\mathrm{I}}$一ブレットとその Navier-Stokes方程式への応用を説明する前
に、 ベクトル場の直交分解、およびベクトル場の多重解像度近似 1のうちで本研究で用いる性
質を簡単にレヴユ一する。

定理 (Hodge-Beltrami分解): 3次元周期境界条件 $(\mathrm{T}^{3})$ 上の 2乗可積分ベクトル場の関数空
問 2 $L_{X()}^{2}\mathrm{T}^{3}$ は、 次の四つの部分空間に直交分解される

$\underline{L_{D}(\mathrm{T}^{3})=\{u(X)\cdot,f(X)\in}H1(\mathrm{T}^{3}),$ $u(X)=\nabla f(x)\}$ (2)
1ベクトル値の多重解像度近似の理論の部分が 1998年 1月の発表 (文献 [6] を参照) の時点から大幅に理論的に

改良された点である。
2以下、 ベクトル値の関数空間を示すための添え字実を適宜書き添えることにする。
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$L_{\Sigma+}(\mathrm{T}^{3})=\{u(x);a(x)\in H_{\mathfrak{T}}^{1}(\mathrm{T}3),$ $u(X)=\nabla \mathrm{x}a(X),$ $\int_{\mathrm{T}^{3}}u\cdot\omega \mathrm{d}x>0\}$

$L_{\Sigma-(\mathrm{T}^{3})}=\{u(x.);a(x)\in H_{X}^{1}(\mathrm{T}3),$ $u(X)=\nabla\cross a(X),$ $\int_{\mathrm{F}^{3}}u\cdot\omega \mathrm{d}X<0\}$

$L_{H}(\mathrm{T}^{3})=\{u(x)$ ; $\nabla\cross u(_{X})=0,$ $\nabla\cdot u(X)=0\}$

(3)

(4)

(5)

ここで $H^{1}(\mathrm{T}^{3})$ は Sobolev 空間、 $\omega:=\nabla\cross u$ である。

注意: この直交分解定理は、微分位相幾何学において確立されたHodge の分解定理と、 ソレノ

イダル場の Beltrami分解を統合したものになっている。解析を $\mathrm{T}^{3}$ 上のベクトル場の関数空間
に定めた理由は、 (1) Hodge の分解定理は有界な多様体上で確立されている $[7]_{\text{、}}$ (2) 多重解像
度近似理論は Euclid 空間 $\mathbb{R}^{N}$ および $\mathrm{T}^{N}$ 上で確立されている [1] からである。

証明:証明の詳細は文献 [4] にゆずり、 ここではアウトラインを簡単に説明する。 Fourier空間に
球座標系の基底となるベクトル場

$e_{r}(k)=-$$|k|k,$ $e_{\varphi}(k)= \frac{e_{z}\cross k}{|e_{z}\cross k|},$ $e_{\theta}(k)=e_{\varphi}(k)\mathrm{x}e_{r}(k)$ (6)

を導入する 3。これら基底ベクトル場と 2乗可積分関数 $u(x)\in L^{2}(\mathrm{T}^{3})$ の Fourier係数を用い
て、 さきの各部分空間は

$L_{D}( \mathrm{T}^{3})=\{u(x);k\in \mathbb{Z}^{3}\sum_{\{\backslash 0\}}hD(k)^{\wedge}u(k)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)\}$
(7)

$L_{\Sigma+}( \mathrm{T}^{3})=\{u(x);k\in \mathbb{Z}^{3}\backslash \mathrm{t}.\}\sum_{0}h_{\Sigma+}(k)^{\wedge}u(k)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)\}$
(8)

$L_{\Sigma-}( \mathrm{T}^{3})=\{u(X);\sum_{k\in \mathbb{Z}^{3}\backslash \{0\}}h\Sigma-(k)u\wedge(k)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)\}$
(9)

$L_{H}(\mathrm{T}^{3})=\{u(x);u_{x}(0)e_{x}+u_{y}(0)e_{y}+u_{z}(\mathrm{o})e_{z}\}$ (10)

(ここで $L$ はシステムサイズ、 $h_{\sigma}(k)$ は

$h_{D}(k):=-\mathrm{i}e_{r}(k),$ $h_{\Sigma+}(k):= \frac{e_{\theta}(k)+\mathrm{i}e_{\varphi}(k)}{\sqrt{2}},$ $h_{\Sigma-}(k):= \frac{e_{\theta}(k)-\mathrm{i}e_{\varphi}(k)}{\sqrt{2}}$ (11)

で与えられる 「ヘリカルベクトル」 ) と表すことができる。 これより空間 $L_{D}^{2}(\mathrm{T}^{3}),$ $L_{\Sigma+}^{2}(\mathrm{T}^{3})$ ,
$L_{\Sigma-}^{2}(\mathrm{T}^{3})$ は 2乗岡積分かつ平均 $0$ の関数空間

$L_{0}^{2}( \mathrm{T}^{3})=\{u(x);u(_{X)}\in L^{2}(\mathrm{T}^{3}), \int_{\mathrm{T}^{3}}u(_{X})\mathrm{d}x=0\}$ (12)

と同型であることが示される。 したがってベクトル値の関数空間の基底関数は、このスカラー
値の関数空間の基底関数を用いて構成できることがわかる。 この性質を用いて各部分空間が
$L^{2}-$ノルムに対して完備であることが示される。 (証明終)

この同型の性質を用いて形式的にベクトル値の多重解像度近似を構成することができる。
多重解像度近似の主要な帰結のひとつは、マザー. ウエ一ブレットの張る空間が L2-空間を直

交分解することにある:

$L^{2}(\mathrm{T}^{3})=V\mathrm{o}(\mathrm{T}^{3})\oplus W_{0}(\mathrm{T}^{3})\oplus W_{1}(\mathrm{T}^{3})\oplus W_{2}(\mathrm{T}^{3})\oplus\ldots$ , (13)

$k//e_{z}$ の場合は $e_{\theta}(k):=e_{f}(k)\cross e_{x}$ で定義する。

230



ここで $V_{0}(\mathrm{T}^{3})$ は定数関数 ( $0$ モード) の集合 $\{f(x)=cmst.\}$ であり、 $W_{j}(\mathrm{T}^{3})$ は $\mathbb{R}^{3}$ の正規直
交マザー $\eta_{=\mathrm{L}}$一ブレット 4 $\psi_{\epsilon}(x)$ の Fourier係数を用い式

$\psi_{j\epsilon l}(_{X}):=2^{-\frac{3}{2}j}\sum_{\in k\mathbb{Z}3}\hat{\psi}_{\epsilon}(\frac{k}{2^{j}})\exp[2\pi \mathrm{i}k\cdot(\frac{x}{L}-\frac{l}{2^{j}})]$ , (14)

(ここで $j$ は空間解像度、 $l$ は $i7\not\subset \mathrm{L}$一ブレットの位置) で定義される関数によって張られる空間
である、 すなわち

$W_{j}(\mathrm{T}^{3})=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\psi j\epsilon \mathrm{t}(X);\epsilon=1,2,$ $\ldots 7,$ $l\in(\mathbb{Z}/2^{j}\mathbb{Z})^{3})\}$ . (15)

ベクトル値の $i7$ コ i $-$ブレットの空間 $L_{\sigma}(\mathrm{T}^{3})(\sigma=D, \Sigma+, \Sigma-)$ は、 このおのおのの部分空間の
「ヘリカル引き起こし」

$P_{\sigma}^{\dagger}u(x):= \sum_{\backslash k\in \mathbb{Z}3\{0\}}h\sigma(k)u(\wedge k)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)$ (16)

$P_{\sigma}^{\uparrow}W_{j}=\{u(x);u(x)=P_{\sigma}^{\mathrm{t}_{u}}(X),$ $u(x)\in W_{j}\}$ (17)

によって構成される空間

$L_{\sigma}^{2}(\mathrm{T}^{3})=P_{\sigma}^{\dagger_{W_{0}}\mathrm{t}_{W(\mathrm{T}}\uparrow()}(\mathrm{T}3)\oplus \mathrm{p}_{\sigma}13)\oplus \mathrm{p}W_{2}\sigma \mathrm{T}3\oplus\ldots$, (18)

である。 注意しなくてはならないことは、 $\mathrm{T}^{3}$ 上の多重解像度近似理論では $0$ モードを必ず含
まなくてはならないが、ベクトル値の $\eta_{\mathrm{I}}$一ブレットの空間では $0$ モードが欠けている。 この

ことは本報告のように、解像度のみに着目している場合には問題とならないが、組織構造の空
間的な位置や広がりの同定を伴う場合には問題となる。このことについては稿を改めて議論し
たい。
本研究では、正規直交 $\theta_{-^{\mathrm{L}}}^{-}$一ブレット $\psi_{j\epsilon}\iota(X)$ の Fourier 係数を用いて、次式で定義される

「ヘリカルウ $\mathfrak{c}\mathrm{z}$一ブレット」 を用いる:

$\psi_{j}\epsilon\iota\pm(x):=\sum_{\{k\in \mathbb{Z}^{3}\backslash 0\}}h\Sigma\pm\hat{\psi}j\epsilon l(k)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)$
. (19)

ウエ一ブレット関数として、Littlewood-Palay型多重解像度近似に基づく $\eta_{\mathrm{J}\mathrm{i}}$一ブレット (Meyer
ウ $:\mathrm{L}$一ブレット) を用いた。任意性のある領域については Yamada and Ohkitani [8] に従って
決定した。
ヘリカルウ $\iota$一ブレットの性質をいくつか挙げる:(1) 物理空間で実数値関数、 (2) Fourier

空間で関数値が有限、かつコンパクトな台 (support) を持つ 5、 (3) 物理空間で局在する 6。

3 速度場の直交分解と解像度毎のエネルギーの時間発展
本節では Navier-Stokes方程式に従う非圧縮流体のスケール毎の運動エネルギーの時間発展に
ついて考察する。 したがって本節で考える関数空間は非圧縮ベクトル場の空間

$L_{S}^{2}(\mathrm{T}^{3}):=L_{\Sigma+}^{2}(\mathrm{T}^{3})\oplus L_{\Sigma-}^{2}(\mathrm{T}^{3})\oplus L_{H}^{2}(\mathrm{T}^{3})$ (20)
43次元空間の場合、互いに直交するマザー. $\theta$ エ $-$ブレットは 7種類ある。本研究では 3次元の $\theta$ エ $-$ブレッ

トを、 1次元のスケーリング関数 $\psi_{0}(x)\text{、}$ マザー $i7$エ一ブレット $\psi_{1}(x)$ のテンソル積で定義する: $\psi_{\epsilon}(x, y, z).--$

$\psi_{\zeta}(x)\psi_{\eta}(y)\psi_{\zeta()}Z$ , ここで $\xi_{)}\eta,$ $\zeta=^{\mathrm{o}}$ または $1_{\text{、}}\epsilon:=\xi+2\eta+4\zeta$
。

5 したがって Sobolev の埋め込み定理より、ヘリカル Meyer $\theta$ エ一ブレットが無限回微分可能な関数であるこ
とが分かる。

67種類のウエ一ブレットのうち、6種類までが Schwarz クラス (急減少関数族) に入り、残り 1種類 $(\epsilon=4)$ の

ウェ一ブレットの 3成分のうちの $x,$ $y$-成分が $r^{-2}$ で減少する 「すそ」 を $z\sim \mathrm{O}$ のせ重い領域に持つ。 $\epsilon=4$ の z-
成分は急減少関数である (文献 [4] 参照)。
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である。 非線形項の計算においてこの空間への射影演算子 $Ps$ が必要になる。 $Ps$ は Fourier 変
換を用いて次式で与えられる。

$P_{s}( \mathrm{T}^{3})u(x):=\sum_{yj=x,,z}(u_{j}(\wedge 0)+\sum_{k\in \mathbb{Z}3\backslash \mathrm{t}0\}}P_{ij}(k)uj(k\wedge)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L))e_{j}$
, (21)

$P_{ij}(k):= \delta_{ij}-\frac{k_{i}k_{j}}{|k|^{2}}=\sum_{=s\pm}(h_{\Sigma}S(k))_{i}(h_{\Sigma s}(k))_{j}$ . (22)

$i,$ $j=x,$ $y,$ $z$ , 同じ添え字は和を取る。
これから Navier-Stokes方程式に従う非圧縮流体の運動エネルギーの時間発展の式を求めよ

う。 まず速度場を $\eta_{\mathrm{I}}$一ブレットの解像度クラス毎に分解する:

$u(x, t)=j \in \mathbb{Z}\sum_{+}uj(X,t)$
(23)

ここで $\mathbb{Z}_{+}:=\{0,1,2, \ldots\}_{\text{、}}$ 各解像度クラスの速度場 $u_{j}(x, t)$ はベクトル値関数の内積

$\langle f|g\rangle=\frac{1}{L^{3}}\int_{[0,L}]^{3}\mathrm{d}f(x)\cdot g(X)x$ , (24)

を用いて次式で与えられる:

$u_{j}(x, t)= \sum\sum_{\in\epsilon=1\iota(\mathrm{z}/2j\mathbb{Z})^{3}\sigma}\sum_{\pm=1}\langle\psi_{j\mathrm{t}}\epsilon\sigma|u(t)\rangle\psi j\epsilon \mathrm{t}\sigma(_{X})7$. (25)

式 (23) を非圧縮 Navier-Stokes方程式

$\underline{\partial u}=-(u\cdot\nabla)u-\nabla p+1^{\text{ノ}}\nabla 2u$ (26)
$\partial t$

に代入し Y $u_{j}$ との内積をとる。解像度毎に速度場が直交すること $(\langle u_{j}|u_{k}\rangle\propto\delta_{jk})\#_{\mathrm{c}}^{}$注意する

と、 解像度クラス $j$ の速度場の持つ運動エネルギー $E_{j}(t):= \frac{1}{2}\langle u_{j}(t)|u_{j(}t)\rangle$ の時間発展

$\frac{\mathrm{d}E_{j}}{\mathrm{d}t}(t)=\tau_{j}(t)+D_{j}(t)$ (27)

を得る $7\text{、}$ ここで輸送関数 $T_{j\text{、}}$ 散逸関数 $D_{j}$ は次式で表される:

$T_{j}(t):= \sum_{+}\sum_{\epsilon k\in \mathbb{Z}l\mathbb{Z}_{+}}\langle u_{j}|u_{k}|ul\rangle$

,
$D_{j}(t):= \nu\sum_{l\in \mathrm{z}+}\langle u_{j}|\nabla^{2}|u\iota\rangle$

(28)

ただし

$\langle u_{j}|A|u_{l}\rangle:=\frac{1}{L^{3}}\int_{[0,L]^{3}}u_{j}(X, t)\cdot(Au_{l}(x, t))\mathrm{d}_{X}$ (29)

$A$ は $L_{S}^{2}$ から $L_{S}^{2}$ への線形作用素であり、 $|u_{k}|$ は

$|u_{k}|a\rangle:=-P_{S}(u_{k}(X, t)\cdot\nabla a(x))$ for $\forall a(x)\in L_{S}^{2}$ (30)

で与えられる線形作用素である 8。

7圧力項は $e_{\alpha}$ が非圧縮なので消える。
8随伴作用素は次式で与えられる: $\langle a|u_{k}|:=^{\mathrm{p}_{S}}(uk(X, t)\cdot\nabla a(x))$ .
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以下、 式 (27) に基づいてエネルギ一輸送のふるまいを解析していく。式 (27) は Fourier係
数に対する Navier-Stokes方程式の表現 9

$\frac{\partial u_{i}(\wedge k,t)}{\partial t}=P_{ij}(k)p+qk=0\sum_{+}\mathrm{i}(q\cdot\hat{u}^{*}(p, t))^{\wedge}u_{j}^{*}(q, t)-l\text{ノ}k2u_{i}\wedge(k, t)$ , (31)

( は複素共役、 $i,$ $j=x,$ $y,$ $z$ , 同じ添え字は和を取る) に基づいたエネルギー. スペクトノレ $E(k, t)$
の時間発展の式

$\frac{\mathrm{d}E(k,t)}{A+}=T(k, t)-2_{I\text{ノ}}k^{2}E(k, t)$ (32)

の類比 (analog) になっている、 ここで

$E(k, t):= \frac{1}{2}\int(\hat{u}(k, t)\cdot$ \^u(k, $t$ ) $)\delta(|k|-k)\mathrm{d}k$ , (33)

$T(k, t):= \overline{\mathrm{I}}\mathrm{m}[\int\int\int(q\cdot$ \^u(p, $t$ ) $)(\hat{u_{}}(k, t)\cdot$ \^u(q, $t$ ) $)\delta(k+p+q)\delta(|k|-k)\mathrm{d}p\mathrm{d}q\mathrm{d}k].(34)$

\mbox{\boldmath $\delta$}(初は Dirac のデルタ関数、 引数の $|k|-k$ は『半径 $k$ の球面上で積分』の意味。

4 エネルギー輸送関数と散逸関数のふるまい
解析に用いた乱流データは、Kishiba et $al.[9]$ による直接数値計算により得られた減衰等方乱流
の時刻 $t=1.0$のデータである。この時刻のデータの Taylorマイクロスケ–,’に基づく Reynolds
数は $R_{\lambda}=100$ である。計算は擬スペクトル法および Runge-Kutta-Gill 法、 計算の格子点数は
128 $\text{、}$ エイリアス誤差は除去されている。

Fig.1に Fourier(黒丸) 及び $\mathrm{f}y_{\mathrm{J}\mathrm{i}}$ 一ブレット (白丸) のエネルギースペクトルを示す。 以下、
ウ $\mathrm{x}$一ブレットスペクトルは式

$k_{j}:=\sqrt{\langle|\nabla \mathrm{x}uj|2\rangle/\langle|u_{j}|^{2}\rangle}$ (35)

( $\langle*\rangle$ は空間積分) で与えられる波数に基づいてプロットしてある (左から順に $j=0,1,2,$ $\ldots,$

$7$)。
Fig 2にエネルギー散逸関数 $-2\nu k^{2}E(k),$ $D_{j}$ およびエネルギー輸送関数 $T(k),$ $T_{j}$ を示した。
ウエ一ブレット解析のものには線に丸を付した。系全体として、大きなスケ $-\mathrm{K}\triangleright(|k|\leq 5, j\leq 2)$

から、 小さなスケール $(|k|\geq 6, j\geq 3)$ へと、 非線形項はエネルギーを輸送している。

5 非線形エネルギー輸送のウェーブレット解析
本節では乱流中のエネルギーの非線形相互作用の $\theta:$]$\mathrm{i}$一ブレット解析の結果について説明する。
以下、非線形相互作用 $\langle u_{j}|u_{k}|u\downarrow\rangle$ のうち、 $\langle$ $u_{j}|$ の部分に現れる添字を $j_{\text{、}}|u_{k}|$ の部分に現れる
添字を $k_{\text{、}}|u_{l}\rangle$ の部分に現れる添字を $l$ に固定して表記する。 混乱の無い場合には、 $\langle j|,$ $|k|$ ,
$|l\rangle$ という略記を用いる。
エネルギ一輸送過程における非線形相互作用の局所/非局所性を定量的に議論するために、

『局所的』という用語を便宜的に次のように定義しておく。. 局所的なエネルギー輸送: 非線形エネルギー輸送勾のうち、 $|l\rangle$ $=|j-1\rangle$ , $|j+1\rangle$ を
みたすものの寄与。

9この表現は式 (27) との類比を行うために、通常の教科書、論文等に現れる表現と二つの点が違う:(1) $p,$ $q$

の係数の入れ替えに対する対称化をしていない、 (2) 移流項の微分演算を $q$ の係数に対して行っており、部分積
分を用いて $k$ の係数に対する微分に書き換えていない。
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$\bullet$ 局所的な相互作用: 非線形エネルギー輸送勾のうち、 $|k|=|j-1|,$ $|j|,$ $|j+1|$ , およ
び、 $|l\rangle$ $=|j-1\rangle$ , $|j+1\rangle$ をみたすものの寄与。

これらの定義は、 $|k|$ および $|l\rangle$ で表される速度場の代表的な長さが、 $\langle$ $j|$ の代表長さの約 1/2
倍から 2倍になるように採られている。

Fig 3に $\langle j|k|l\rangle$ のうち、 $\langle 2|k|l\rangle)\langle 5|k|l\rangle$ で表される非線形相互作用の振幅の分布を
示した。 クラス $j=2$ は Fig 1より明らかなように、積分スケールの渦に対応するスケールで
あり、 $\mathrm{E}\mathrm{q}.(35)$ に基づく特徴的波数は $k_{j}=3.52$ である。 -方 $j=5$ は、 散逸領域のスケールに
属し $\mathrm{E}\mathrm{q}.(35)$ に基づく特徴的波数は $k_{j}=24.09$ である。
非線形相互作用の大きさを直観的に示すために、補助的な等高線を図に描いた。等高線の

間隔は相互作用の振幅の絶対値の最大値の 10% である。 また各相互作用の符号は、格子点に
黒丸 (正、 受取) と白丸 (負、 放出) とバツ印 (恒等的に零) を付して示した。 $\langle j|k|l\rangle$ の定義よ
り、 全格子点で値の総和が Fig 2で示した $T_{j}$ となる。

Fig 3より非線形相互作用の主要な特徴が見出せる。 まず第 $-$に、 非線形相互作用の振幅
は $|k|$ と $|$ のの入れ替えに対して著しい非対称性を示している。 ついで、 エネルギー輸送の
大半が受取側は $|l\rangle$ $=|j-1\rangle$ に、放出側は $|l\rangle$ $=|j+1\rangle$ に集中している。 したがってエネ
ルギーは全体として、大きなスケールから小さなスケールへと非線形項によって輸送されてい
る 10。このような著しい集中は $|k|$ 方向には見られない。 この二つの特徴はこれら以外のエネ
ルギー収支においても見られた。 これらの結果は従来の対称化された Navier-Stokes 方程式
に基づいた解析では見過ごされていたものである。

$j=5$ の非線形の収支に関して興味深い点は、 $|k|$ の分布に着目すると、受取、放出ともに
$|j-1|,$ $|j-2|,$ $|j-3|$ に振幅の大きいものが集中している。 したがってこのスケールのエネ
ルギーカスケードを伴う渦運動に対して、主に約 2倍から 8倍程度のスケールの渦が寄与して
おり、 それ以上のスケールの渦は、直接には寄与しないということが示唆される。
ここで得られた結果は、エネルギー輸送に対する局所的な相互作用の寄与が無視できない

ことを示しており、 Domaradzki and Rogallo [10] の解析の与えた 「非線形エネルギー輸送は、
辺の長さが極端に小さい非局所的な Fourier 三波相互作用に主に支配されている」 という描
像と首尾–貫しない相互作用の描像を与えるように思われる。

6 非線形相互作用の Fourier解析の再吟味
われわれの結果と Domaradzki and Rogallo [10] の結果とは、 定性的な傾向が著しく異なって
いる。 この原因はどこにあるのであろうか。
ウエ一ブレット基底は、その構成法より Fourier空間を公比 2の等比数列的に分解する。 $-$

方で Domaradzki and Rogallo [10] の解析は Fourier 空間を等差数列的なバンドに分解した上
で、 各バンド毎の平均をとっている。 したがって両者の相違のうちで–番肝心な部分は、 この

Fourier 空間の分割法にあるのではないだろうか。 本節では Fourier 空間の分割を変えた解析
を、 前節と同じ速度場を用いて行い、 その結果を比較する。
まず、 速度場 \^u(旬を Fourier空間で厚さ $\triangle k=6$ の等差数列をなす甲殻で

$u_{j}^{L}(x):= \sum_{6j+\frac{1}{2}\leq|k|<6j+\frac{13}{2}}$
\^u(k) $\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot x/L)$ . (36)

と分解し、前節と類比的な方法で非線形相互作用 $\langle u_{j}^{L}|u_{k}^{L}|u_{l}^{L}\rangle$ の寄与の大きさの解析を行

った。

10任意の $k$ に対して ( $j|k|j+1\rangle=-\langle j+1|k|j\rangle$ なので、 $E_{j}(t)$ が単位時間あたり $\langle j|k|j+1\rangle$ だけエ

ネルギーを失った分が、そのまま $E_{j+1}(t)$ の単位時間あたりのエネルギーの増加分に寄与している。 したがって
$\sum_{k}\langle j|k|j+1\rangle$ を『時刻 $t$ における $E_{j}(t)$ から $E_{j+1}(t)$ への単位時間あたりのエネルギー輸送量』と呼ぶこと
には、妥当性が無いわけではない。
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Fig.4に $j=4$ における非線形相互作用 $\langle u_{4}^{L}|u_{k}L|u_{l}\rangle L$ の分布を示す。 クラス $j=4$ の $\mathrm{E}\mathrm{q}.(35)$

に基づく特徴的波数は $k_{j}=27.10$ であり、 これは $\zeta r$ コ i一ブレット分解における $j=5$ の特徴的
波数に近い値を選んである。分布の特徴として、 $|l\rangle$ に関しては $\theta:\mathrm{n}$一ブレット解析の場合と
同様に、受取が $|j-1\rangle_{\text{、}}$ 放出が $|j+1\rangle$ に分布のピークがある。 しかし $|k|$ に関して、最低波
数バンドである $|0|$ にピークがある。 この傾向は全てのバンド $j$ に対して見られており、 いず
れもピークは $k=0$ にある。 この結果{約が大きくなると共に非線形相互作用のピークが $k$ の

大きい側へ移動するという $i7$ コ=一ブレット解析の結果と大きく異なっている。 したがって等差
分割に基づく分析によれば『エネルギー輸送は局所的、相互作用は非局所的』であると結論さ
れ、 Domaradzki and Rogallo の結果と首尾–貫している。
ついで Fourier 空間を以下に挙げる方法で、公比 2の等比的な球殻に分解し同様な解析を

行う。

$u_{j}^{G}(x)=2^{j+1}/3 \leq|k\sum_{/|<2\mathrm{j}+23}$ \^u(k) $\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)$ . (37)

Fig.5に $j=5$ における非線形相互作用 $\langle u_{5}^{G}|u_{k}^{G}|u_{l}^{G}\rangle$ の分布を示す。 ここで、 クラス $j=5$ の
$\mathrm{E}\mathrm{q}.(35)$ に基づく特徴的波数は $k_{j}=27.62$ であり、 これは $C^{r}-$“一ブレット分解における $j=5_{\text{、}}$

等差分割における $j=4$ の特徴的波数に近い値を選んである。図より明らかなように、等比数
列的な分割による解析は、 $\eta_{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{i}}$一ブレット解析と定性的に同じ結果を与える事が示された。
同じ Fourier基底による解析でも、等差分割ならば Domaradzki and Rogallo の解析と首尾

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$貫し、等比分割ならば $\eta\supset \mathrm{i}$一ブレット解析と首尾–貫するという結果より、非線形相互作用
の Fourier解析は Fourier 空間の分割法に依存して、定性的な傾向を大きく異なるものに解
釈してしまう可能性がある事が確かめられた。
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$\mathrm{Q}\approx_{\triangleright \mathrm{l}}$

$0_{\mathrm{O}} \bigwedge_{\mathrm{K}}$

$\mathfrak{V}\mathfrak{B}\mathrm{Q}$

Fig 1 エネルギースペクトル (黒丸: フーリエ、 白丸: ウェ一ヴレット)

$\mathrm{O}\mathrm{S}$

$\sim 6$

$\triangleright\triangleright)\mapsto \mathrm{a}_{1}$

.
$.\mathrm{Q}$

$\backslash$

$\Leftrightarrow \mathrm{c}\circ \mathfrak{V}\mathrm{k}$

$\sim\sim\Im \mathrm{s}$

Fig 2 散逸関数 $–9\nu k^{2}E(k)$ (破線): $D_{j}$ (破線黒丸).\acute 及び輸送関数 $T(k)$ (実線),Tj (実線白丸)
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$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{l}\mathrm{g}.\cdot \mathrm{J}(\mathrm{a})\langle u_{2}|uk.|u_{\iota}\rangle$
$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{l}\mathrm{g}.\cdot 3(\mathrm{b})(u_{\delta}r|\tau l_{k}|u\iota)$

Fig.4 ( $u_{4}^{\mathrm{L}}|u_{k}^{\mathrm{L}}|u_{i}^{L}\rangle$ Fig.5 $(u_{6}^{\iota \mathrm{z}}|u_{k}$
.

$|u_{l}^{\iota_{\mathrm{J}}}\rangle$

( $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}.3-\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}.5$ において、実線は正、破線は負の等高線 (間隔は絶対値の最大値の 1O%) 。各点での符号
を黒丸 (正) と白丸 (負) と $\cross$ (恒等的に零) で示してある。)
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