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概要

我々はハイブリッド計算による –変数の有理関数近似を提案して来た。本論では、二変数の場
合について検討する。二変数有理関数補間として General Order Newton-Pad\’e Approximant
と呼ばれる方法が提案されている。 -変数の場合と同様に、与えた $\overline{\tau}-\grave{\backslash }p$ に対し滑らかな近似を

得ようとすると、不必要な特異点を生じることを示す。本論では多変数近似GCD を用いること
により不必要な特異点を取り除くことを考える。

1 はじめに

ハイブリッド計算とは、工学や物理等の科学技術

計算に幅広く応用されている数値計算と常に正確な
解を求め記号計算が可能な数式処理を有機的に結合
した計算を意味し、 より有効なアルゴリズムを開発
しようとする試みである。

我々は、ハイブリッド計算アルゴリズムの–つで
ある近似GCD算法を –変数の有理関数補間に応用

することを行い、新しい有理関数近似を提案して来
た [8] [9]。 -変数の有理関数補間を用いて関数近似
を行おうとした場合、高精度の近似を得ようとして
関数近似の次数を大きくすると、得られる有理関数
が近似区間において不必要な極を持つ場合がある。
実験的にそのような極は分子の零点と近似的に同じ
点に現れることを示した。 したがって、分子と分母
の近似GCD を計算して単純に除去すれば良い。こ

の方法をハイブリッド有理関数近似と呼んでおり、
データの平滑化や Cauchy主値積分や Cauchy特異
積分方程式などへの応用を示している [5] [6] [7]。

本論では、二次元のデータとその点での連続関数
の近似値が与えられた時、そのデータに対する有理
関数近似を求めることを検討する。
データ列に対する有理関数近似の $-$つとして有

理関数補間を考える。二変数の有理関数補間の方法
として、得られる有理関数補間が連分数の形で表さ
れる方法 [4] [11]や、有理式の形で表される General
Order Newton-Pad\’e Approximants と呼ばれる方
法 [2]が提案されている。 この時、二変数の有理関
数補間は–変数の場合と同様に不必要な近似 GCD
を持つ場合があるかどうか数理的な興味がある。
本論では、General Order Newton-Pad\’e AP-

proximantsを数値的に求めてみると不必要な特異
点を持つ場合があることを実験結果を用いて示す。
さらに、不必要な特異点の除去を–変数の場合と同
様に近似GCD を用いて行うことを試みる。多変数
の近似GCD として提案されている方法には、Ochi
等により提案された方法 [10] や、 Corless 等により
提案された近似 GCD [1] が知られているが、本論
では Corless 等による近似 GCD を用いる。この方

法は数値計算の特異値分解法を用い、記号計算は数
式処理上で行われる。

与えられるデータ列がある有理関数の関数値に近
い値であり、 より大きい次数で有理関数補間を得る
場合には不必要な特異点が生じることを実験的に示
す。近似GCD を取り除き結果として得られる有理

関数近似は、データをある誤差を持って補間する有
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理関数近似になる。
しかし –般には、初等関数などを近似する場合、

現在提案されているような近似GCD では除去が困
難である不必要な特異点が表れることも実験的に
示す。

2 Multivariate General Order New-

ton Pad\’e Approximants
二変数有理関数補間を求める方法が提案されて

いる [2] では有理関数の係数は行列式の計算を用い
て求められる。また、係数を求めるのではなく直接
データ点での有理関数補間の近似値を得る場合の再
帰的アルゴリズムを用いる方法も提案されている
[3]。本論では、 [2] で示された方法を用いる。

$f_{i,j}^{(k)},$ $k=0,$ $\cdots,$ $\Gamma_{ij}$ をデータ点 $(x_{i}, y_{j})$ 上で与え

られる値とする。データ点の $i,$ $j$ は $(i, j)\in E\subseteq \mathrm{N}^{2}$

のような組とする。ここで $E$ は、 もし $(i, j)\in E$ な

らば $(k, l)\in E,$ $k\leq i,$ $l\leq i$ を満足するような条

件 (inclusion property と呼ばれる) を満たす集合で

ある。

多変数多項式 $B_{ij}(x, y)=\Pi_{k^{-}}i1=0(x-Xk)\Pi^{j-}(\iota=0y1-$

$y\iota)$ と [2]で定義される差分の値 $f_{0i},0j$ $=$

$f[x_{0}, \cdots, x_{i}][y0, \cdots, yj]$を用いて、次の級数を定

義する。

$f(x, y)=$ $\sum$ $f_{0i},0jB_{i}j(_{X}, y)$

$(i,j)\in \mathrm{N}^{2}$

この時、 $f(x, y)$ に対する Newton Pad\’e近似の分子

と分母の多項式 $p(x, y),$ $q(x, y)$ は次のようになる。

$p(x, y)$ $=$ $\sum$ $a_{ij}B_{ij}(_{X}, y)$ ,

$q(x, y)$ $=$
$(i,j)N \sum^{\in}b_{i}jBij(x, y)$ ,

$(f\cdot q-p)(_{X}, y)$ $=$ $(i,j)D(i,j) \sum_{\in \mathrm{N}^{2}\backslash E}^{\in}d_{i}jB_{ij}(_{X}, y)$ .

ここで $N,$ $D,$ $E$ は $\mathrm{N}^{2}$ の部分集合を表し次の性質

を持つ。. $N\subset E$

$\bullet$ $D$ は $m+1$個の要素を持ち、 $(i_{0},j\mathrm{o})$ , $\cdot$ . .,
$(i_{m}, j_{m})$ と表す。

$\bullet$ $E\backslash N$ は少なくとも $m$の要素を持つ。

さらに、 $m$の要素をもつ $E\backslash N$の部分集合 H $=$

$\{(h_{1}, k_{1}), \cdots\rangle(h_{m}, k_{m})\}$ を定義する。

このとき $a_{ij},$ $b_{ij}$ は次のように決定される。 もし、

次の行列

の階数が $m$ならば、次の行列式を計算することに
より、有理関数補間を得ることが出来る。

$|$ $s_{0}(x, y)$ . . . $S_{m}(x, y)$ $|$

$p(x, y)=|f_{ih,j\mathrm{o}m}f_{i}\mathrm{o}h10m..\cdot’ j\mathrm{o}_{k}k1^{\cdot}..\cdot.\cdot.$

.
$\cdot f_{i_{m}h,j_{m}k}f_{i_{m}h.’ j_{m}k_{\mathrm{i}}}m1..m$

$q(x, y)=|B_{i\mathrm{o}j\mathrm{o}}f_{i_{0}}h1j_{0}k_{1}(,X,y)$

$..\cdot$.
$\cdot$

. $B_{i_{m}j}(f_{i_{m}h,j_{m}k_{1}}m_{1}x,y)$

$|fi0h_{m},j_{0}km$ . . . $fi_{m}h_{m}ij_{m}k_{m}$ $|$

ここで、 $s_{k}(_{X}, y)= \sum(i,j)\in Nfiki,jkjBij(x, y)\text{で}$

ある。

この方法を用いて、与えられたデータの近似を
連続関数として得ることを考える。 $N,$ $D,$ $E$ の与え

方は多くの場合があるが、本論では次のように与
える。

$N$ $=$ $\{(i,j)|0<i+j<n_{1}\}$
$\cup\{(\mathrm{L}\frac{n_{1}+\overline{1}}{2}\rfloor, \mathrm{L}\frac{n_{1}\mp 1}{2}\rfloor)\}$ (2)

$D$ $=$ $\{(i,j)|0\leq i+j\leq n_{2}\}$ (3)
$E$ $=$ $\{(i,j)|0\leq i\leq n_{3},0\leq j\leq n_{3}\}(4)$

ここで、もし未知の関数の関数値と して

$\tilde{p}(x, y)/\tilde{q}(x, y)$ に近い値が与えられた場合、次数

のより大きな $p(x, y)/q(x, y)$ で有理関数補間をし

ょうとすると. $p(x, y)\approx\tilde{p}(x, y)g(x, y),q(x, y)\approx$

$\tilde{q}(x, y)g(x, y)$ で表されるかもしれない。もし、

$p(x, y)$ と $q(x, y)$がこのような近似GCDg$(x, y)$ を

持つなら、不必要な特異点として表れる場合がある
と考えられる。実際に次の例を考える。
例 1

例題として $f(x, y)=(x^{2}+y)/(x+2)$ の関数

の各データ点での値に $O(10^{-7}(x, y))$ の大きさの

乱数を加えた値を間数値とする。各データ点は
$N,$ $D,$ $E$ をそれぞれ (2) 式,(3) 式,(4) 式のように与

える。ここで、パラメータ $n_{1},$ $n_{2},$ $n_{3}$ はそれぞれ

$n_{1}=4,$ $n_{2}=3,$ $n_{3}=4$ とする。 また、 $x,$ $y$ の値と

して $x_{i}=y_{i}=-1.0+i/2,i=0,$ $\cdots,$
$4$ により与

える。この時、分子と分母の多項式は次のように得
られる。

$p(x, y)$ $=$ $-1.2313x^{4}+(4.5585$ $\cross 10^{-6}y^{3}$
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図 1 $p(x, y)/q(x, y)$ 図 2 不必要な特異点

$+6.8377$ $\cross 10^{-6}y^{2}+3.1658y$

$+0.54796)x^{3}+(6.8377\mathrm{X}10^{-6}y^{3}+$

$1.6351y^{2}-1.5142y+0.28749)x^{2}$

$+(-5.7044\mathrm{x}10^{-6}y^{3}+3.1658y^{2}$

$+0.54802y+1.2826\cross 10^{-5})x$

-1.1347 $\rangle\zeta 10^{-7}y^{4}+1.6351y^{3}$

$-0.28287y^{2}+0.28750y$

+6.6992 $\mathrm{x}10^{-8}$ ,
$q(x, y)$ $=$ $-1.2314x^{3}+(3.1658y-1.9147)_{X}2$

$+(1.6351y2+6.0488y+1.3835)x$

+2.9831 $\mathrm{x}10^{-6}y^{3}+3.2702y^{2}$

-0.56574$y+0.57500$ .
ごこで、数式処理システム $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$上で計算を行

い、倍精度浮動小数計算を用い、各データに与え
た微小な乱数値として $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}_{\mathrm{S}\mathrm{i}}\mathrm{r}$ 上の組み込み関数

random$()$ から得られる値を用いた。
$p(X, y),q(x, y)$ から求めた (1) 式の行列の最小特
異値は $O(10^{-7})$ であり階数は落ちかかっている。得

られた有理関数補間の関数形を図 1に示す。しかし、
図 2に示すように $x\approx$ -0.202, $y\approx 0.326$の近くを

拡大すると不必要な特異点により鋭い極が存在する
ことがわかる。

このような特異点は分子と分母の近似的な共通因

子が表れていると考えられ、次節で分子と分母の多
項式の近似的な共通因子を求めることを行う。

3 Corless等による多変数近似GCD
Corless等により提案されている多変数 (本論の

場合は二変数) の近似GCD のアルゴリズムは補間
を基本にしている。本論では二変数の場合について

述べる。

$p(x, y)$ と $q(x, y)$ の近似 GCD を求めるとき、 $x$

の乱数値 x $=\alpha$を取り. $p(\alpha, y),q(\alpha, y)$の近似

GCD$g_{y}(y)$ を $-$変数の近似 GCD アルゴリズム

で計算する。 これは Corless等が提案している特異
値分解法を使った近似GCD アルゴリズム [ $1|$が適

用できる。ここで、 $k$次の多項式が得られたとする。
次に $x$ を主変数として、乱数値角を $y=$ A と

して $p(x, \beta_{i}),q(x, \beta i)$ の近似 GCD$gi(x)$ を求める $0$

$g_{i}(x)$ はモニックであるとする。 $l$次の近似GCDが
得られた場合、$p(x, y),q(x, y)$ の近似GCD は

$x^{l}+ \frac{a_{l-1}(y)}{\text{ノ}\backslash }x^{\iota_{-1}}+\cdots+\frac{a_{0}(L/)}{\backslash }$

,’

$a_{l}(y)-$
$-$

$-a_{l}(y)$

の形になると考えられる。 $a_{l}(y)$ は $x$ を主変数とし
たときの主係数を表す。各 $a_{i}(y)$ は $k$次の多項式で
あるとし係数を未知数として、連立方程式が構成で
きる。得られた連立方程式を特異値分解法を用いて
解くことにより近似GCD の係数が決定できる。
このとき、乱数値をどのように取るかは自由であ

るが、値が unluckyな場合や、GCD計算において
用いる Vandermonde系の条件数が大きくなる場合
には、アルゴリズムが失敗するかもしくは不安定に
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なると指摘されている [$1|[12|$ 。

多変数近似GCD のアルゴリズムを用いて、例 1

の近似 GCD を求めると次の結果が得られる。
$g_{1}(x, y)$ $=$ GCD $(p_{1}(x, y),$ $q1(x, y);10-\mathrm{Q})$

$=$ $x^{2}+(-2.5714y-\mathrm{o}.44508)x$

$-1.3283y^{2}+0.22987y-\mathrm{o}.23340$

但し、 $y$ に代入する乱数値として 5点を取ることを
考え、乱数値ではなく Chebyshev多項式の零点を
取ることを行った。零点は–般に $-1-1$ の値にな
るが、何回かの実験の上これを 0\sim 4の区間に置
き直した値を用いることを行った。得られた近似
GCD を分子と分母の多項式 pl $(x, y),q1(x, y)$ から

除算により近似により取り除くと次の結果がえら
れる。

$\tilde{p}_{1}(X, y)$ $=$ $p_{1}(x, y)/g_{1}(_{X}, y)$

$=$ $1.000\mathrm{o}x2+(-3.7020\cross 10^{-6}y^{3}$

$-5.5531\cross 10^{-6}y^{2}+3.1667\cross 10^{-4}y$

+6.3227 $\mathrm{x}10^{-5}$ ) $x-9.5194\mathrm{x}10-6y^{4}$

-2.1480 $\mathrm{x}10^{-5}y^{3}+1.1384\cross 10^{-3}y^{2}$

$+1.0002y-5.1682\mathrm{X}\mathrm{l}\mathrm{o}^{-5}$

$\tilde{q}_{1}(X, y)$ $=$ $q_{1}(x, y)/g_{1}(_{X}, y)$

$=$ $1.0001x+5.0311\cross 10^{-4}y+2.0001$

$O(10^{-3})$ でこれらの多項式を表すと
$\tilde{p}_{1}(X, y)$ $=$ $1.000X2+0.001y^{2}+1.000y$

$\tilde{q}_{1}(x, y)$ $=$ $1.000x+2.000$

であり、近似GCD により不必要な特異点を取り除
いた有理関数が得ることができる。

4 近似GCD では取り除けない場合

前節では多変数近似GCD を用いて不必要な極を
取り除くことが出来る例を示したが、本節では–般
にどのような場合でも不必要な極を近似 GCD を取
り除けるわけではないことを示す。
例 2

$f(x)=\log(x+y+1)$ として、 7桁で丸めた値を

各データ点上で与える。 $N,$ $D,$ $E$の与え方は例 1の

同じとする。しかし、 $x,$ $y$の値は $x_{i}=y_{i}=i/8,$ $i=$

$0,$ $\cdots,$
$4$ とする。 この時分子と分母の多項式は以下

のようになる。
$p_{2}(x, y)$ $=$ $-0.013945x^{4}+(-0.0036747y3$

$+\mathrm{o}.\mathrm{o}\mathrm{o}13780_{y^{2}}+0.026453y$

$+0.059279x^{3}+(0.0013780_{y^{3}}$

$+0.080510y2+0.98197y$

図 3 $p_{2}(x, y)/q_{2}(x, y)$

$+0.35239_{X}2+(0.026453y3$

$+0.98196y^{2}+0.70506y$

$-0.28985)X-0.013945y4$
$+0.059279y^{3}+\mathrm{o}.35239y^{2}$

$-0.28985y$

$q_{2}(_{X}, y)$ $=$ $-0.019974X3+(\mathrm{o}.41137y$

$+0.25787)X^{2}+(0.41137y2$

$+1.3231y+0.20773)_{X}$

$-0.019974y+0.257837y^{2}$

$+0.20773y-0.28987$

同様に、(1) 式の最小特異値を求めてみると $O(10^{-3})$

であり、条件を満たす。得られた関数形を図 3に示
す。しかし、 この場合も、不必要な極が存在するこ
とが図 4より得られる。図 4は $x\approx 0.26,$ $y\approx 0.31$

の近くを拡大した図である。
$-$方、 図の表示範囲を拡大して $x\in[-50,50]$ ,

$y\in[-50,50]$ において得られた分子と分母の多項
式の零点 $P2(x, y)=0,$ $q_{2}(x, y)=0$ を図 $5_{\text{、}}$ 図 6に

示す。この範囲では $\mathrm{P}2(x, y)$ と $q_{2}(X, y)$ の零点は大

きく異なり近似GCDで取り除けるような近似的共
通因子を持たないことが示される。このような場

合、 Corless等の近似GCD を用いて有理関数近似

の不必要な極を取り除くことはできない。
しかし、近似区間 $x,$ $y\in[0,0.5]$では非常に近接

している。同じような考え方を適用するためには何
らかの方法の改良が必要である。
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図 4 不必要な特異点 図 6 $q_{2}(x, y)=0$

図 5 $p_{2}(x, y)=0$

5 まとめ

本論では、二変数有理関数補間の方法として Gen-
eral Order Newton Pad\’e Approximants を考え、
与えられたデータに対し連続な有理関数近似を得る
ことを考えた。その場合に –変数の有理関数補間の
場合に頻繁に起こる不必要な極の問題があるかどう
か数値的な興味がある。

数値的に有理関数補間の係数を決定してみると二
変数の場合にも不必要な特異点が表れることを示
した。

与えられたデータが次数の低い有理関数の間数
値に近い場合、次数の大きな有理関数補間を用いて
そのデータを近似すると、不必要な特異点として

近似的な共通因子が表れる場合がある。本論では、
Corless等により提案された多変数近似GCD を用
いることにより、不必要な特異点を取り除くことが
できた。

しかし、 一般には例 2のように近似 GCD の考え
方では除去できない不必要な特異点が存在する場合
があることを示した。
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