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複素平面上の開単位円板を $D$ とし、D上の正規化された 2次元 Lebesgue測度を $dA(z)=rdrd\theta/\pi$

とする。 そして $d \lambda(z)=\frac{dA(z)}{(1-|z|^{2})^{2}}$と表示する。 また $\beta(Z, w):=\frac{1}{2}\log^{\frac{1+|\varphi_{z}(w)|}{1-|\varphi_{z}(w)|},\varphi_{z}}(w)=\frac{z-w}{1-\overline{z}w}$ とす

る。 このとき $0<r<\infty$ に対して、$D(z, r)=\{w\in D;\beta(z, w)<r\}$ は Bergman disc と呼ばれ、
$|D(z,r)|$ は $D(z,r)$ の正規化された面積を表示するものとする。 ある D上の関数 fに対して、
$\sup_{w\in D(z,r)}|f(z)-f(w)|$ を fの振動、 $\frac{1}{|D(z,r)|}\int_{D(z,r)}|f(z)-f(w)|dA(w)\text{や}\frac{1}{|D(z,r)|}\int D(z,r)|\hat{f_{\mathrm{r}}}(Z)-$

$f(w)|dA(w)$ を fの平均振動と呼ぶことにする。 ここで$\hat{f_{r}}(z):=\frac{1}{|D(z,r)|}\int D(z,r)f(w)dA(w)$ とする。

$1<p<+\infty$ に対して、 Besov空間 $B_{p}t\mathrm{h}||f||_{B_{p}}:=( \int_{D}(1-|z|^{2p})|f’(z)|^{p}d\lambda(z))\frac{1}{p}<+\infty$ を

満たすD上の解析関数全体からなる空間である。特に$p=2$ のときは $B_{2}$は Diriclet空間となってい

る。 $p=1$ に対して、Besov空間 $B_{1}$は $f(z)= \sum_{n=1}^{+}a_{n}\varphi\infty\lambda_{n}(Z),\sum_{n=1}^{+\infty}|a_{n}|<+\infty$ $(\lambda_{n}\in D)$ を満たす

D上の解析関数全体からなる空間であるとする。Bloch空間は $||f||_{B}:= \sup_{z\in D}(1-|z|^{2})|f’(z)|<+\infty$

を満たす D上の解析関数全体からなる空間であり、 $B$と表示される。 ここで表記法の都合上、
$B_{\infty}=B$と書くことにする。

D上の解析関数がいつBloch 空間、Besov空間に属するのかを振動や平均振動という概念を用
いて特徴づけることである。K.Zhuは次のような結果を証明した : $r\in(0, \infty)$ とする。 そのと

き $1<p\leq\infty_{\text{、}}$ D上の解析関数 $f(z)$ に対して次の (1) $\sim(4)$ は同値である :

(1) $f \in B_{p};(2)\sup_{w\in D(z,r)}|f(_{Z})-f(w)|\in L^{p}(D, d\lambda);(3)\frac{1}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r)}|f(z)-f(w)|dA(w)$

$\in L^{\mathrm{P}}(D, d\lambda)$ ; (4) $\frac{1}{|D(_{Z},r)|}I_{D(z,r)}|\int_{r}(z)-f(w)|dA(w)\in LP(D, d\lambda\wedge)$ .

しかし、 この結果は $p=1$ の場合に対しては (2) $\sim(4)$ を満たすD上の解析関数は定数しかない
ため適用出来ない。 そこで、「 D上の解析関数 fに対して、 $n\geq 2$ のとき、すべての $1\leq P\leq\infty$

に関して、 $f(z)$ が空間 $B_{p}$に属する必要十分条件は $(1-|z|^{2})^{n}f^{(}n)(z)\in L^{p}(D, d\lambda)$である」 (定
理 A) という結果を利用して、我々は p $=1$ の場合にも適用出来る次のような定理を導き出した :
$r\in(\mathrm{O}, \infty)$ とし、 $n=\alpha+\beta_{\text{、}}\alpha,\beta\in\Re$となる整数 n $\geq 0$ を固定する。そのとき、 D上の解析関数

ノ (z) に対して次の (1) $\sim(4)$ は同値である :

(1) $f\in B_{p}$ ; (2) $\sup_{w\in D(z,r)}(1-|Z|^{22})\alpha(1-|w|)^{\beta}|f(n)(Z)-f^{(}n)(w)|\in L^{p}(D, d\lambda)$
;

(3) $\frac{1}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r)}(1-|_{Z|)^{\alpha}(1}2|w|2)\beta|f(n)(-Z)-f^{(}n)(w)|dA(u’)\in Lp(D, d\lambda)$ ;
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(4) $\frac{1}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r)}(1-|z|^{2})^{\alpha}(1-|w|^{2})^{\beta}|\overline{f^{(}n)}(_{Z)}-f(n)(rw)|dA(w)\in L^{p}(D, d\lambda)$ .

こ礁果は $\grave{n}\geq 1$ の $\text{と}$ き、 $p=1$ の場合も含めたすべて (7) $1\leq p<\infty\infty’ \text{に対し_{て}成立して^{い}ると}$

同時に、 $n=0$のときは K.Zhuの結果そのものであるという意味でこの完全な–般化となってい
る。 また空間 Bの別の特徴づけとして、F. Holland and D. Walsh は次のような結果を示した : $D$

上の解析関数 fに対して、 f(z) が空間 Bに属する必要十分条件は

$\sup\{(1-|Z|^{2})^{\frac{1}{2}}(1-|w|^{2\frac{1}{2}})|\frac{f(z)-f(w)}{z-w}|;z, w\in D, w\neq z\}<+\infty$

である。そしてさらに空間 $B_{p}\text{、}$ $B_{0}$のこのタイプの特徴づけとして、K.Stroethoffは次のような結
果を示した :. $2<p<\infty$ のとき、D上の解析記数 $f$に対して、 $f(z)$ か控間

$..B_{P}$
に属する必要十分条

件は !.

$\int_{D}\int_{D}(1-|z|2)\frac{1}{2}p(1-|w|2)^{\frac{1}{2}p}|\frac{f(z)-f(w)}{z-w}|^{p}d\lambda(w)d\lambda(z)<+\infty.$ $\cdots(*)$

であり、 $f(z)$ が空間 $B_{0}$に属する必要十分条件は

$|z| arrow 1^{-}\lim\sup\{(1-|z|^{22})\frac{1}{2}(1-|w|)^{\frac{1}{2}}|\frac{f(z)-f(w)}{z-w}|;w\in D, w\neq z\}=0$

である。 しかし空間 $B_{p}$についての結果は $1\leq p\leq 2$ の場合、条件 $(*)$ を満たすD上の解析関数は
.

定数しかない。 .
. $\cdot$

そこで定理 A を考慮して次のような結果を得た。D上の解析関数 $f$ に対して, $n=1,2$ のとき

に $f\in B$ である必要十分条件は

$\sup\{(1-|z|^{22})\frac{n}{2}(1-|w|)^{\frac{n}{2}}|\frac{f^{(n-1)}(Z)-f^{(-}n1)(w)}{z-w}|;z, w\in D, Z\neq w\}<+\infty\cdots(*)$.

であり、 $f\in B_{0}$ である必要十分条件は

$|z| arrow 1^{-}\lim\sup\{(1-|z|^{22})\frac{n}{2}(1-|w|)^{\frac{n}{2}}|\frac{f^{(n-1)}(Z)-f^{(-}n1)(w)}{z-w}|;w\in D, Z\neq w\}=0$ .

であることを証明した。 $n\geq 3$ のときは $f(z)=\log(1-Z)\in B$ は条件 $(*)$ を満たさない。実際
$n\geq 3$ に対して,

$(1-|z|^{2}) \frac{n}{2}(1-|w|^{2})^{\frac{n}{2}}|\frac{f^{(n-1)}(_{Z})-f^{(-1)}n(w)}{z-w}|$
::

$=(1-|z|^{2}) \frac{n}{2}(1-|w|^{2})\frac{n}{2}(n-1)!\frac{|\sum_{k=0}^{n-2}(\begin{array}{l}n-2k\end{array})(1-w)^{n-}2-k(1-z)^{k}|}{|1-Z|^{n}-1|1-w|^{n}-1}$ .

$|w|=s\in[0,1)$ のような $w$を固定し、 $|z|=r\in[0,1)$ とすると、

$\sup\{(1-|Z|2)\frac{n}{2}(1-|w|^{2})^{\frac{n}{2}}|\frac{f^{()}n-1(_{Z)-}f^{(-}n1)(w)}{z-w}|;z, w\in D, z\neq w\}$

$\geq(1-r^{2})\frac{n}{2}(1--S)^{\frac{n}{2}(-1)}2n!\frac{\sum_{k=0}^{n-2}(\begin{array}{l}n-2k\end{array})(1-S)n-2-k(1-r)^{k}}{(1-r)^{n-}1(1-s)n-1}.arrow+\infty$ $(r$
.

$arrow 1^{-})$ .
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となる。 ここで上の結果は $n=1$ の場合はそれぞれ F. Holland and D. $\mathrm{W}\mathrm{a}\dot{1}\mathrm{s}\mathrm{h}_{\text{、}}$ K.Stroethoffの結
果そのものになっていて、必要性はすべての $n\geq 1$ に対して成立している。空間 $B_{p}$については、上

のタイプの結果は必要性しか解っていない (すべての $n\geq 1$ に対して)。そこで $1\leq P\leq 2$のときに

も適用出来るこのタイプの新たな $f$の振動、平均振動を導入した : $r\in(\mathrm{O}, \infty)$ とし、 $1=\alpha+\beta_{\text{、}}$

$\alpha,$ $\beta\in\Re$とする。 そのとき、

$\sup_{w\in D(z,r)}(1-|z|2)\alpha(1-|w|2)^{\beta}|\frac{f(z)-f(w)}{z-w}|\cdots$ (@),

$\frac{1}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r)}(1-|z|2)\alpha(1-|w|2)\beta|\frac{f(z)-f(w)}{z-w}|dA(w)$.

これらの振動、平均振動をそのまま利用して空間 $B_{p}$を特徴づけることも出来るが、それだけでは先
程と同様に $p=1$ のときには適用出来ない。そこで再度、定理 A を考慮して、すべての $1\leq p\leq\infty$

に対して成立する次のような定理を導き出した : $r\in(\mathrm{O}, \infty)$ とし、 $n=\alpha+\beta_{\text{、}}\alpha,$ $\beta\in\Re$となる整

数 n $\geq 1$ を固定する。そのとき、D上の解析関数 $f(z)$ に対して次の (1) $\sim(3)$ は同値である :

(1) $f\in B_{p}$ ; (2) $\int_{D}(\sup_{w\in D(z,r)}(1-|z|2)\alpha(1-|w|2)\beta|\frac{f^{(n-1)}(Z)-f^{(-}n1)(w)}{z-w}|)^{p}d\lambda(_{Z})<\infty$ ;

(3) $\int_{D}(\frac{1}{|D(_{Z},r)|}\int_{D}(z,r)(1-|Z|2)^{\alpha}(1-|w|2)^{\beta}|\frac{f^{(n-1)}(Z)-f^{(-}n1)(w)}{z-w}|dA(w))^{p}d\lambda(_{Z})<\infty$ .

この結果は $n\geq 2$ のとき、 すべての $1\leq p\leq\infty$ に対して成立している。本研究では他にも幾つ
かの振動、平均振動を定義し、それらを利用して空間を特徴付けている。例えばつぎのような結
果も証明出来る。

Remark. $\varphi(0)=0$ を満たす $R^{1}$ 上の単調増加凸関数 $\varphi$ に対して、 ある定数。, $K>0$ に

対して, つぎは同値である :
(i) $f\in B_{p}$ ;

(ii) $\varphi^{-1}(\frac{K}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r})\varphi(c(1-|Z|2)\alpha(1-|w|^{2})^{\beta}|f^{(n)}(z)-f(n)(w)|)dA(w)\mathrm{I}$

’

$\in L_{p}(D, d\lambda)$ ;

(iii) $\varphi^{-1}(\frac{K}{|D(_{Z},r)|}\int_{D(z,r)}\varphi(c(1-|_{Z}|^{2})\alpha(1-|w|^{2})\beta|\overline{f^{()}n}r(z)-f^{(}n)(w)|)dA(w)\mathrm{I}$

$\in L_{p}(D, d\lambda)$ ;

(v) $\varphi^{-1}(\frac{K}{|D(z,r)|}\int_{D()}z,r\varphi(C(1-|Z|^{22\beta})^{\alpha}(1-|w|)|\frac{f^{(n-1)}(Z)-f^{(-}n1)(w)}{z-w}|)dA(w))$

$\in L_{p}(D, d\lambda)$ .

空間 $B,$ $B_{0}$については、 それぞれつぎのような平均振動を用いて特徴付けられる :

$\frac{1}{|D(z,r)|}\int_{D()}z,\Gamma \mathrm{g}^{+}\mathrm{l}\mathrm{o}((1-|Z|2)^{\alpha}(1-|w|^{2})^{\beta}|\frac{f^{(n-1)}(_{Z})-f^{(1)}n-(w)}{z-w}|\mathrm{I}^{dA(}w)$

$\frac{1}{|D(_{\mathcal{Z}},r)|}\int_{D(z,r)}\log^{+}(\frac{(1-|Z|2)^{\alpha}(1-|w|2)^{\beta|\frac{f^{(n-1)}(z)-f^{(1)}n-(w)}{z-w}|}}{\rho})dA(w)$ for all $\rho>0$
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さらに振動 (@) を用いて、定義は省略するが、Harmonic Bloch 空間、Harmonic little Bloch 空

間、 Harmonic Besov 空間を特徴付けることも出来る。 :
, $-$

.
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