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非圧縮正規直交 $i^{7}$ コ i一ブレットを用いた局所非線型エネルギ=輸送の解析を
行いました。 その結果、非線型のエネルギー輸送は空間全体で–方向に生じ
るわけではなく、順輸送と逆輸送が同じオーダーで生じていることがわかり
ました。 またエネルギー輸送が乱流中のコヒーレント構造と直接に関連して
いることの傍証を得ました。

1 普遍平衡領域の形成と非線形エネルギー輸送の局所性
一様等方乱流中におけるエネルギー輸送の局所性は、 普遍平衡領域の存在を仮定する
Kolmogorov の 1941年の理論 (K41) を支える基本的前提のひとつです (文献 [1] 参照)。 と
いうのも、乱流の積分スケールにおける渦運動は、その生成機構 (せん回流、 $\sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash \backslash$ xット、
格子乱流等) に依存して多様な形態を示します。 したがって乱流中に普遍平衡領域が成
立するためには、乱流の小さいスケールでの渦運動が、大きな渦運動の影響を直接に受
けないことが必要となります。 このエネルギー輸送のスケールに関する局所性の仮定は、
非圧縮流体の Navier-Stokes方程式 (NSE)

運動方程式 : $\frac{\partial u}{\partial t}(x, t)+(u(x, t)\cdot\nabla)u(X, t)=-\nabla P(x, t)+\nu\nabla^{2}u(x, t)$ (1)

拘束条件 : $\nabla\cdot u(x, t)=0$

: ’

(2)

のダイナミクスと首尾–貫しているのでしょうか。
これまでの研究は、 Fourier変換された Navier-Stokes方程式 (F-NSE)

運動方程式 : $( \frac{\partial}{\partial t}+\nu|\overline{k}|^{2})\overline{\bigwedge_{j}_{u}\wedge(k,t)}=\mathrm{i}\overline{k}_{m}Pjn(k)\sum\sum^{0}u_{m}(\wedge tp+q+pk=qp,)u_{n}\wedge(q, t)$, (3)

拘束条件 (1) : $k_{x}u_{x}(k)+k_{y}u_{y}(k)+k_{z}u_{z}.(k_{\mathrm{r}})=0$ , (4)
拘束条件 (2) : $u_{j}(k)=\overline{u_{j}(-k)}$ . (5)

に基づいて行われてきました、 ここで速度場 $u_{j}(x, t)= \sum_{k\in \mathbb{Z}}3^{\wedge}u_{j}(k, t)\exp(2\pi \mathrm{i}k\cdot X/L)$ ,
波数ベクトル $\sim k_{j}=2\pi k_{j}/L$ , 射影演算子 $P_{jn}(k)=\delta_{jn}-k_{j}kn/k^{2}$ です。 $\mathrm{F}$-NSE に基づい
た–様等方乱流中のエネルギー輸送は大きく分けて二つのアプローチがあります。 まず
シエノ平均されたエネルギーの収支方程式

$( \frac{\partial}{\partial t}-+2_{l\text{ノ}}k2)E(k, t)=\sum_{qp},\tau(k,p, q)$ (6)

に基づくものがあります。 エネルギー輸送関数 $T(k_{P},, q)$ を、 直接数値計算 [2, 3, 4] あ
るいはクロージャ– $(\mathrm{E}\mathrm{D}\mathrm{Q}\mathrm{N}\mathrm{M}[2,4],\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{A}-\mathrm{L}\mathrm{D}\mathrm{I}\mathrm{A}[5])$ によって直接に評価する試みでは、
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$q\ll p\sim k$ あるいは $p\ll q\sim k$ を満たす極端に非局所な波数の組に対して大きな値をと
ることがわかっています。 –方で、式 (6) の両辺を $k$ について $0$ から切断波数 $k_{cut}$ まで

積分し、 $k_{cut}$ を通過するエネルギー流束 $\Pi(k_{cut})$ を評価する方法があります。 この方法に
基づいた解析では、直接数値計算 [6] およびクロージャー $(\mathrm{T}\mathrm{F}\mathrm{M}[7],\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{A}_{-}\mathrm{L}\mathrm{D}\mathrm{I}\mathrm{A}[8])$ のいず
れにおいても、 $\Pi(k_{cut})$ に対して相対的に局所的な相互作用の寄与が大きいことを示して
います。 このように $\mathrm{F}$-NSE に基づいたアプローチは、定性的な『見た目』が異なる結論
を導いています。 これらの間を首尾–貫して理解する道はあるのでしょうか。

2 非線形エネルギー輸送のウェ一ブレット解析 (文献 [9])
この問題に対し著者らは非圧縮正規直交ウエ一ブレット (以下ヘリカル ウエ一ブレッ
ト (HWL) と呼びます) を用いて各空間解像度 (空間スケール) 間の非線形エネルギー輸
送を解析しました。 HWL は複素ヘリカル波 [10] を 3次元のマザーウエ一ブレット 1の

Fourier係数 \psi \epsilon (紛を用いてユニタリー変換することで得られます [12]。システムサイズ
が $L$ の周期境界条件における各 HWL基底は

$\psi_{j\epsilon\iota s}(X):=\frac{1}{\sqrt{2^{3j}}}\sum_{k\in \mathbb{Z}s}\hat{\psi}_{\epsilon}(\frac{k}{2^{j}})\frac{e_{\theta}(k)+\mathrm{i}se_{\varphi}(k)}{\sqrt{\mathit{2}}}\exp[2\pi \mathrm{i}k\cdot]$ , (7)

によって与えられます、 ここで $\{e_{r}(k), e_{\theta}(k), e(\varphi k)\}$ {は Fourier空間における球座標基底
です。 この基底関数は空間解像度 j、異方性 $\epsilon_{\text{、}}$ 位置 $l$ およびヘリシティ $s$ を代表する 4個
の添字を持っています。 速度場の HWL スペクトルは次の式で与えられます:

$u(x, t):= \sum u_{j\epsilon l_{S}}(X, t)$ (8)
$j\epsilon ls$

ここで $u_{j\epsilon\iota_{s}(X,t)}:=u_{j\epsilon\iota s}(t)\psi_{j\epsilon}\iota S(x),$ $uj \epsilon\iota s(t)=\int_{\mathrm{T}^{3}}u(X, t)\cdot\psi j\epsilon \mathrm{t}s(X)\mathrm{d}X$ です。
スケール間のエネルギー輸送の解析を、 $\mathrm{F}$-NSE のエネルギー収支方程式 (6) の HWL

アナログを用いて調べました。 まず速度場の HWL スペクトルを位置異方性、ヘリシ
ティに関して縮約して

$u(x, t)= \sum_{j}u_{j}(x, t)$
, where

$u_{j}(x, t)= \sum_{\epsilon,l,s}u_{j\iota_{S}}\epsilon(X, t)$
. (9)

これを NSE(式 (1)) に代入し、 $u_{j}(x, t)$ との内積をとると、スケールエネルギースペクト
ルの収支方程式

$\frac{\mathrm{d}E_{j}}{\mathrm{d}t}=\sum_{m}\sum_{n}\langle u_{j}|um|un\rangle+\nu\sum_{m}\langle u_{j}|\nabla 2um\rangle$ (10)

を得ます。非線型エネルギー輸送関数 $\langle u_{j}|u_{m}|u_{n}\rangle$ を調べた結果 2、 (1) 輸送関数は from-

13次元のマザー. ウエ一ブレットは、 1次元のスケーリング関数 ( $\text{ファザ^{ー}}\cdot$ ウエ一ブレットとも呼ば
れる)\psi o (x)、マザー. ウエ一ブレット $\psi_{1}(x)$ を用いて、 $\psi_{\epsilon}(x,y, z):=\psi_{\xi}(X)\psi_{\eta}(y)\psi_{\zeta(z})(\xi,$ $\eta$ and $\zeta=0$ or
1, $\epsilon:=\xi+2\eta+4\zeta$ ) によって与えられます (文献 $[11]\S 3.5$ 参照)。

2われわれは非線型エネルギー輸送関数 $\langle u_{j}|u_{m}|u_{n}\rangle$ を $u_{m}$ と $u_{n}$ に関して対称化しません。 というのも
$\langle u_{j}|u_{m}|u_{n}\rangle$ の $m,$ $n$ に関する和は $E_{j}$ の非線型収支を、 $j,$ $m$ に関する和は $E_{n}$ の非線形収支 (に負号をつ
けたもの) を厳密に与えるからです。 $m,$ $n$ に関して対称化しなかったおかげで、 $\langle u_{j}|u_{m}|u_{n}\rangle$ は $E_{m}$ の収支

方程式にはまったく現れないことに留意してください。 以上が $|u_{n}\rangle$ を $\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}-\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\text{、}\langle u_{n}|$ を $\mathrm{t}_{0-\mathrm{m}}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}_{\text{、}}$

$|u_{m}|$ を by-mode と呼ぶ根拠です (詳細は文献 [13] を参照)。対称化された輸送関数、例えば文献によく現
れる対称化された Fourier エネルギー輸送関数では、各モードのエネルギー収支に関するこのようなすっ
きりとした関係はありません。
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mode $|u_{m}\rangle$ , by-mode $|u_{n}|$ に関して非対称な分布になっている、 (2) モード $i$ のエネル
ギーは主に $n=j-1$ の from-mode から流入し、モード $n=j+1$ の from-modeへと流出
していく、 (3) それ以外の from-mode からの輸送への寄与は相対的にとても小さい、 (4)
by-mode に関する分布は主に $m=j-\mathit{2}$ を中心とする (from-mode の分布と比べて) 広
がった分布になっているが、低波数側で発散する傾向はまったく見られない。 これらの
事実よりわれわれは赤外・紫外発散しないという意味でエネルギー輸送は局所的である
と結論しました。
われわれはまた Fourier空間を等比列、等差列に分解して、各々の分解における $\sqrt[\backslash ]{}\backslash$エ

ル平均されたエネルギー収支を調べ、等比分解の場合には $\eta\supset \mathrm{i}$一ブレットと定性的に $-$

致する結果を得ました。 また等差分解の場合には、文献 [2, 3, 4] と同様の非局所エネル
ギー輸送の卓越が見られましたが、 この解析法には空間分解能の点で問題があることを
Fourier変換の不確定性原理に基づいて議論しました。

3 スケール・位置エネルギースペクトル

非線型エネルギー輸送はスケールの意味では局所的であるということが明らかになりま
した。 さらに解析を–歩進めて、HWL 基底の特徴である位置の情報を用いて、 非線型
エネルギ一輸送の空間分布を調べることにしましよう。
速度場の HWL スペクトルを異方性、ヘリシティに関して縮約して

$u(x, t)= \sum_{j,l}u_{j}\mathrm{t}(X, t)$
, where

$u_{jl}(x, t)= \sum_{\epsilon,s}u_{j\epsilon\iota}s(X, t)$
. (11)

これを NSE(式 (1)) に代入し、 $u_{j\iota(X,t)}$ との内積をとると、スケール位置エネルギー
スペク トルの収支方程式

$\frac{\mathrm{d}E_{jl}}{\mathrm{d}t}=\sum_{m,\iota}\sum\langle u_{j}\mathrm{t}|u_{m}\mathrm{t}J|u_{n}\iota\prime\prime\rangle+U\sum\langle u_{j\iota}|\nabla 2\iota u_{m}\prime\prime n,\iota\prime\prime m,l’\rangle$ (12)

を得ます。 ただし非線型輸送 $\langle u_{jl}|u_{ml’}|u_{nl’’}\rangle$ は各 $(j, m, n)$ 毎に 2$3j_{\mathrm{X}2^{3m}\cross}\mathit{2}^{3n}$ 個もあっ
て、 とても扱えそうな代物ではないので、以下では from-mode と by-mode の位置に関す
る情報を縮約した

$\langle u_{j\mathrm{t}}|um|un\rangle=\sum l’\sum_{\iota\prime\prime}\langle ujl|u_{m}\iota’|u_{n\iota\rangle}\prime\prime$
(13)

を取り扱います。以下、これを『局所非線型エネルギー輸送 (関数)』と呼ぶことにします。
これより、われわれは局所非線型エネルギー輸送に関し次の点について考察をすすめ

ることにします。
$\bullet$ 局所非線型エネルギー輸送は活発か静かか ?
非線型エネルギー輸送 $\langle u_{j}|u_{m}|u_{n}\rangle$ の値が小さいときに、各局所非線型エネルギー
輸送の値そのものが小さいのか、 それとも大きな振幅どうしの打消しあいが生じ
て、 結果として小さい値に収まっているのか ?

$\bullet$ いわゆる『逆輸送 (back $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$) $\epsilon \mathrm{J}$ は生じているのか ? 生じているとすれば、 どの

程度の大きさで生じているのか ?

$\bullet$ スケール・位置エネルギースペクトル $E_{jl}$ とどの程度の相関を持つのか ?

本報告では from-mode が $j=4$ のものを扱うことにします。速度場は文献 [9] で解析した
ものと同じものを扱います。
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3.1 局所非線型エネルギー輸送は活発か静かか ?

本節では非線型エネルギー輸送と局所非線型エネルギー輸送の定量的な関係について調
べます。 まず両者の間には次の関係式が成り立ちます:

$\langle j|m|n\rangle=\sum_{\iota}\langle j, l|m|n\rangle$
. (14)

(以下、 $u$ のスペクトルの添え字のみを括弧内に書く事にします。 ) ここで右辺の和を正
の値を持つ項からの寄与と負の値を持つ項からの寄与に分解します:

$\langle j|m|n\rangle=\langle j|m|n\rangle_{+}+\langle j|m|n\rangle_{-}$ , (15)

$\langle j|m|n\rangle_{\pm}=\frac{1}{\mathit{2}}\sum_{\iota}(\langle j, \iota|m|n\rangle\pm|\langle j, l|m|n\rangle|)$ . (16)

図 1に $\langle 4|m|n\rangle,$ $\langle 4|m|n\rangle_{+},$ $\langle 4|m|n\rangle_{-}$ を示しました。 図より (1) HWL の位置毎に正負
の寄与に分解しても、相互作用はスケールの意味で相対的に局所的、すなわち赤外紫
外部にいくにつれて減少している、 (2) from-mode $|4\rangle$ は、 全体としては輸送量が $0$ であ

るにも関わらず、局所的にはとても活発である、すなわち同じ解像度内での相互作用 (こ
こではこれを sweeping と呼ぶ) の大きさは隣接する解像度の from-mode からの寄与と同
じオーダーである。 以上よりエネルギーのやり取りは、 スケールの意味で局所的なもの
どうしの間で順輸送・逆輸送ともに活発であることがわかりました。

3.2 逆輸送 (back scatter) はどの程度生じているのか ?

本節では逆輸送の量について定量的に調べます。
まず用語を確定しておきましょう。局所非線型エネルギー輸送 $\langle j, l|m|n\rangle$ のうち、値

が正のものを『正輸送』、負のものを『負輸送』と呼ぶことにします。 これに対して、「大
きいスケールから小さいスケールへとエネルギーを渡すもの」すなわち 「$j>n$ かつ値
が正のもの」 もしくは 「$j<n$ かつ値が負のもの」 を『順輸送』、逆のものを『逆輸送』
と呼ぶことにしましよう。
前節であきらかになったように、局所相互作用は同じオーダーの『正輸送』 と『負輸

送』が拮抗しています。 表 1に局所非線型エネルギー輸送 $\langle 4, l|u|n\rangle:=\sum_{m}\langle 4, l|m|n\rangle$

の正輸送負輸送をまとめました。

(a) $( \mathrm{b})u_{4}\%\ovalbox{\tt\small REJECT} u_{n}\frac{4916765\mathit{2}\mathit{2}\mathit{2}-}{3560}u_{5}\%\% 1l*\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota_{0}\mathrm{b}u_{3}\frac{7771+}{6443\mathit{2}3508105}\% 9\% 34\mathrm{o}^{1}u\% 9\%\% 10180_{110^{9}}^{9}3\mathit{2}10_{0}000$

表 1: 局所非線型エネルギー輸送 $\langle 4, l|u|n\rangle$ の (a) 非線型輸送される量、 (b) 順
輸送・逆輸送の生じている部分の体積比。下線は『順輸送』の定義に合うもの。

表より以下のことが明らかになりました: (1) 逆輸送は空間全体の 2割から 3割程度の部
分で生じる、 (2) 順輸送と逆輸送のエネルギーの比は、それらの体積比と –致しない、エ

ネルギー量の差の方が体積の差より大きい傾向にある。 (3) sweeping(同じ解像度内での
相互作用) は、 正・負輸送されるエネルギー量が等しい (これは自明) のみならず、正負
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輸送の生じる部分の体積もほぼ等しい。逆輸送に関しては、 $\eta_{\text{エ}}$一ブレット関数の振幅
の振動のために、偽りの逆輸送が見えている可能性もありますので、 さらに慎重な解析
が必要となります。

3.3 $E_{jl}$ との相関

本節では局所非線型エネルギー輸送の空間的な分布について調べます。
図 2に局所非線型エネルギー輸送 $\langle 4, l|u|u\rangle$ の空間分布を示しました。 図には振幅の

大きいもののみを示してあります。 $E_{4l}$ の振幅の大きい部分を図中にメッシ $\supset-$で示してい

ます。 図よりスケール位置エネルギースペクトル $E_{4l}$ と局所非線型エネルギー輸送の
大きい部分とは、空間的な相関を持っています。 .
空間相関を調べるために、スケール位置エネルギースペクトルと局所非線型エネル

ギー輸送の散布図 $(E_{4l}, \langle 4, l|u|u\rangle)$ を、 $\langle 4, l|u|u\rangle$ が正のものと負のものに分けて表示
しました。 図より全体として弱い正の相関があることがわかりました。 興味深い点とし
て、 分布の概形がほとんど–致しており、両者の差は主に散布点の出現頻度の差である
ことが見て取れます。
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図 2: 局所非線型エネルギー輸送 $\langle 4, l|m|n\rangle$ の空間分布。 白玉は正輸送を、黒
玉は負輸送を示している。
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$\mathrm{m}_{\wedge}\mathrm{J}‘\perp\theta^{-}=1<$

$\rceil \mathrm{T}1\backslash \mathrm{e}$

$\mathrm{E}^{1}\mathrm{e}_{11L}\overline{arrow\underline{\mathrm{g}}}$

刃ゼ

$\perparrow*\mathrm{J}$

$\theta^{4}\{\mathrm{a}\overline{\overline{\mathrm{e}}}$

$\circ<\mathfrak{U}$

$\ltimes\wedge \mathrm{r}\mathrm{o}$

$\mathrm{k}\hat{\circ}|$

.
$-\wedge\Delta \mathrm{A}$

I’ $\overline{\mathrm{e}}$

$\mathrm{B}\emptyset\lrcorner \mathrm{H}\overline{\underline{\mathrm{S}}}$

I $\underline{\mapsto\triangleleft\wedge}$

I $*_{\mathrm{r}}\rfloor$

$|\triangleleft f\overline{\overline{fi}}$

$\mathrm{b}\mathrm{H}$

I $\wedge\alpha$

$\dot{c}\dot{\mathrm{o}}-$

$\ddot{\mathrm{R}}_{-}$

$\wedge\vee\alpha$
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