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1 Introduction

本稿では、 自己共役作用素

$Q_{(\mathit{0}}, \beta)\equiv I(\alpha,\beta)(-\frac{\partial_{x}^{2}}{2}+\frac{x^{2}}{2})+J(x\partial_{x}+\frac{1}{2})$ , $x\in \mathrm{R}$

の固有値を精度保証付きで求める問題について考える。 ここで、

$I_{(\alpha,\beta)}\equiv,$ $J\equiv\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{2}(\mathrm{R})$

で、 $\alpha$ と $\beta$ は、 $\alpha\beta>1$ を満たす正定数である。

この作用素は、 –次元調和振動子

$\mathcal{H}=-\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+x2$

のハミルトニアンに関連しているが、そのスペクトルは、 $\alpha=\beta$ の場合を除いて分かって
いない (cf. [5])。 $\alpha\beta>1$ という条件のもとでは、 $Q_{(\alpha,\beta)}$ は実離散スペクトルのみをもっ
ことが知られているため、 ここでは\alpha \beta $>1$ の場合のみを考えることにする。

我々は、非線形楕円型方程式に対する数値的検証法を応用して、楕円型固有値問題に対す
る数値的検証法を提案してきた (cf. [3, 4])。

本稿では、–次元調和振動子の固有関数からなる $L^{2}(\mathrm{R})$ の完全正規直交基底を用いて、上
記の方法を、非有界領域における coupling 型固有値問題に適用する。

2 弱形式と不動点定式化

次の固有値問題を考える :
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Find $\lambda\in \mathrm{R}$ and $0\neq u\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}$ satisfying

$Q_{(\alpha,\beta)}u=\lambda u$ (1)

はじめに、 $(\cdot, \cdot)_{L^{2}}$ および $||\cdot||$ を通常の $L^{2}(\mathrm{R})$ 内積、 $L^{2}(\mathrm{R})$ ノルムとし、$u=,$ $v=$

$\in$ (L2(R))2に対して、

$(u, v)_{(L^{2}})^{2}\equiv(u_{1}, v_{1})_{L^{2}}+(u_{2}, v_{2})_{L^{2}}$

$||u||_{(L^{2}})^{2}\equiv(||u_{1}||2+||u_{2}||^{2})^{\frac{1}{2}}$

と定義する。 次に、 関数空間 $V$ を、

$V\equiv$ { $v\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}|v,$ $v’,$ $xv\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}$ (in the distributional sense)}

と定義し、 $V$ におけるノルム $||\cdot||v$を、

$||v||_{V} \equiv(||v_{1}’||^{2}+||xv_{1}||^{2}+||v_{2}’||^{2}+||xv_{2}||^{2})\frac{1}{2}$ for $v=\in V$

と定義する。 このとき、 $V$ はノルム $||\cdot||v$について完備となる。

さて、対称な双線形形式 $b(\cdot, \cdot)$ を、

$b(u, v)\equiv<Q_{(\alpha,\beta)}u,$ $V>_{V’,V}$ for $u,$ $v\in V$,

と定義する。 ここで、 V’は $V$ の双対空間、 $<\cdot,$ $\cdot>_{V’,V}$ は双対内積である。

この $b$ を使って、次の弱形式での固有値問題を考える :

Find $(u, \lambda)\in V\cross \mathrm{R}$ satisfying

$\{$

$b(u, v)$ $=$ $\lambda(u, v)_{(L^{2}})^{2}$ for $v\in V$

$||u||_{(L^{2}})^{2}$ $=$ 1
(2)
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$b$ は、 coercive かつ連続となり、

$b(u, u)$ $\geq$ $C_{(\alpha,\beta)}||u||_{V}2$ for $u\in V$ (3)

$b(u, v)$ $\leq$ $D_{(\alpha,\beta)}||u||_{V}||v||_{V}$ for $u,$ $v\in V$ (4)

を満たす正の実数 $C_{(\alpha,\beta)}$ と $D_{(\alpha,\beta)^{\text{が存在する}}}$。従って、Lax-Milgram の定理より、任意の
$g\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}$に対して、

$b(\phi,v)=(g, v)_{(L^{2}})^{2}$ for $v\in V$ (5)

を満たす–意解 $\phi\in V$ が存在する。 $g\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}$に対し、 $Eg$ を、 (5) の解 $\phi\in V$ として

定めると、 $E$ は、 $(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}$ から $V$ へのコンパクト作用素となる。

$S_{N}$を、

$s_{N}\equiv \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\varphi 0, \varphi_{1}, \ldots, \varphi N\}$

で定義される、整数パラメータ $N$ に依存する $L^{2}(\mathrm{R})$ の有限次元部分空間とする。 このと

き、 (SN)2は $V$ の有限次元部分空間となる。 ここで、

$\varphi_{\nu}(x)\equiv(2^{\nu}\nu!)-\frac{1}{2}\pi-\frac{1}{4}e^{-\frac{x^{2}}{2}}(-1)\nu e\frac{d^{\nu}}{dx^{\nu}}xe-2x^{2}$ $(\nu=0, \ldots, N)$

で、 $\{\varphi_{\nu}\}_{\nu=}^{\infty}0$ は $L^{2}(\mathrm{R})$ の完全正規直交系である。

また、 $u\in V$ に対して、projection $P:Varrow(S_{N})^{2}$を、

$b(u-Pu, v_{N})=0$ $\forall v_{N}\in(S_{N})^{2}$

で定義する。 このとき、 $Q_{(\alpha,\beta)}u\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{\mathit{2}}$ ならば、次の誤差評価を導くことができる :

$||u-Pu||_{V} \leq\frac{D_{(\alpha,\beta)}}{C_{(\alpha,\beta)}}\frac{1}{\sqrt{(2N+3)c_{(\alpha,\beta})}}||Q(\alpha,\beta)u||_{(}L2)^{2}$ (6)

また、 $L^{2}$ 評価として、

$||u-Pu||(L^{2})^{2} \leq\frac{D_{(\alpha,\beta)}^{2}}{C_{(\alpha,\beta)}^{2}}\frac{1}{2N+3}||Q_{(}\alpha,\beta)u||(L^{2})2$
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も得られる。

この誤差評価は、後で導く不動点方程式を、有限次元部分とその誤差 (無限次元部分) に
分けたときに、無限次元部分を評価するときに用いる。

次に、 (2) の近似解 w^N $=(\hat{u}_{N},\hat{\lambda}_{N})\in(S_{N})^{2}\cross \mathrm{R}$ を、

find $\hat{\lambda}_{N}\in \mathrm{R}$ and $0\neq\hat{u}_{N}\in(S_{N})^{2}$ satisfying

$\{$

$b(\hat{u}_{N,N}v)$ $=$ $\hat{\lambda}_{N}(\hat{u}_{N}, v_{N})_{(L)}22$ $\forall v_{N}\in(S_{N})^{2}$

(7)
$||u_{N}||(L2)^{2}$ $=$ 1

で定め、

$b(\overline{u}, v)=(\hat{\lambda}_{N}\hat{u}_{N}, v)_{()^{2}}L^{2}$ for $v\in V$ (8)

を満たす uu\in V を考える。 $\hat{\lambda}_{N}\hat{u}_{N}\in(L^{2}(\mathrm{R}))^{2}\text{のとき_{、}}$ このような u $\#\mathrm{h}V$ に–意に存在し、
$P\overline{u}$ =\^uNが成り立つことに注意。

.
$v_{0}=\overline{u}-\hat{u}_{N}$とおくと、 $v_{0}$について次の aposteriori 誤

差評価が成り立つ :

$||v_{0}||_{(L^{2})}2 \leq\frac{D_{(\alpha,\beta)}^{2}}{C_{(\alpha,\beta)}^{\mathit{2}}}\frac{1}{2N+3}||Q_{(\alpha,\beta})\hat{u}N-\hat{\lambda}N\hat{u}N||_{(}L2)^{2}$ (9)

ここで、 $\tilde{u}\equiv u-\overline{u},\tilde{\lambda}\equiv\lambda-\hat{\lambda}_{N}$とおくと、 (2) の引き戻し形 (residual form)

$\{$

$b(\tilde{u},v)$ $=$ $((\hat{\lambda}_{N}+\tilde{\lambda})(\hat{u}_{N}+v_{0}+\tilde{u})-\hat{\lambda}_{N}\hat{u}N, v)_{()^{2}}L^{2}$ for $v\in V$

(10)
$||\hat{u}_{N}+v_{0+\tilde{u}||2}(L^{2})$ $=$ $1$

を得る。 非線形作用素 $F:V\cross \mathrm{R}arrow V\mathrm{x}\mathrm{R}$ を、

$F(\tilde{u},\tilde{\lambda})\equiv$ (11)

で定義すると、 $F$ は、 $V\mathrm{x}\mathrm{R}$上のコンパクト作用素となり、 (10) は、 $w=(\tilde{u},\tilde{\lambda})$ に対する

不動点方程式

$w=F(w)$ in $V\cross \mathrm{R}$ (12)

に書き直すことができる。
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3 検証条件

不動点方程式 (12) を、 projection $P$ を用いて有限次元部分とその誤差 (無限次元部分) に
分け、有限次元部分に、Newton-like method を適用するため、 $\rho\equiv(-v_{0},0)$ として次のよ
うな Newton-like 作用素を定義する :

$N(w)\equiv Pw-[I-F’(\beta)]^{-1}N(Pw-PF(w))$

ここで、 $I$ は $V\cross \mathrm{R}$ 上の恒等作用素で、 $F’(\rho)$ は、 $F$ の\rho での Fr\’echet 導関数を表す。 ま

た、作用素 $P[I-F’(\rho)]:V\cross \mathrm{R}arrow(S_{N})^{2}\cross \mathrm{R}$ を、 $(S_{N})^{2}\cross \mathrm{R}$ に制限したものは、逆作用
素 $[I -F’(\rho)]_{N}^{-1}$を持つと仮定する。 この仮定は、実際の計算時に確かめることができる。

次に、作用素 $T:V\cross \mathrm{R}arrow V\mathrm{x}\mathrm{R}$ を、

$T(w)\equiv N(w)+(I-P)F(w)$

で定義する。 このとき、 $T$ は $V\cross \mathrm{R}$上のコンパクト作用素になり、同値関係

$w=T(w)\Leftrightarrow w=F(w)$

が成り立つ。

さて、任意の $u\in V$ は、 $(S_{N}^{\perp})^{2}$ を $(S_{N})^{2}$ の $V$ における直交補空間としたとき、

$u=u_{N}+u_{\perp},$ $u_{N}=(_{\Sigma_{\nu}^{N}}^{\Sigma_{\nu=0_{C\phi_{\nu}}^{C}}^{N}}=.0\nu\nu((12))\phi\nu)\in(S_{N})^{2},$ $u_{\perp}\in(S_{N}^{\perp})^{2}$

と表すことができるので、 $w=(u, \lambda)\in V\mathrm{x}\mathrm{R}$ に対して、

$(w)_{i}$ $\equiv$ $|c_{i}^{(1)}|(i=0, \ldots, N)$

$(w)_{i}$ $\equiv$ $|c_{i-}N-1|(2)$ $(i=N+1, \ldots, 2N+1)$

$(w)_{2N}+2$ $\equiv$ $||u_{\perp}||_{V}$

$(w)_{\mathit{2}N}+3$ $\equiv$ $|\lambda|$

と定義して、 $W_{i}>0(i=0, \ldots, 2N+3)$ に対して、解を含む候補者集合を、

$W=\{w\in V\cross \mathrm{R}|(w)_{i}\leq W_{i}(i=0, \ldots, 2N+3)\}$
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とおく。 また、

$(T(0))i\leq \mathrm{Y}_{i}(i=0, \ldots, 2N+3)$

を満たすベクトル $(\mathrm{Y}_{0,\ldots,2N+3}Y)\in \mathrm{R}^{2N+4},$ $Y_{i}>0(i=0, \ldots, 2N+3)$ と、任意の $w_{1},$ $w_{2}\in W$

に対して、

$(T’(w_{1})w2)\leq Z_{i}(i=0, \ldots, 2N+3)$

を満たすベクトル $(Z_{0}, \ldots, Z_{\mathit{2}N}+3)\in \mathrm{R}^{2N+4},$ $Z_{i}>0(i=0, \ldots, 2N+3)$ を選ぶ。

$K=\{v\in V\cross \mathrm{R}|(v)_{i}\leq \mathrm{Y}_{i}+Z_{i}(i=0, \ldots, 2N+3)\}$

とおくと、検証条件は次の定理で述べられる :

Theorem 2.

集合W=U $\cross$ Aが、条件 $\mathrm{Y}_{i}+Z_{i}<W_{i}(i=0, \ldots, 2N+3)$ を満たすとき、次が成り立つ :

i) $\exists 1u^{*}$ : eigenfunction $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $u^{*}-\overline{u}\in U,$ $||u^{*}||(L2)^{2}=1$

ii) $\exists 1\lambda^{*}$ : eigenvalue $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\lambda^{*}-\hat{\lambda}_{N}\in\Lambda$

iii) $F(u^{*}-\overline{u}, \lambda*-\hat{\lambda}N)=(u^{*}-\overline{u}, \lambda^{*}-\hat{\lambda}N)$

iv) $\lambda^{*}$は幾何的多重度 1の固有値

この定理は、Banach の不動点定理と、無限次元ホモトピ一法を用いて証明することがで
きる。 具体的な検証手順は、 $[3, 4]$ と同様に考えられる。

4 固有値のパラメータ依存性

よく知られた、Minimum-Maximum principle を適用すると、作用素 $Q_{(\alpha,\beta)}$の離散固有値
$\lambda_{k}$は、

$\lambda_{k}=\min_{:V_{k\subset}V,\mathrm{d}\mathrm{m}Vk=k0\neq u\in}\max\frac{b(u,u)}{(u,u)_{(L^{2}})^{2}}V_{k}$
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と特徴づけることができる。

$u=\text{に対して_{、}}$

$b(u, u)$ $=$ $\frac{1}{2}\alpha(||u_{1}|’|^{2}+||xu1||^{2})-(_{X}u’u2’ 1)L^{2}$

$+ \frac{1}{2}\beta(||u’|2|^{2}+||Xu2||^{\mathit{2}})+(Xu’u1’ 2)L^{2}$

であることより、\mbox{\boldmath $\lambda$}kは、パラメータ $\alpha$ , \beta について連続で、単調性が成り立つことが分かる。

また、空間 $L^{2}(\mathrm{R})$ は、

$L_{+}^{2}(\mathrm{R})$ $=$ $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}${ $\phi\nu|\nu$ :even}
$L_{-}^{2}(\mathrm{R})$

$=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}$ { $\phi\nu|\nu$ :odd}

を用いて、

$L^{\mathit{2}}(\mathrm{R})=L_{+}^{2}(\mathrm{R})\oplus L_{-(\mathrm{R})}^{2}$

ど分解でき、作用素 $Q_{(\alpha,\beta)}\text{が}$ parity を保存することを考慮すると、前述の検証条件を満た
す集合を求める計算は、 even part と odd part に分けて計算することができ、 even, odd
に分けない計算に比べて、 メモリを節約することができる。

図 1は、 $N=8\mathrm{o}\mathrm{o},$ $\alpha=3.0$ と固定したときに、横軸を $s=\beta/\alpha$として、 近似固有値\mbox{\boldmath $\lambda$}N を

プロットしたものである。ここで、太線は odd part から計算される固有値、細線は even
part から計算される固有値を表す。

5 検証数値例

打ち切り品数を $N=800$ として、 $\alpha=3.0$ と固定し、 \beta をいろいろ動かした場合のいくつ
かの単純固有値を、even part と odd part に分けて検証することに成功した。計算は、区
間演算ライブラリ PROFIL$([1])$ を用いて、 Sun Enterprise 450上で行った。

具体的には、図 1の、 $\mathrm{A}\sim \mathrm{F}$ の 6個の固有値の検証に成功し (いずれも多重度 1)、検証結果
を表 1に挙げた。 (7) を満たす近似解 u^N, $\hat{\lambda}_{N}$ は、非常に狭い区間で包み込まれた。mid $[\hat{\lambda}_{N}]$

は、近似固有値 $\hat{\lambda}_{N}$ の包み込みの区間 $[\hat{\lambda}_{N}]$ の中点を表す。すなわち、真の固有値は、 区

間 $[\hat{\lambda}_{N}]+[-W_{2N+3,2N}W+3]$ に存在する。
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$\mathrm{N}=800$ . Aloha$=3$ . Odd- $>\mathrm{t}\mathrm{h}i\mathrm{C}\mathrm{k}$ . Even- $>\mathrm{t}\mathrm{h}i\mathrm{n}$

図 1: Approximate eigenvalue $\hat{\lambda}_{N}$
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表 1: 検証結果

また、 $\mathrm{A},\mathrm{E}$ は odd part からくる単純固有値、 $\mathrm{B},\mathrm{D}$ は even part からくる単純固有値で
あることと、A と $\mathrm{B}_{\text{、}}\mathrm{D}$ と $\mathrm{E}$ の間に固有値が存在しないことが $[2, 4]$ のような方法で

検証できたことから、 固有値の、パラメータについての連続性と単調性とから、結局、
$\alpha=3.0,$ $\beta\in[8.9,9.1]$ のとき、 $\Lambda=[4.45,4.55]$ の中に多重度 2の固有値が存在すること
も保証されたことになる。
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