
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法系列の反復法の初期シャドウ
$(\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{d}_{0}\mathrm{W}^{*})$ 残差ベクトルの選択について

藤野清次\dagger 阿部邦美 \ddagger

Se $\mathrm{i}\mathrm{j}\mathrm{i}$ Fui $\mathrm{i}$ no Kuniyoshi Abe
Abstract

Bi-CG法, CGS 法, Bi-CGSTAB法のような積型反復解法の反復過程では, 2つ

の残差ベクトル, 即ち初期残差と補助的役割を果たすと言われる初期 Shadow 残差,
を反復の開始のときに与える必要がある. 前者の残差だけは初期解を与えることに
よって自ずと決まってくる. しかしながら, もともと, これらの残差に何を与えるか
は任意にできるはずである. そこで, 本研究では, 反復解法の収束性に対する初期残
差の影響について調べることにする. まず, 固有ベクトル成分の個数が異なるいろい
ろな初期残差の右辺項を持つ連立 1次方程式を解くことにする. その結果, 初期残差
がより多くの” 主要な” 固有ベクトル成分を持つとき, 残差は確実に収束するという
事実が確かめられる. このことは, 言い換えると, 初期シャドウ残差により多くの固
有ベクトル成分を持たすことによって, 反復解法の収束性を向上させられる可能性が
あることを示唆している. そこで, いくつかの数値実験を通して, 収束性に関する初
期シャドウ残差の影響の度合について検証する.

1 はじめに

Bi-CG 法 [1] は, よく知られているように, 次の大規模な連立 1次方程式を解くためのクリロ
フ (Krylov) 部分空間法の 1つである.

$A\mathrm{x}=\mathrm{b}$. (1)

ここで, $A$ は $n\cross n$ の大きさの非特異な行列 (必ずしも対称ではない) を指し, $\mathrm{b}$ はその右辺項
(以下, $\mathrm{R}.\mathrm{H}$.S. と略す) を指す. また, xo を解の初期推定値, そして ro $=\mathrm{b}-A\mathrm{x}_{\mathrm{O}}$ を対応する
初期残差とする. 今まで Bi-CG 法の収束性を向上させるために多くの研究がなされてきた (例え
ば, [4, 8, 9, 10, 13] など). CGS 法 [9] は積型の解法の最初のものである. しかしながら, 多くの
人が経験しているように, CGS 法は丸め誤差などのために収束が非常に不安定である. その後,
Bi-CGSTAB 法 [10], 一般化積型 Bi-CG法 [13], Bi-CGSTAB(l) 法 [8] などが次々と提案されて
きた. これらは全てより安定した収束性を持たせるように工夫された解法である.
これらのアルゴリズムでは, 基本的に 2つの初期残差をどのように与えてもよい. 1つのベク

トル, すなわち初期値 xo を適当に与えると, それから初期残差 roが自ずと決まってくる. もう 1
つの残差が初期シャドウ (Shadow) 残差 r5である [8]. 後者の初期シャドウ残差 $\mathrm{r}_{0}^{*}$ は, アルゴリ
ズムに付加された補助ベクトルであるとも言える. このことは, 方程式

$A^{\mathrm{T}}\mathrm{x}^{*}=\mathrm{b}^{*}$ (2)

*Shadow の訳について: 英国の野党の Shadow Cabinet(’ 影の内閣と言われる) あるいは, ボクシン
グの Shadow Boxing などにおいて, Shadow という用語は定着しているが, ここでは発音どおり表示した
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に対する残差 $\mathrm{b}^{*}-A\mathrm{X}_{0}$ を意味しており, $\mathrm{b}^{*}$ は任意のベクトルである. 通常は, $\mathrm{r}_{0}^{*}=\mathrm{r}0$ とする
のが–般的である. しかし, ここでは, 各アルゴリズムの反復過程は 2つの互いに独立な残差で
始まるものとする. 近年, 初期シャドウ残差は収束性に重大な影響を及ぼすことがわかってきた
[5]. さらに, 初期残差には乱数を与えるのがお奨めであるという報告もなされている [7]. そこで,
本研究では, これらのことが, 収束性を向上させるのに本当に有効であるかどうかを調べること
にする.
ただし, ここでは, 有限の桁数での演算の影響をできるだけ排除するために, 固有ベクトルが

数学的に得られる ( $\sin$ 関数, $\cos$ 関数だけは用いる) モデル問題を採用することを付記する.

2 モデル問題と収束性
ここでは, 固有値と対応する固有ベクトルが数学的に得られるモデル問題をテスト問題として

採用する [11]. すなわち, 以下のようなパラメータ $\sigma$ を含むヘルムホルツ (Helmholtz) 方程式を
通常の 5点差分で近似して得られる連立 1次方程式をここでは扱う.

$u_{xx}+u_{yy}+\sigma u=f(x,y)$ , $0<x,$ $y<\pi$ (3)

この式は, 正方形領域 $\Omega=(0, \pi)\cross(0,\pi)$ で定義されており, 境界条件としては全周 Dirichlet 境
界条件を課す. 格子の幅を, 両方向とも $h= \frac{1}{m+1}$ で与えると, 次のような $n\cross n(n=m^{2})$ の

大きさの係数行列が得られる.

「 $D_{m}$ $-I_{m}$

$A:=|-I_{m}$

$D_{m}$

$-I_{m}-I_{m}$

$D_{m}$ $-I_{m}$

$-I_{m}$ $D_{m}$

(4)

ただし, $D_{m}$ と $I_{m}$ は以下のように与えられる $m\cross m$ の小行列である.

$D_{m}:=$ .

また, $I_{m}$ は単位行列である. 行列 $A$ の固有値 $\lambda_{ij}$ と対応する固有ベクトル vi声以下のように表
すことができる [11].

$\lambda_{ij}$ $:=$ $4- \sigma h^{2}-\frac{2(4-\sigma h^{2})}{|4-\sigma h^{2}|}(\cos(i\cdot\pi\cdot h)+\cos(j\cdot\pi\cdot h))$ $(i,j=1,2, \ldots, m)$ ,

$\mathrm{v}_{ij}$ $:=$ $4h^{2}\sin(i\cdot\pi\cdot k\cdot h)\sin(j\cdot\pi\cdot l\cdot h)_{k,l}^{m}=1$ $(i,j=1,2, \ldots, m)$ .

行列 $A$ は対称であるので, 最大 (最小) 固有値から行列の条件数を以下の式で求めることができる.

cond$(A)= \frac{\max|\lambda_{ij}|i,j}{\min_{i,j}|\lambda_{ij}|}$ .

表 1にパラメ一タ $\sigma$ の値とそのときの条件数を示す. 大きな条件数になる場合, すなわち, $m=25$ ,
$n=625$ そして\mbox{\boldmath $\sigma$} $=350$ , の場合を本研究では例として選んだ.
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表 1: 行列 $A$ の条件数

2.1 右辺ベクトルと収束性
ここでは, 方程式 (3) の右辺ベクトルおよび反復解法の収束性との関係について調べる. さ

らに, 右辺ベクトルに含まれる固有ベクトル成分の数と収束性との関係についても言及する. 行
列 $A$ の固有ベクトル $\mathrm{v}_{ij}$ と初期残差 ro に間には,

ro $= \sum_{i,j=1}^{m}c_{i}j\mathrm{v}ij$ .

の関係がある. 定数殉は, しばしば基底ベクトル vi’ の重みとも呼ばれ, 次の式を満たす.

$c_{1j}.=(\mathrm{b}, \mathrm{v}_{\dot{*}j})$ $(i,j=1,2, \ldots, m)$ . (5)

さらに, ここでは次の 4つの厳密解を取り扱うことにする. 方程式 (3) の右辺の関数 $f(x, y)$

は, その厳密解が次のようになるように定められる.

$u_{1}(x, y)$ $=$ $\sin(\pi(x+y))$ , (6)
$u_{2}(x,y)$ $=$ $\cos(\pi(x+y))$ , (7)
$u_{3}(x,y)$ $=$ $x^{2}+y^{2}$ , (8)
$u_{4}(x,y)$ $=$

$e^{x\cross y}$ . (9)

各 $\mathrm{b}_{1},$ $\mathrm{b}$ , 坊そして b4を方程式 (6)$-(9)$ から得られた右辺項と定める. また, $\mathrm{b}_{1},$ $\mathrm{b},$ $\mathrm{b}3$ そして

切の各重み侮は式 (5) を使って求められる. 数値実験の結果から, 重みの絶対値: $|c_{ij}|$ はその

大きさから 2つに分類できることがわかった. 1つは比較的大きな重みの集団で, ここではそれ
を” 主要重み” と呼ぶことにする. 多方もう 1つの重みの集団は, それに比べると非常に小さな絶
対値を持つかまたは $0$ の重みを持つものを指し, それを” 弱小重み” と呼ぶことにする. 表 2に,
各右辺項が持つ重みの絶対値が存在する区間を示す. 表中の $”\cross$ ” 印は” 弱小重み” がなかったこ
とを示している.

表 2: 各右辺ベクトルの “主要重み” と” 弱小重み” の区間

右辺ベクトル: $\mathrm{b}_{1},$ $\mathrm{b}_{2},$ $\mathrm{b}$ そして b4の” 主要重み” と” 弱小重み” の個数を表 3に示す.” 主要
重み” とは, 別の言い方をすると, 1次独立な成分の数を意味する.

さて, 各右辺ベクトル: $\mathrm{b}_{1},$ $\infty,$ $\mathrm{k}$ そして切を持つ連立 1次方程式に対する結果を次に示す.
反復解法としては, Bi-CG法, CGS 法, Bi-CGSTAB 法を使用した. 計算では, 初期シャドウ
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表 3: 各右辺ベクトルの” 主要重み” と” 弱小重み” の個数

残差として, $\mathrm{r}_{0}^{*}=\mathrm{r}_{0}$ と置いた. また, 反復の初期値はすべて $\mathrm{x}_{0}=0$ と置いた. この理由は, 出
来るだけ右辺ベクトルの影響が明確に現れるようにするためである. 計算はすべて SUN SPARC
Station Ultra II上で倍精度演算で行なった. 収束の様子を表した各々の図では, 水平方向に反復
回数をとり, 垂直方向に $(\log_{1}\mathrm{o}(||\mathrm{r}_{k}||_{2}/||\mathrm{r}0||_{2}))$ をとり, 両者の関係を示した. 収束判定条件は

$\epsilon_{tol}$ が $10^{-10}$ 以下になったとき, 収束と判定した.
パラメータ $\sigma=350$ のとき, 収束の様子を図 1に bl のときの結果を, 同様に, 図 2に b, 図 3

に r, 図 4に b4のときの結果を各々示す. さらに, 表 4に, Bi-CG法, CGS法そして Bi-CGSTAB
法の反復回数を示す. 表中の $”\cross$ ” 印は 3000回反復を繰り返しても収束しなかったことを表す.

表 4: 3つの反復解法の収束までの反復回数

図 1: 右辺ベクトル $b_{1}$ のときの収束の様子

初期残差 ro は式 $\mathrm{b}$ -A勾から得られたものであるので, 初期値を任意に選んでもよいのだが,
ここでは Xo $=0$ と固定して考えた. したがって, 初期残差 $\mathrm{r}0$ は必然的に決まってしまう. 即ち,
等式: $\mathrm{r}_{0}=\mathrm{b}$ が成り立つ. また, 初期残差の重みは式 (5) によって求められる. 重みの個数とい
う観点から, 収束性に対する初期残差の影響について考察する. さらに, 初期残差に含まれる” 主
要重み” の個数が収束性にどのように影響しているのかについても次の節で探ることにする.
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図 2: 右辺ベクトル $b_{2}$ のときの収束の様子

図 3: 右辺ベクトル $b_{3}$ のときの収束の様子

図 4: 右辺ベクトル $b_{4}$ のときの収束の様子
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2.2 観察される項目
前節 21で報告された数値実験結果に基づき, ここでは初期残差の “主要重み” の個数と収束

性との関係について考察する. まず, “主要重み” の個数が増加するに従って収束するまでの反復
回数も増えることがわかる. このことから, 残差の収束は, 単に行列 $A$ の条件数だけでなく, 初
期残差ベクトルに含まれる “主要重み” の個数に影響を受けることがわかる. この他に次のような
観察がなされる.. 最も少ない” 主要重み” の場合の初期残差ベクトル $\mathrm{b}_{1}$ を選ぶと, Bi-CG 法と Bi-CGSTAB

法は, 非常に少ない反復回数で収束する.” 主要重み” の個数は, 固有値 $\lambda_{1i}=\lambda_{i1}(i=$

$2,4,$ $.*\cdot,24)$ の 12個の重みとみなせるので, 数学的にも残差は反復回数が 12回で収束する
はずである.. 初期残差均は最も多い” 主要重み” を持っているので, どの解法も収束した. 他のケース
では, CGS 法だけが発散した. このことから, 少なくとも CGS 法にとっては, より多く
の” 主要重み” を持つ初期残差から反復計算を始めるべきだということがわかる.. 右辺ベクトルに含まれる重みの数が増加すればするほど, 収束までに必要な反復回数は増加
する. 何故なら, 反復回数は” 主要重み” の個数に強く依存しているからである.

ここで示した観察と考察から, 残差は反復の初期の段階で収束することがわかる. しかしなが
ら, 同時に, 初期残差が持つ” 主要重み” が少ないと, 発散する可能性も大きいことを意味してい
る. したがって, これらの事実から 1つの結論が得られる. すなわち, 収束性の改良のためには
より多く” 主要重み” を有する初期残差を選ぶことが重要である, ことがわかる. しかしながら,
収束性についてもっと深く理解するには, もっと多くの経験を積まなくてはならないと思われる.
そこで, 次の節では, 初期シャドウ残差のよりよい与え方について議論と考察をする.

3 初期シャドウ残差のよりよい選択の方法
次の連立 1次方程式について考える.

$\tilde{A}\tilde{\mathrm{x}}=\tilde{\mathrm{b}}$ , (10)

ここで,

$\tilde{A}=$ , $\tilde{\mathrm{x}}=$ , $\tilde{\mathrm{b}}=$ .
で $\text{ある}$ . Bi-CG法のアルゴリズムは, もともと共役勾配法 (Conjugate Gradient method) を線形
系 $\tilde{H}\tilde{A}$ に形式的に当てはめたことから生まれたと言ってもよい. ここで,

$\tilde{H}=$ .

である. 月よ単位行列を表す. Bi-CG法のアルゴリズムから生まれた残差 $\mathrm{r}_{k}$ は, 次のように方向
ベクトル $\mathrm{p}_{k}$ で計算される.

$\mathrm{r}_{k1}+=\mathrm{r}k-\alpha_{k}A_{\mathrm{P}_{k}}$ , $\mathrm{p}_{k1}+=\mathrm{r}_{k}+1+\beta k\mathrm{p}_{k}$ . (11)

ここで, パラメータ $\alpha_{k}$ と $\beta_{k}$ は Bi-CG法のアルゴリズムの中で決定される. 同様に, 初期残差
$\text{ベクトル_{}\mathrm{r}\mathrm{Z}}$ は, 次に示すシャドウ方向ベクトル $\mathrm{p}_{k}^{*}$ を使って交互に更新されていく.

$\mathrm{r}_{k+1}^{*}=r_{k}^{*}-\alpha_{k}A\mathrm{T}\mathrm{P}_{k}^{*}$ , $\mathrm{p}_{k+1}^{*}=\mathrm{r}_{k+1^{+}}^{*}\beta k\mathrm{p}_{k}^{*}$ . (12)
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積型の反復解法の反復過程では, 行列の転置: $A^{\mathrm{T}}\mathrm{x}$ の計算をしなくても残差の計算を進める
ことができる. また, シャドウ残差ベクトル列 $\mathrm{r}_{k}^{*}$ とシャドウ方向ベクトル列 p; は反復ごとに更
新する必要性がない. しかし, 計算過程では初期のシャドウ残差 $\mathrm{r}_{0}^{*}$ は使われる. したがって, 初

期残差 ro と初期シャドウ残差 r5を陽に計算の最初で与えなければならない. 通常よくやられる
ように, 初期値を $\mathrm{x}_{0}=0$ とすれば, 初期残差 ro は必然的に決まってしまう. -方, 初期シャド
ウ残差 $r_{0}^{*}$ はどのように与えてもよいし, 適切に与えることがより重要になってくる.
前節では, 初期残差の” 主要重み” の個数が少ないとき, 丸め誤差の影響を強く受け, 反復が

発散することが示された. それ故, 次のようなことに期待ができる. 初期シャドウ残差 $\mathrm{r}_{0}^{*}$ が多く
の” 主要重み” を含めば収束性がよくなるであろう, という期待である.
それでは, 初期シャドウ残差 $\mathrm{r}_{0}^{*}$ が本当にたくさんの” 主要重み” を持てばいい影響があるのか

を, 数値実験で確かめてみよう. すでに示した図 1, 図 2そして図 3などからわかるように, CGS
法は発散した. また, 右辺ベクトル b4は, 最も多く “主要重み” を持つ場合であり, この場合は
CGS 法は収束した. 確認のため繰り返になるが, 固有値\mbox{\boldmath $\lambda$}ij はいずれの場合もまったく同じであ
るを付記する. 表 5に, 残差ベクトルとして選んだ 2つの初期残差を示す. また, 計算結果を図
5, 図 6と図 7に示す.

表 5: 残差ベクトルとそれに対応する収束の様子を表す図

図 5: 残差ベクトル $r_{0}=b_{1}$ と $\Gamma_{0}^{*}=b_{4}$ を用いたときの収束の様子

これらの図から次のようなことがわかる. CGS 法も含めてテストしたすべての解法が確実に
収束した. 特に, CGS 法の残差は, 前の節で $r_{0}^{*}=\mathrm{r}0$ としたとき発散したのに対して, 今回は収
束した. -方, Bi-CG 法と Bi-CGSTAB法の反復回数は増加した. しかし, “主要重み” の増加し
た割合に比べると, 反復回数の増加はそれ程多いものではない. 初期シャドウ残差 $\mathrm{r}_{0}^{*}$ としてより

多くの “主要重み” を有する残差ベクトルを選ぶ有用性がこれである. 収束までの反復回数の変化
の様子を表 6に示す. この表から, 右辺ベクトルを $\mathrm{r}_{0}^{*}=\mathrm{b}_{4}$ としたとき, CGS 法の反復回数が最
も少なくなったという事実が分かる.
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図 6: 残差ベクトル $r_{0}=b_{2}$ と $r_{0}^{*}=b4$ を用いたときの収束の様子

図 7: 残差ベクトル $r_{0}=b_{3}$ と $r_{0}^{*}=b_{4}$ を用いたときの収束の様子

表 6: 初期シャドウ残差を” 主要重み” の多いものに取り替えたときの反復回数の変化
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4 まとめ

“主要重み” の数が互いに異なる右辺ベクトルに対して反復解法の収束性について調べた. そ

の結果, “主要重み” の数が増加すればするほど, 残差は確実に収束することがわかった. このこ
とから, 初期シャドウ残差は残差の収束に及ぼす影響の度合は従来考えられていた以上に大きい
ことが確認できた. したがって, 積型反復解法, 特に CGS 法, に対して安定でかつ確実な収束を
より望むとき, 初期シャドウ残差が’ 主要重み” を出来るだけ多く含むようにすることも大切であ
るとの結論が得られた.
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